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PAPERS COMMUNICATED

44. $ur la notion de ia dimermion.

Par Motokiti KOND5.
L’institut mathmatioue, l’universit6 imlMriale de KyyiL

(Comrr by M. FUXrWRA, ZJ., May 12, 1943.)

I. D’aprbs la d(finition de M.M. Frhet), 6tant donn deux
ensembles A et B de points, nous dirons que le type de dimension de
A est suprieur ou au moins gal au type de dimension de B, s’il est
possible d’tablir une correspondance biunivoque et bicontinue entre
les points de B et ceux d’une partie de A. Or, sa idde sur la dimen-
sion est fondamentale et applicable sans le changement essentiel sur
divers ensembles d’lments. Voici un exemple.

2. Soit L un systme demirdonn d’lments pour lesquels la
notion de la congruence est donne, c’est-t-dire, entre lments de L
les relations dignees par A B ou bien B A et AB sont
donn(s et elles remplissent ]es postulats suivants.

LI. L est demi-ordonn par rapport t la relation , c’est-t-dire,
(a) si l’on a A B et B A en mCme temps, on a A ffiB, ()
si l’ona ABet BC, on a aussi AC.

LII. I1 existe dans L l’616ment 1 d’unit et celui q de nullith,
c’est-A-dire, on a I> A 0 pour tout 16ment A de L.

CI. La relation est sym6trique, r6flexive et transitive, c’est-
A-dire, (a) A A, ({) AB entraine B A, (r) A B et
B C entrainent A --- C.Nous dirons alors que le type de dimension de A est suprieur

(inf6rieur) ou au moins gal au type de dimension de B, s’il existe un
616ment C tel qu’on ait BC et A C (Affi= C et B C). Et, nous
repr6sentons une telle circonsmnce par la notion dim (A) dim(B)

(dim (A) dim (B)). Enfin, quand nous avons dim (A) dim (B) et
dim (B) dim (A) en mme temps, nous dirons que les types de dimen-
sion de A et B sont 6gaux et nous le dsignons par dim (A)fdim (B).
Nous avons alors suivants.

1. Si l’on a A B, on a dim (A) dim (B).
2. Si l’on a A’B, on a dim (A)-dim (B).
Maintenant, nous ajoutons le postulat suivant
CII. Si ron a ACet A’B, il y a un 616ment D tel qu’on

ait CD et B D),
pour obtenir la rsultat suivante

3. Si l’on a dim (A) dim (B) et dim (B) dim (C), on a dim (A)
dim (C).

3. Or, comme on sait, il a beaucoup des dfinitions de la dimen-

1) M. Frchet, Les espaces abstraits, (1928), Pari p. 30.
2) Quand Lest complmentaire, CII est deduit du postulat CIII donn6 plus loin.
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sion. Surtout, celles au sens de M.M. Frchet, de M.F. Hausdorfft),
de P. Urysohn et M.K. Menger2, de M.P. Alexandroff3, de M.G.
Birkhoff4, de MM. J. v. Neumann et F.J. Murray5, de M. J. v.
Neumanne, etc. sont trs importantes Ces dfinitions sont pos
suivant les demandes des thorie pour lesquelles elles sont ncessaires
et donc il nous parait quil n’y a aucune ordre entre elles. Or, nous
pouvons unifier celles-ci au point de vue de l’ide de M.M. Frchet et
donner la dimension numrique sur celles-ci suivant de l’ide de M.A.
Tarski7). De plus, comme MM. J. v. Neumann et F.J. Murray ont
fait dans le thorie des anneaux d’olrateurs, nous pouvons les classifier
en trois types, c’est--dire, celui de fini, de infini et de purement infini.
C’est ce qui j’crirai dans cette note.

4. Pour cela, nous introduissons d’abord la notion de l’orthogo-
nalit dans L et posons quelques postulats sur celle-ci. Quand deux
lments A et B de L sont orthogonaux, nous d4signons ce fait par
A .1_ B. Nous avons alors

0I. Si l’on a A _1_ B, on a aussi B _1_ A,
0II. Si l’on a A _1_ B, A C et B D, on a aussi C-I-D,

0III. Lorsqu’il existe A .B et qu’on a .4 _l_ B et (A . B) _i_ C
il existe AJC et BvC, et on a (AC)-I-B et (BuC)
A- A8),

CIII. Lorsqu’il existe A1 v A2 et B1 B2 et qu’on a Ak Bk
(k= 1, 2), A _1_ A2 et B A_ B, on a (A A) (Bu B),

CIV. Si l’on a A B, -A A A. et A .1_ A., il existe deux
lments B et B. tels qu’on ait BfBIB., A,.._.B, (k--l, 2)et
BI..L B.

$. Quand nous dgsignons par Dle domaine du type de dimension
d’616ments de L, e’est--dire, l’ensemble de tous les types de dimen-
sion d’lments de L, il y a la relation de demi-ordre entre les 16ments
de L, eomme nous avons vu dans le pre&lent. Or, nous pouvons
introduire la notion de l’addition entre eeux-ei, e’est-t-dire, pour aet b
de D, quand il existe A et B de L tels cu’il existe A B et qu’on
ait dim (A)--a, dim (B)--b et A .1. B, nous entendrons par la somme
de a et b le type de dimension de A B, et nous la dsignons par
a+b. Nous avons alors suivants.

1. S’il existe a+b, elle est d4termine uniquement pour aet b.
En effet, lorsqu’on a dim(A’)=a, dim(B’)--b et A’ _LB’, et

qu’il existe A . B’, on a d’aprs CIII A JB A’ .B, ce qui
entraine l’unicit de a+ b.

2. S’il existe a+ b, il existe aussi b+a et a+b b+a.

1) F. Hausdorff, Dimension und ausseres Mass. Math. Ann., 79 (1918).
2) K. Menger, Dimensionstheorie, (1928), Berlin.
3) P. Alexandroff, Dimensionstheorie. Math. Ann., 106 (1932).
4) G. Birkhoff, Lattice theory, (1940), p. 11.
5) J.v. Neumann et F.J. Murray, On rings of operators. Ann. Math, 37 (1936).
6) J.v. Neumann, Lectures on continuous geometries, (1936-7), Princeton. p. 64.
7) A. Tarski, Algebraische Fassung des Massproblems. Fund. Math., 31 (138).
8) C’est une formulation algbrique du thorme de trois perpendicules darts la

gom(trie.



No. 5.] Sur la notion de la dimension. 217

3. S’il existe (a-t-b)/c, il existe aussi a+(b+c) et on a (a-t-b)+c
=a+(b+c).

D6monstration. D’aprs la supposition, il existe Pet Q de tels
qu’on air PA_ Q, dim (P)=a+b et dim (Q)=c. De m6me, il existe A
et B de L tel qu’on air A-I-, dim(A)=a et dim(B)=b. Nous
avons alors PA,B et done il existe d’aprs CIV A’ et B de L
tels qu’on ait P=A’u)B’, A’-’A, B’B et A’ _1_ B’. Or, on a
(A’ B’).1_ Q et par suite d’aprs 0II B’-I-Q, ce qui donne (B’ JQ)
-LA’ d’aprs 0III. Done, il existe b+c et a+(b+e), d’ot, d’aprs
(A’ B’) Q=A (B’ Q), nous avons (a+b)+=a+(b+c).

4. Quand on d6signe par o le type de dimension de o, on a pour
tout a de D a=o+a=a+o.

6. Cependant comme on voit, il n’existe pas toujours la somme
de deux lments de D, et et done, pour eviter cet inconvenient, nous
prolongeons D en D* comme il suit. Etant donne une suite finie
a*--(a,a2, ...,a) d’(flments de D, nous construirons l’ensemble [a*]
suivant les conditions

I. a* e [a*],
II. si l’on a b* ---(bl, b, ..., b,,,) e [a*], c, bk. (k 1, 2, ..., m), on

a aussi (ci, c., ..., c,) e [a*],
III. si l’on a b*=(bl, b2, ..., b,,,) e [a*] et b,,,=b’+b", on a aussi

(51, b, ..., b,,,-1, , b") e [a*],
IV. s’il existe b,,,_+b,,, et b*=(bl, b2, ..., b,,,) e [a*], on a aussi

(51, b2,..., b_., b_+b) e [a*],
V. quand on a b* =(bl, b, ..., b,,J e [a*], toute suite obtenue en

permutant d’lments de b* appartient aussi t [a*],
VI. [a*] est la partie commune de tous les ensembles ayant les

proprits 1-V.

et nous dsignons par D* lv famille de tousles ensembles [a*].
7. Maintenant, nous introduissons dans D* les notions de la

demi-ordre et de l’addition. Quand nous avons [a*] [b*] pour deux
l(ments [a*] et [b*] de D* nous dsignons ce fait par [a*] [b*] ou
bien [b*] [a*]. Nous avons alors suivants.

1. Si l’on a [a*] [b*] et [b*] [a*] en mme temps, on a aussi
[a*]-- [b*].

2. Si ron a [a][b*] et [b*][c*], on a [a*][c*].
Puis, pour deux (flments [a*] et [b*], off a*--(al, a2, ...,a)et

b* (bl, bn, ..., b), nous entendrons la somme de ceux l’lment [c*],
of c* (al, a, ..., an, bl, b, ..., b), et nous la dsignons par [a*]/ [b*].
Nous voyons alors les suivants.

1. Pour deux l.ments [a*] et [b*] de D*, il existe toujours
[a*]+[b*]

2. Pour [a*], [b*] et [c*] de D*, on a ([a*]+[b’])+[c*]--[a*]+
([b*]+ [c*]).

En effet, quand on a a*=(a, a2, ...,a), b*=(bl, b2, ...,b,,J et c*=
(cl, c2, ..., c), on a
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([it*I+ [b’])+ [’]=[(a,, a,, ..., a,,, b,, b,, ..., b,)]+ [e*]
[(a,, a,, ..., a,,, b,, b,,..., b.,, ,,, e.,, ..., ,)]

=[a*J+[(b,, b,, ..., b,,, ,, e.,, ..., ,:,) [a*]+ ([b*]+ [,:*]).

3. Quand on dsigne par o l’element [(o)], on a [a*]--o+[a*]--
[*]+o.

4. Quand on dsigne par n[a*] la somme [a*]+[(*]+.-.+[a*]
(n-fois), on a (n+m)[(*]fn[a*]+m[*] et m[(*])---(nm)[a*].

8. Or, voir la relation entre les lments de D et ceux de D*,
nous dfinissons d’abord l’quivalence d’lments de D. Quand nous
avons pour a et b de D b et b a en mme temps, nous dirons
que a et b sont quivatents et nous d(mignons ce fair par a.-.bD.
Cette relation est symtrique, reflexive et transitive et done les lments
de D sont partags e. classes de l’quivalene( Maintenant, quand
nous dsignons par [a] l’lment [(a)], nous avons

1. pour qu’on ait [a] [b], il faut et il suflit qu’on ait ( b,
2. pour qu’on air [a]=[b], il faut et il suffit que a et b soient

quivalents,
3. [a+b] [a]+ [b].

Par consuent, quand nous faissons correspondre chaque lment a
de D au lment [a] de D*, les lments de D sont reprents
homomorphiquement par eeux de D*.

9. Puis, nous introduissons suivant M.A. Tarski) la notion de
la normalit d’lments de D*, c’est-A-dire, quand il n’existe aucun
hombre naturel n tel qu’on air (n+l)[*]n[a*], nous dirons que
[a*] est normal. De mme, quand pour un lment A de L, [dim (A)]
est normal, nous dirons aussi que A est normal.

Or, nous pouvons classifier t au point de vue de cette notion
comme il suit

I. L’lment d’unit de t est normal. Dans ce cas, nous dirons
que L est du type fini.

II. L’lment de unit 1 de t n’est pas normal, mais il y a au
moins un lment normal clans L. Dans ce cas, nous dirons que
est du type infini.

III. Tous les lments de !. ne sont pas normaux. Dans ce cas,
nous dirons que t est du type purement infini.

Cette classification" les types de fini, infini et purement infini
corresponds au ceux de MNI. J. v. Neumann et F. I. Murray.

10. Nous considrons d’abord le cas o Lest du type fini. Nous
rangeons tousles lments de D* en une suite bien ordonne"

a0, a, ..., a,

o ao--[dim (I)]. Puis, nous dsignons par D l’nsemble de 0 et de
toutes les sommes finies d’lments de aa (a <C ), c’est-A-dire,

1) En gn.ral, a...b n’entraine pas (,.:b, mais il y a les cas od a---b et a+b
sont lulvalent Nous verrions tels exemples dans 14, 17 et 18.

2) A. Tarski, loc. cit.
3) J.v. Neumann et F.J. Murray, loc. cir. p. 172.
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a,+a,,+...+a,,,,, a< (k=l, 2, ..., n).
Nous avons alors
1. est monotone croissante,
2. DfD*.
Maintenant nous d6finissons une fonction p() pour les lments

de D* par l’induction transfinie.
D’abord, nous posons pour les lments nao (n=0, 1, 2, ...) de D7

Nous avons alors pour les 616ments de
(,,) 0 (), p(0)=0 et p(ao)= 1.
(/) x y entraine p(z) p(y).
(r) (+y)--()+().
Puis, e, supposant que () est d6finie d6j pour 616merits de

D, (’ <e), nous consid6rons les 616ments de D. Quand est un
nombre limit, nou avons

et donc/(x) est d6finie pour les 616ments de D.
Quand nous avons =’+1, tout 616ment de D est de form

=b+na, be D,.
Maintenant, en prenant deux 616ments c et d de D tel qu’on air

d < m.,+c

pour quelque nombre naturel m, nous construirons

1,(c. d; .O {p(d) ,(c)}

Alors, nous entendrons par /(x) la borne sup6rieure de ces hombres
quand c,d et m varient. Quand, pour un nombre positif r, nous
choisissons c, d et m de mani6r/ que I/(x}-Z(c, d; m) < ,. nous avons
d’aprs x,=b+na,

> --{/(d) -/(c) m/(b)}](na,

et donc ,a(naz,) -- z(x)-/(b), ce qui entraine t(na,)+(b) >
En autre part, quand, pour un nombre positif e, nous prenons c, d et
m de maniere que

a < mna,+c et
nous avons

et donc
d+mb <___ mx+c

1

> +p(na,)+I(b),
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d’o /()/(nae)+p(b). Par suite, nous avons d’aprs la prcOiente

t(x) /a(nae)-I- p(b)

Puis, quand, pour un hombre 0ositif e, nous choisissons c, d et m
de manirb que

d maeWc et p(a)-/(c, d; m) I’< ,
nous avons

1(na,) >= 7{()-n(c)} >= (-+(a,)),

d’ofi t(na,)>" nz(a,). De mme, quand nous avons pour un nombre
positif

d mnae-{-c et p(nae)-p(c, d; m) <: e,

nous avons aussi

/(a,) > 1=-g{(d)-/(c)} _>_ -+t(e)}

et done np(a,)>" p(na). Par consequent, nous avons la(na,)=nla(a,),
ce qui donne

t(x) p(b)Tnp(ae)

D’aprs cette rsultat, nous pouvons voir sans peine que p(x) remplit
les conditions (a)-(7) pour les lments de I) et done, il existe une
fonction p(x) qui remplit ls mme conditions pour les lments de D*.
Maintenant, nous posons pour un lment A de L

(A)=/(a); off a=dim(A).

Alors, nous pouvons voir que
(a) 0 < 8(A)

_
1, 8(0)= 0 et 8(I)= 1,

(b) A B entraine $(A) _<_ 8(B),
(c) A B entraine 8(A)=8(B),
(d) lorsqu’il existe A B et qu’on a A _L B, on a

,(A ,o B)=8(A)+o’(B)

et done, 8(A) est une dimension numrique d’lments de L.
11. Puis, nous supposons que L est du type infini. Alors,

de mme que le cas prcOlent, il existe une fonction p(x) pour les
lments de L qui remplit les conditions ({0, (r) et

(a’) 0 /(x)

_
o, p(o)=0 et p(a0)= o,

() Lorsque nous avons p(a)= , nous pouvons choisir pour un
hombre positif M deux 616ments b, c et un hombre narel n tels
qu’on ait

na+ b > c p(b), p(o) < oo et p(c, b, n) M.

Done, quand nous posons d(A)=/(a) o a=[dim (A)], remplit les
eonditions (b)-(d) et
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(a’) 0 (A) o, (0)=0 et (I)=
d’of (A) est une dimension numrique d’lments de L.

12. Enfin, nous considrons le cas oh L est du type purement
infini. Dans cas, pour chaque lment a de D*, il existe un nombre
naturel n tel qu’on ait (n+l)a < ha. Donc, p(x) qui remplit les con-
ditions (a’), () et 0"), et de mme 8(A) qui remplit les conditions (a’),
(b)-(d) ne peut prendre que 0 et o sa value, d’oh dans ce cas il n’y
a aucune dimension numrique au sens propre. Un systeme L demi-
ordonn( du type purement infini ne jouit pas les proprits telles que
ceux de type fini ou infini jouissent Or, les dimensions au sens de
M.F. Hausdorff, de P. Urysohn et M. K. Menger, etc. appartiennent au
ce cas comme nous verrions plus loin et nous pouvons trouver diverses
proprits intressantes ne appartenant qu’a ceux du type purement
infini. Par exemple, comme une gnralisation du thorme de l’ad-
ditivit4 sur la dimension au sens de P Urysohn et M.K. Menger,
nous avons le suivant, c’est--dire, lorsqu’il existe A A. A
et que nous avons dim (A,)-a (k=l, 2, ...,m), 2a=a et A, A A
sent indpendants les uns les autres3, nous avons

dim (A A , A,,)=a.

13. Dans les prcb:lents, nous avons voir qu’il existe une dimen-
sion numrique pour un systme L demi-ordonn, du type fini ou infini,
mais elle n’est pas en gn(ral dtermine uniquement. En :effet, nous
verrions tels exemples dans 16, 1’, et 18. Nous avons ici le pro-
blame de la dtermination de la forme gnrale des dimensions num-
riques et celui de l’unicit( de la dimension numrique, mais nous les
discuterons dans autres occasions2).

14. Voici quelques exemples des systmes demi--ordonnes qui
remplissent les postulats LI-II, 0I-III et CI-IV.

Etant donn un ensemble M d’lments quelconques, nous dsignons
pa.r Lle systme de tous les sous-ensembles de M. Pour deux lments
A et B de M, si nous avons A __B, nous dirons que A B. Puis,
lorsque nous avons A B=O, nous posons A _l_ B, et lorsqu’il existe
une correspondance biunivoque entre les (lments de A et ceux de B,
nous posons A__B. IL remplit alors nos postulats et le type de
dimension d’un lment A de IL est le nombre cardinal de A. Donc,
L est du type fini ou bien infini suivant M est de fini ou non. De
plus, si M est de infini et si nous prenons , .1. et comme le
precedent, le systbme de tous les sous-ensembles infinis de M et de
l’ensemble vide est du type purement infini.

15. Etant donn un espace topologique R, nous dsignons par L

1) Dans le cas du type infini, nous avons toujours 8(1)=oo et donc la dimension
numrique au cas du type infini est distinguee necssairement de celle au cas du
type fmi.

2) Voir tnes notes" "Sur la rducibilit d’une algbre," et "Sur la dimension
numrique et son unicit" qui paraitront dans ce journal.

3) Quand nous avons (Ant ’ An2 - ’ Anv) .L (A,nl v A,n.., A,nq) pour

deux ensembles disjoints (h,*h ) et (m,h ,nq) tels qu’on air *tk, mk =< n, nous
dirons que Al, A2 An sont indpendants les uns les autres.
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le systhme de tous les sous-ensembles de R. Pour deux lments A
et B de L, si nous avons AB, nous dirons que AB, et puis
lorsqu’il existe deux ensembles ouverts Dr et P" tels qu’on ait ] A,
IzB et UV=0, nous dirons que A-LB. Enfin, si A et B sont
homomorphiques, nous posons A’B.

L est alors remplit nos postulats et il est du type fini ou bien
infini. Le type de dimension d’lments de L est celui au sens de
M.M. Frchet.

En particulier, quand R est la somme d’ensembles disjoints R
(k--1,2, ...), o5 Rk est une courbe simplement fermi, (A) est le
nombre de courbes simplement ferms contenues dans A.

16. Soient G un groupe tolologique et L est le systme de tous
les sous-ensembles mesurables (B). Nous entendrons :> et _L comme
le cas de 14. Quand, pour deux lments A et B de L, ils sont con-
gruence (en gauche) en dcomposition finie), c’est-t-dire, il existe les
lments A, B (/=1, 2, ...) et les lments a (b=l, 2, ..., n) de G

tels qu’on air A ] A, B , B, AcA B(B 0 pour j
k-O k-O

et B=aA, nous dirons que A B, Alors, Lest remplit nos postulats
et quand il exste une mesure invariante en gauche, L est du type
fini ou bien infini.

En gnral, tant donn un espace topologique R et un groupe G
de transformations topologiques de R, nous pouvons donner un systhme
demi-ordonn de mme que le cas de groupe topologique. Dans ce cas,
la dimension numriclue n’est pas en gnral d.termine uniquement,
si elle existe.

17. Etant donn un anneau " des oprateurs au sens de MM.
J. v. Neumann et F.J. Murray, nous considrons le systhme de tous
les sous-espaces linaires et ferms de l’espace hilbertien ) tels
qu’on air :/’. Pour deux lments [R et de L, quand nous
avons 9, mous posons 9, et quand et 91 sont orthogonaux,
nous posons _1_ 9l. Puis, quand I existe une transformation partielle-
ment isomtrique P de /.{ telle qu’on ait =P, nous dirons que. Alors, L remplit nos postulats et il est des types de fini;
infini et purement infini. De plus, la dimension numrique d’lments
de L n’est pas en gnral dtermine uniquement.

18. Soit L un gomtrie continue de M. J. v. Neumanm Pour
deux lments A et B de L, si l’on a AB, on dit que AB, et
si l’on a A B=0, on dit que A _1_ B. Puis, la relation A__B est
dfini4 par la perspectivit entre A et B. Alors, L remplit nos
postulats et il est du type fini.

19. Etant donn un espace topologique R, nous considrons le
systhme L de tous les sous-ensembles de R. Pour deux lments A
et B de _, si nous avons AB, nous posons AB, et quand ils
sont sparable (F,), c’est--dire, il existe deux ensembles F," U et V

1) S. Banach et A. Tarski, Sur la dcomposition des ensembles en parties respective-
ment congruentes. Fund. Math., t. 11 (1924).

2} J.v. Neurnann et. F.J. Murray, loc. cit. p. 141.
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tels qu’on ait U A, VB et U, V=O, nous dirons que A _1_ B.
Puis, quand ils sont de mme dimensionelles au sens de P. Urysohn
et M.K. Menger, nous posons A.__B. Alors, L remplit nos postulats
et il est du type purement infini. De plus, Le type de dimension
d’lments de L est celle au sens de P. Urysohn et M.K. Menger.

20. Etant donn un espace mtrique R, nous prenons le systme
L de tous les sous-ensembles de R. Pour deux lments A et B de
L, si l’on a A B, on dit que A B, et s’ils sont sparable (B), on
dit que A _1_ B. Enfin, quand A et B sont de mme dimensionelles
au sens de M.F. Hausdorffi, on dit que A--’B. Alors, Lest remplit
nos postulats et, il est du type purement infini. Le type de dimension
d’lments de Lest celle au sens de M.F. Hausdorff.

21. Le systme . consist de tous les sous-ensembles linaires et
mesurable (B) de la classe a au sens de M.N. Lusin. Dans L, nous
entendrons et _1_ comme le cas de 14, et quand A et B de L sont
congruences en dcomposition ifinie, c’est--dire, quand il existe parmi
]l_ les lments Ak, B, (k= 1, 2, ...) tels qu’on ait As A=B ,’ Bj--0

pour i j, A= A,, et B=_ B,, et que Ak .et Bk soient homomor-
n-I k-I

phiques, nous dirons que A---B. Alors, Lest remplit nos postulats
et il est du type infini. De plus, (A) est oo quand A est d’infini,
et n quand A consist prcisment n points2.

1) F. Hausdorff, loc. cit
2) M. KondS, Sur la structure des ensembles, ce journal, t. 18 (1942).


