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92. Einige Anwendungen der Verzerrungssiitze
auf HydrodynamiC.

Von Ysaku KOMATU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitt zu Tokyo.

(Comm. by KAKEY., M.L.., Oct 12, 1943.)

1. Wir betrachten zunhst einen als unendlich lang vorausge-
setzten Zylinder, welcher senkrecht zu seiner Achse geradlinig mit der
konstanten Geschwindigkeit U durch eine ideale inkompressible Flissig-
keit bewegt wirch Da es sich nun um ein ebenes (zweidimensionales)
Problem handelt und die Strmung in Bezug auf das als starr mit
dem Zylinder verbunden angesehene Koordinatensystem station und
wirbelfrei vorausgesetzt werden soll, k6nnen die Methoden der kon-
formen Abbildung durch analytische Funktionen einer komplexen Ver-
finderliche herangezogen werden Wir betrachten nun das Strmungs-
bild in einer zur Zyltnderachse senkrechten Ebene, die wir zur z
z-I-iy-Ebene w/hlen, und nehmen an, da die ebene Strmung relativ
zur diesen stattfindet, die im Unendlichen in eine Parallelstrmung mit
der konstanten Geschwindigkeit ibergeht Das Zylinderprofil in der
z-Ebene sei ein yon einer einfach geschlossenen Randkurve C begrenzter
Bereich G, dessen Durchmesser und Flficheninhalt wir mit bzw. A
bezeichnen sollen. Fir die Geschwindigkeitskomponenten u(z,y) und
(, /) solcher StrSmung gelten bekanntlich wegen der Annahme yon

Inkompressibilitt und Wirbelfreiheit die beiden Gleichungen, d.h. Kon-
tinuitts- und Wirbelfreiheitsbedingungen-

0--U-u + 0-Y---0 und Ou 0 =0

Dher exiieren hierbei eine tronunktion (z, y) und ein Gesehwindi-
keitspotentil (z, y) derrt, d ugleieh die Gleiehunen

u-0-0 und =-0----0
Oy o oz Oy

edillt werden. Diese ste||en gerade die Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleiehungen fiir die Analytizitt derjenigen Funktion

=f(z) (, )+i(, )
dar, die das komp]exe Geschwindigkeitspotential (die komplexe Strom-
funktion) bedeutet. Die Gr/Be und Neigung der Strmung im Punkte
zf,+iy seien q(, y) bzw. -Z(z,y), d.h. es sei

d
dz

q(, y)ffi dw-- ;/u’+e z(z, y) =arg dVd__ -arctg --
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Die Anblaserichtung schliefle mit der positiv reellen Achse den Winkei

(dw)-a in, d.h. die Anblasegeschwindigkeit sei

Das komplexe Geschwindigkeitspotential fiir einen Kreis in der
-Ebene um den Koordinatenursprung als Mittelpunkt mit dem Halb-
messer a lifit sich bekanntlich durch die Funktion

angeben. Sie gibt aber noch nicht die allgemeinste StrSmung um den
Kreis. Diese wird vielmehr erhalten, wenn m-an zu ihr noch eine
ZirkulationsstrSmung hinzufiigt

hierbei darf die konstante Zirkulation J beliebige reelle Werte an-
nehmen. Die komplexe Geschwindigkeit lautet hier also

aZe-)+ Ju( -d
Dementsprechend kSnnen und werden wir im folgenden eine allgemeinere
StrSnmng um das Zylinderprofil betrachten, die eine Zirkulations-
strSmung hinzugeffigt wird.

2. Bezeichnet man nun mit a den transfiniten Durchmesser des
besehrinkten abgeschlossenen Bereichs G+C, so li6t sich das ure
yon C auf das Kreisiuflere Il:> a so abbilden, da6 die Abbildungs-
funktion in der Umgebung yon z= o die Gestalt

’=(z)=z+co+’, c,,

besitzt. Wihlt man noch insbesondere den konformen Schwerpunkt
-co des Zylinderprofils als Koordinatenursprung der z-Ebeng, dann hat
die Abbildungsfunktion ferner die Form

(1) C()=z+-, _c_- Z

Das komplexe Geschwindfgkeitspotential ffir das Auere yon C wird
dann in diem Falle dutch die kion

-") J(2) w--f(z)----o((z))---- U e"(z)-t- (z)- -t-- lg
a

geliefert, wobei J auch fiir das Zylinderprofil wieder die Zirkulation
bedeutet. Daher folgt so daraus

q____ldw _a’e-’’)+1
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Z --: arg -d- arg If e" . -I- -2/ arg
d

worin selbstverst/indlich die Funktion

z() /

_
die Umkehrfunktion yon (1) bedeutet. Insbesondere ist also

7" d- 0

Nun wollen wir Absch/itzungen
(I ;-a I< ) herleiten.
die Ungleichungen

und

fir die GrSfle q und
Zunfichst erh/lt man for I(I a ohne weiteres

It- larg -l- aresin* +

wobei einfacherweise gesetzt wirdD

arc sin
for It> .

Fir die Familie der sehlichten Funktionen {z()} in [C[> a mit der
Normierung z(o) co und z’(oa) 1 gilt nun. im allgemeinen ein
GrStzsch-Grunskyscher Vet ,errungssatz), welcher lautet

d i_<_ l----Il"g d, -1- --- (1

und woraus sich insbesondere die beiden folgenden Ungleichungen
ergeben

1([2- dz [t" dz< <
la_a.

und arg <lg
dZ

Mit Hilfe dieser lJngleichungen erh/ilt man also die Absch/itzungen8

1) Im Falle J--:-;0 kann lauter arcsin 1([2- setzen" denn dabei ist stet a <l( 1-
2) Vgl. H. GrStzh, Ober die Verzerrung bei schlichter konformer Abbildung

mehrfach zusammenhfingender schlichter Bereiche. III Leipziger Berichte 83 (1931),
28-297; H. Grunsky, Neue Abschitzungen zur konformen Abbildung ein- und mehr-
fach zusammenhgender Bereiche, Schriften math. Sere. u. Inst. f. angew. Matl IJniv.
Berlin 1 (1932--3), 95-140.

3) Die erste Abscltzungen yon ihnen fiir den Fall J:-0 wurde schon Ph. Mises
und K. LSwner ir denselben Zweck benutzt; Vgl. ihre Arbeit: Eine Anwendung des
Koebehen Verzerrungssatzes auf ein Problem der Hydrodynamik, Math. Zeitschr. 3
(1919, 78-86.
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+ aresin* (l-r q

Setzt man hierbei weiter

(3) J 4raUk

so lassen sie sich auch folgenderman schreiben"

U(I-21 kl a

3. Da diese Grenzen smtlich, abgesehen yon Ik I, nur vom Ve
a und sogar monoton abh/ingen, so liegt es nahe, zuerst eihltnis -Absch/tzung fiir i--i

zu suchen. Zwischen dem Radius a des Bild-

kreises und dem Durchmesser yon G besteht aber zunfichst eine
Ungleichung nach Landau und Toeplitz, die lautet

(4) 2a ,
und fern’er nach Lfwner) ist der Abstand des Bildpunktes () des
Punktes yon der Kurve C bei jeder Abbildung betraehteter Art stet
hfchstens gleich I ], d.h. wenn man mit I den Abstand zwischen dem
Punkte z=z() und der Kurve C bezeichnet, so gilt

l l t.
Man erhilt deshalb eine Abschitzung fiir -, n@imlich

und hlieBlich ge hegd Abschtzung

4) E. Landau u. O. Toeplitz, tber die grSllte Schwankung einer analytischen
Funktion in einem Kreise, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 11 (1906), 302-307.

5) K. LSwner, Ober Extremumsatz bei der konformen Abbildung des Jufleren des
Einheitskreises, Math. Zeitchr. 3 (1919), 65-77.
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4 4 U= ---4-

Durchmesser von Cworin der Ki#,rze halber 2-
Abstand zw. z und C

wird.
Wenn man start des Ansatzes (3) aufs neue

J=2Uh

( 2) gesetzt

setzt, so bleiben noch die gefundenen Absch/itzungen iiberhaupt gelten,
wie man sofort best/itigen werden kann, falls darin k durch h ersetzt
wird. Da mit 2a auch die Ungleichung 4a behtehte), so folgt

4raUi--=

Daraus schlieft man, daft, falls hl > 1 ist, es einen Staupunkt innerhalb
der StrSmung gibt, der zugleich Doppelpunkt einer Stromlinie ist, und

daf, falls [hi< _1___ ist, es zwei Staupunkte auf dem Profil gibt7).
2

Beim speziellen Falle J=O sollen hier die Grenzn in (5)fiir einige
Werte von tabellarisch dargestellt werden

1/2
1/5
1/10
120

4

0,8789
0,9801
0,99500
0,99878
0,99980

4+ 12
4--12

1,1334
1,0203
1,00502
1,00126

1,00021

lg 442 +arcsin
4

7 16 51
1 08 56"

17 12
4 19"

4. Die Dichte der betreffenden Fltissigkeit sei und die iibrigen
Bezeichnungen bleiben ebenfalls dieselben wie friiher. Um nun die
resultierende komplexe Kraft P-iQ, die auf den KSrper ausgeiibt
wird, und ihr Moment M in bezug auf den Koordinatenursprung zu
berechnen, kann man die Blasiusschen Formeln benutzen, die bekannt-
lich lautens)"

P-iQ 1.
=-2-f Jr dz . ’

6) VgL L. Bieberbach, 0her einige Extremalprobleme im Gebiete der konformen
Abbildung, Math. Anvlen 77 (1916), 153-172.

7) Vgl. z.B. Ph. Frank und R.v. Mises, Die Differential-und Integralgleichungen
der Mechanik und Physik, 2. Bd., 2. Aufl., Braunschweig, (1935), S. 405-407.

8) Vgl. etwa loc. cit. 7), S. 410-411; H. Lamb, Hydtlynamies. 6. ed., Cambridge,
(1932), p. 9i-92.
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Im bier betrachteten Falle ist die Funktion dw natiirlich iiberall
dz

aurhalb C eindeutig und regulir analytisch, und also lassen h der
Integrationsweg/" als eine beliebige, den Bereich G umgebende, e nfach
geschlossene Kurve nehmen. Setzt man (1)in (2) ein und dann dif-
ferenziert man, so ergibt sich

d__w Ue,,_l J 1 U(ce"+a’e-) 1
dz 2,d z --+’""

Also erhilt man dutch Berechnung der Residuen, unter Berficksichtigung
von 1- 7"1,

P-iQ ip2 UJ-em ip

M= -,92w/( --J---42

2=U’-(ce") s=U"(r’)
Um nun die GrSe (re) abzuschitzen, bemerke man zuerst, da das
Fliicheninhalt A(r)desjenigen Bereichs, welcher dutch die Bildkurve
yon Il--r ( a) bei der oben genannten Abbildung zffiz() begrenzt
wird, stets grSer als A betrigt"

A(r) > A (r > a).

Das Flheninhalt A(r) last sich aber wie iiblich duroh die Entwick-
lungskoefliziente der Abbildungsfunktion

explizit darstellens), nimlich

Derngemil olt irmbesondere die-Ungleichung

Da sie fir jedes ( a) gilt, erllt man daraus welter

a"- ---.- > A, also

und daher ergibt sich

MI=2,,’- 13(r,’) <= 2,’V’aa"-_4_

9) Vgl. dazu z. B. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, 2. Bd., 2. Aufl.,
Leipzig u. Berlin, (1931), ,% 73.
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Wenn man hier wieder die Ungleichung (4) benutzt, so gdangt man
svhliefllieh zur Abschtung

A
4 :

voraus man insbesondere erkennt, da unabhngig von A stets die
Ungleichung

1MI
gilt.

Fiir die Familie derjenigen schlichten Funktionen {w(z)} mit
der Normierung im unendlich fernen Punkte w(o)= o, w’(oo)= 1

releher einen egebenen, den Punkg -- entllnden, beliebi vielfh
zusammenhingenden Bereich B mit der Begrenzung C auf einen so-
genannten Parallelschlitzbereich, d.h. auf einen lfings der zur reellen
Achse parallelen Strecken (evt. Punkte) aufgeschlitzten Bereich, ab-
bildet, ist die Absch/itzung der GrSfle 9tb yon wichtiger Bedeutung.
De Possel bemerkte schon die Ungleichung

b,>=0

und benutzte sie als fundamentale Tatsache fiir seine Theorie der
Sohlitzabbildungen. Neuerdings hat Prof. Tsujim sie in die Ungleichung

(6) b > A
2r

versch/irft, worin A das Flficheninhalt (das zweidimensionale Mag) der
zu B komplement/en Menge G/C bedeutet.

Beschr/inken wir uns jetzt auf den Fall, woes sich um den e/n-
fach zusammenhiingenden Bereich B handelt, so kann eine noch scere
Absch/itzung einfach mittels der oben benutzten Methode hergeleitet
werden. Wenn man friihere Bezeichnungen weiter benutzen bleibt,
betr/igt die IAnge des Schlitzes in der w-Ebene gerade 4a, da der
transfinite Durchmesser von G+C gleich a ist. Der Bildparallel-
schlitzbereich in der w-Ebene 1/it sich also welter durch eine Funktion
von tier Form

aw=+a+

auf das Kreisure [1 > a abbilden. Setzt-man diese beiden Ab-
bildungen zusammen, so entsteht und bildet die Funktion

10) R. de Possel, Zum Parallelschlitztheorem unendlich vielfach zusammenh/ingender
Gebiete, GSttinger Nachrichten (1931), 192-202.

II) M. Tsuji, Theory of conformal mapping of multiply cormeeted domain, Japanese
Journ. of Math. 18 (1943), 759-775.
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a’--blz=w--bo-. +’.- =+-bo+ +---w

das KreisuBere ][> a schlicht auf B ab, und also erkennt man nach
dem oben benutzten Verfahren des F1/ichensatzes, da$ die Ungleichung

,a,- ,: a’- b, .>A

gilt. Dies kann auch in die Form

A
2a’ 2

umgeschrieben werden. Die Ungleichung (6) ist also in unsrem Falle
zwar eine unmittelbare Folgerung aus dieser, abet sogar zieht diese
nach sich

9tb,- (9bf > A

Hierbei kann man die GrfiSe a beispielsweise mittels (4) durch
2

ersetzten und sodann rht man sch//efl//ch d/ Absctzung.

Nach der Herleitungsweise sieht man sofort, dab die Gleichheit in ihr
beiderseits dann und nut dann gilt, wenn G eine Kreisflfiche mit dem
Halbmesser a ist und also die Beziehungen

$=2a, A a"-
4

gelten. Die Abbildungsfunktion besitzt dabei die Form

w=z+bo+-- mit b,=a’.

Zum SchluB bemerke man noch, wie fast sofort bestAtigt werden
kann, dab die eben gefundene Absch/itzung ffir Rb auch fiir b, eben-
falls gelten bleibt.


