454 [Vol. 19,

52. Einige Anwendungen der Verzerrungssitze
auf Hydrodynamik.

Von Yiisaku KOMATU.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.IA., Oct. 12, 1943.)

1. Wir betrachten zunichst einen als unendlich lang vorausge-
setzten Zylinder, welcher senkrecht zu seiner Achse geradlinig mit der
konstanten Geschwindigkeit U durch eine ideale inkompressible Fliissig-
keit bewegt wird. Da es sich nun um ein ebenes (zweidimensionales)
Problem handelt und die Strémung in Bezug auf das als starr mit
dem Zylinder verbunden angesehene Koordinatensystem stationdr und
wirbelfrei vorausgesetzt werden soll, konnen die Methoden der kon-
formen Abbildung durch analytische Funktionen einer komplexen Ver-
anderlichen herangezogen werden. Wir betrachten nun das Strémungs-
bild in einer zur Zylinderachse senkrechten Ebene, die wir zur z=
2+iy-Ebene wahlen, und nehmen an, daB8 die ebene Stromung relativ
zur diesen stattfindet, die im Unendlichen in eine Parallelstromung mit
der konstanten Geschwindigkeit iibergeht. Das Zylinderprofil in der
2-Ebene sei ein von einer einfach geschlossenen Randkurve C begrenzter
Bereich G, dessen Durchmesser und Flicheninhalt wir mit ¢ bzw. A
bezeichnen sollen. Fiir die Geschwindigkeitskomponenten wu(x,y) und
v(z, ¥) solcher Stromung gelten bekanntlich wegen der Annahme von
Inkompressibilitit und Wirbelfreiheit die beiden Gleichungen, d.h. Kon-
tinuitits- und Wirbelfreiheitsbedingungen :

ox oy oy ox

Dabher existieren hierbei eine Stromfunktion ¢(z,y) und ein Geschwindig-
keitspotential ¢(z,y) derart, daB zugleich die Gleichungen

oy ox ox 0Oy

erfilllt werden. Diese stellen gerade die Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen fiir die Analytizitit derjenigen Funktion

w=f(2)=p(z, y)+i¢z, y)

dar, die das komplexe Geschwindigkeitspotential (die komplexe Strom-
funktion) bedeutet. Die GroBe und Neigung der Strémung im Punkte
z=2+1y seien gz, y) bzw. —X(x,y), d. h. es sei

dw

——=u—iv=ge”*;
dz qe”;

=|8w|_ oz —arg W _ _ v
a(x, y) ldzl Virtd, A,y arg - = —arctg
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Die Anblaserichtung schlieBe mit der positiv reellen Achse den Winket
—a ein, d.h. die Anblasegeschwindigkeit sei (%*!) = Ue™.
2 /e
Das komplexe Geschwindigkeitspotential fiir einen Kreis in der

{-Ebene um den Koordinatenursprung als Mittelpunkt mit dem Halb-
messer a lidBt sich bekanntlich durch die Funktion

w@)=U (e"‘C + _a,zeT“‘:)

angeben. Sie gibt aber noch nicht die allgemeinste Stromung um den
Kreis. Diese wird vielmehr erhalten, wenn man zu ihr noch eine
Zirkulationsstromung hinzufiigt :

= it _al—__.ze_‘“ .._'L... _g_ ]
@)= (e + : )+ Lt

hierbei darf die konstante Zirkulation J beliebige reelle Werte an-
nehmen. Die komplexe Geschwindigkeit lautet hier also

Dementsprechend kénnen und werden wir im folgenden eine allgemeinere
Stromung um das Zylinderprofil betrachten, die eine Zirkulations-
stromung hinzugefiigt wird.

2. Bezeichnet man nun mit a den transfiniten Durchmesser des
beschrinkten abgeschlossenen Bereichs G+C, so 148t sich das AuBere
ven C auf das KreisduBere |£|>a so abbilden, daB8 die Abbildungs-
funktion in der Umgebung von z=c die Gestalt

=C()= 53 Cn.
(=t@=zto+3 =

besitzt. Wahlt man noch insbesondere den konformen Schwerpunkt
—¢ des Zylinderprofils als Koordinatenursprung der z-Ebene, dann hat
die Abbildungsfunktion ferner die Form

W) t@)=2+3 % .
n=12

Das komplexe Geschwindigkeitspotential fir das AuBere von C wird
dann in diesem Falle durch die Funktion

=f(z)= =T i a’e™™ C(z)
@  w=rE=u(t@)=U(s<e+ ) e
geliefert, wobei J auch fiir das Zylinderprofil wieder die Zirkulation
bedeutet. Daher folgt so daraus

q-—_-(%;q:}u(e-a_q?g;“) o |

und
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dw _ w_ e\ J \_ 0 92
Y=arg s —-arg(U e c )+ ZmIC) arg i@’
worin selbstverstindlich die Funktion

—pasTa
z(C)-—C+§iC‘

die Umkehrfunktion von (1) bedeutet. Insbesondere ist also
n+ea=0.

Nun wollen wir Abschitzungen fiur die GroBe ¢ und X—a
(|1Z—«| < n) herleiten. Zunichst erhilt man fiir |£|> a ohne weiteres
die Ungleichungen

u(1- ICI) zlil.l <U(1+|<|=)+2Lﬁ|

L 1

o ||
|2 2=U| ¢

und
lZ—aI<|arg --'+arcsm(

wobei einfacherweise gesetzt wird”
arcsin £ fur |2|<1,
T far |2{>1.

Firr die Familie der schlichten Funktionen {z(¢)} in |{|>a mit der
Normierung 2z(~)=co und 2()=1 gilt nun im allgemeinen ein
Grotzsch-Grunskyscher Ver serrungssatz?, welcher lautet

arcsin*Q2= {

]lg I_lglc‘lfr i¢1>a),

und woraus sich insbesondere die beiden folgenden Ungleichungen
ergeben :

|C|2'_a« ‘ |
e =lae _IC’I”—a

Mit Hilfe dieser Ungleichungen erhilt man also die Abschitzungen®

2
1) Im Falle J~0 kann lauter arcsin I(:P' setzen ; denn dabei ist stet @ < |¢|.

2) Vgl H. Grotzsch, Uber die Verzerrung bei schlichter konformer Abbildung
mehrfach zusammenhiingender schlichter Bereiche. III, Leipziger Berichte 83 (1931),
283-297; H. Grunsky, Neue Abschiitzungen zur konformen Abbildung ein- und mebr-
fach zusammenhingender Bereiche, Schriften math. Sem. u. Inst. f. angew. Math. Univ.
Berlin 1 (1932-3), 95-140.

3) Die erste Abschitzungen von ihnen fir den Fall J:-0 wurde schon Ph. Mises
und K. Lowner fir denselben Zweck benutzt; Vgl. ihre Arbeit: Eine Anwendung des
Koebeschen Verzerrungssatzes auf ein Problem der Hydrodynamik, Math, Zeitschr. 3
(1919, 78 -86.
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(v(-1e)abfer, O 1ep) =
(U(1+m,)+ 7] ) _lef

2z|¢|/ ¢ P—a
2
1—al <1 P & I
| al—gICl +arcsm (|Cl2+27rU|Cl)
Setzt man hierbei weiter
3) J=4ra Uk,

so lassen sie sich auch folgendermaBen schreiben :

o2l —1gp) O —ep) <6

<v a 1eF
=<( T
1| <1 ke + +2|k

x1S gl aresin®( 2, 42111 2)

8. Da diese Grenzen simtlich, abgesehen von | k|, nur vom Ve

héltnis T‘Z'_l und sogar monoton abhéngen, so liegt es nahe, zuerst eir 2

Abschitzung fir ]%] zu suchen. Zwischen dem Radius a des Bild-
kreises und dem Durchmesser § von G besteht aber zunichst eine
Ungleichung nach Landau und Toeplitz®, die lautet

(4) 20<4,

und fernmer nach Lowner® ist der Abstand des Bildpunktes 2() des
Punktes ¢ von der Kurve C bei jeder Abbildung betrachteter Art stets,
hochstens gleich |£], d.h. wenn man mit ! den Abstand zwischen dem
Punkte z=2({) und der Kurve C bezeichnet, so gilt

[c1=1.

Man erhilt deshalb eine Abschitzung fir TC| , ndmlich
L
¢] = 2

und schlieBlich ergeben sich deswegen die Abschitzungen

4) E. Landau u. O. Toeplitz, Uber die groSte Schwankung einer analytischen
Funktion in einem Kreise, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 11 (1906), 302-307.

5) K. Lowner, Uber Extremumsatz bei der konformen Abbildung des AuBeren des
Einheitskreises, Math. Zeitschr. 3 (1919), 65-77.
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) (k=)0 5= = (ki )t

lx'-ai—\—l‘g_—‘l—":-"l-arcsin* (lk|1+l? ) ’
sl v

. . b Durchmesser von C
wortn der Kiirze halber A=--= =200 TR X <2 tot
- d " . ! Abstand zw. z und C (<2) gesetz
wird.

Wenn man statt des Ansatzes (3) aufs neue
J=2n6Uh

setzt, so bleiben noch die gefundenen Abschitzungen iiberhaupt gelten,
wie man sofort bestitigen werden kann, falls darin %k durch h ersetzt
wird. Da mit 2¢a < auch die Ungleichung & < 4a beSteht®, so folgt

J
2|h| = > |hi.
|kl = 47ran_‘| |

Daraus schlieBt man, daB, falls |h|>1 ist, es einen Staupunkt innerhalb
der Stromung gibt, der zugleich Doppelpunkt einer Stromlinie ist, und

daB, falls | & | <%‘ ist, es zwei Staupunkte auf dem Profil gibt”.

Beim speziellen Falle J=0 sollen hier die Grenzen in (5) fiir einige
Werte von 1 tabellarisch dargestellt werden :

2\2 2 2
2 (1—1) :tiz Ig 4_:2 +aresin -i—
12 0,8789 1,1334 7 16/ 51”7
1/5 0,9801 1,0203 1° 08 56
1/10 0,99500 1,00502 17 127
1/20 0,99878 1,00126 4 197
1/50 0,99980 1,00021 427

4. Die Dichte der betreffenden Fliissigkeit sei p und die iibrigen
Bezeichnungen bleiben ebenfalls dieselben wie frither. Um nun die
resultierende komplexe Kraft P—iQ, die auf den Korper ausgeiibt
wird, und ihr Moment M in bezug auf den Koordinatenursprung zu
berechnen, kann man die Blasiusschen Formeln benutzen, die bekannt-
lich lauten® :

P iQ=—éAip jr(%zﬂ)zdz . M=— —;—p‘:ﬁ jrz( ‘j;’ Yz

6) Vgl L. Bieberbach, Uber einige Extremalprobleme im Gebiete der konformen
Abbildung, Math. Annalen 77 (1916), 163-172.

7) Vgl z.B. Ph. Frank und R.v. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen
der Mechanik und Physik, 2. Bd., 2. Aufl., Braunschweig, (1935), S. 405-407.

8) Vgl etwa loc. cit. 7), S. 410-411; H. Lamb, Hydrodynamics, 6. ed., Cambridge,
(1932), p. 91-92,
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Im hier betrachteten Falle ist die Funktion %:i natiirlich iiberall

auBerhalb C eindeutig und reguldr analytisch, und also lassen h der
Integrationsweg I' als eine beliebige, den Bereich G umgebende, e nfach
geschlossene Kurve nehmen. Setzt man (1) in (2) ein und dann dif-
ferenziert man, so ergibt sich

dw wy J 1 izt -2 —iay 1
= = —_ _.—U 3a a) =
Ue +2'z (cre**+a’ ) -+

Also erhilt man durch Berechnung der Residuen, unter Beriicksi¢htigung
von ¢,=—7,

P—iQ= zp2mfﬂ€— =ipUlJe™,

M= —-mezm:( _L —2U’(c,e"“+a2))=2npU'$R(icle"“)
2 4
= —2npU2 J(c:e*) =2rp U I (r1e™) .

Um nun die GroBe i(rie®®) abzuschitzen, bemerke man zuerst, da8 das
Flidcheninhalt A(r) desjenigen Bereichs, welcher durch die Bildkurve
von |¢|=7 (> a) bei der oben genannten Abbildung z=2z() begrenzt
wird, stets groBer als A betragt :

Ar)> A (r>a).

Das Flicheninhalt A(r) 148t sich aber wie iiblich durch die Entwick-
lungskoeffizienten der Abbildungsfunktion

=4S I
2(0)=¢ +§1 ~
explizit darstellen®, nimlich
st N 1Al
Alr)=nr* 71'”2_1————7& .
DemgemiB folgt insbesondere die Ungleichung
ﬂ*—u.'fl' >Am>A.

Da sie fiir jedes r ( a) gilt, erhdlt man daraus weiter

na—-nlnl >4, also a,/a—— 211z,

und daher ergibt sich
| M|=27pU?| J(r:¢*") | < 220U’ A/ —-_:%_

9) Vgl dazu z. B. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, 2. Bd., 2. Aufl,,
Leipzig u. Berlin, (1931), S. 73.
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Wenn man hier wieder die Ungleichung (4) benutzt, so gelangt man
schlieflich zur Abschdtzung

F A
| M <oty -4

woraus man insbesondere erkennt, da8 unabhingig von A stets die
Ungleichung

M| < %ﬂpU’&'
gilt.
5. Fir die Familie derjenigen schlichten Funktionen {w(z)} mit
der Normierung im unendlich fernen Punkte w(c)=oco, w/(0)=1:

w(z)=z+go—:;"~ ,

welcher einen gegebenen, den Punkt z= o enthaltenden, beliebig vielfach
zusammenhingenden Bereich B mit der Begrenzung C auf einen so-
genannten Parallelschlitzbereich, d. h. auf einen lings der zur reellen
Achse parallelen Strecken (evt. Punkte) aufgeschlitzten Bereich, ab-
bildet, ist die Abschitzung der GriBe Rb; von wichtiger Bedeutung.
De Possel'® bemerkte schon die Ungleichung

R, = 0

und benutzte sie als fundamentale Tatsache fur seine Theorie der
Sohlitzabbildungen. Neuerdings hat Prof. Tsuji' sie in die Ungleichung

) Rb, >
2r
verschiarft, worin A das Fliacheninhalt (das zweidimensionale Mag8) der
zu B komplementiaren Menge G+ C bedeutet.

Beschrinken wir uns jetzt auf den Fall, wo es sich um den ein-
fach zusammenhingenden Bereich B handelt, so kann eine noch schirfere
Abschitzung einfach mittels der oben benutzten Methode hergeleitet
werden. Wenn man frithere Bezeichnungen weiter benutzen bleibt,
betrigt die Linge des Schlitzes in der w-Ebene gerade 4a, da der
transfinite Durchmesser von G+4C gleich a ist. Der Bildparallel-
schlitzbereich in der w-Ebene 148t sich also weiter durch eine Funktion
von der Form

2
w=C+a+S-
T

auf das KreisduBere |¢|> a abbilden. Setzt-man diese beiden Ab-
bildungen zusammen, so entsteht und bildet die Funktion

10) R. de Possel, Zum Parallelschlitztheorem unendlich vielfach znsammenhingender
Gebiete, Gottinger Nachrichten (1931), 192-202.

11) M. Tsuji, Theory of conformal mapping of multiply cormected domain, Japanese
Journ. of Math. 18 (1943), 769-T75.
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!_
e=w—by— A oo =Cha—byt LA e
w ¢

das KreisiuBere || > a schlicht auf B ab, und also erkennt man nach
dem oben benutzten Verfahren des Flichensatzes, da8 die Ungleichung

mg—”_li__zbl_lz z A
a

gilt. Dies kann auch in die Form

gm,,___l_ > 54

umgeschrieben werden. Die Ungleichung (6) ist also in unsrem Falle
zwar eine unmittelbare Folgerung aus dieser, aber sogar zieht diese
nach sich

_ (R0
Bo— 2ot = 2«

Hierbei kann man die GréBe @ beispielsweise mittels (4) durch L3
ersetzten und sodann erhdlt man schlieBlich die Abschitzung

A 1 < <A 1

LIETV/EE S R ¥

Nach der Herleitungsweise sieht man sofort, daB8 die Gleichheit in ihr
beiderseits dann und nur dann gilt, wenn G eine Kreisfliche mit dem
Halbmesser @ ist und also die Beziehungen

0=2a, A__.m2=_7_t£
4
gelten. Die Abbildungsfunktion besitzt dabei die Form
w=ztbt B mit b=at.

Zum SchluB bemerke man noch, wie fast sofort bestitigt werden
kann, daB die eben gefundene Abschitzung fiir Rb, auch fiir |b;| eben-
falls gelten bleibt.



