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108. Uber modulare Verbinde, welche die Untergruppen
einer endlichen abelschen Gruppe bilden. I.

Von Eizi INABA.
Mathematisches Institut der Kaiserlichen Hokkaido Universitiat, Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.I.A., Nov. 12, 1943.)

Alle Untergruppen einer Gruppe bilden beziiglich ihrer Vereinig-
ung und Durchschnittbildung einen Verband, dessen charakteristischen
Merkmale schwer zu finden sind. In der vorliegenden Note will ich
die Definition eines Verbandes ohne Anlehnung an den Gruppenbegriff
vornehmen und bestatigen, dass es mit mehreren Merkmalen des Ver-
bandes aller Untergruppen einer endlichen abelschen Gruppe versehen
ist.

Ein Element a aus einem Verband 9B heisst neutral, wenn fir
zwei Elemente x, y aus B stets die beiden Relationen

av@ny)=l@auzr)neuy), an@uy)=@nz)u@y)

bestehen. Wenn 8B Einselement e und Nullelement n besitzt, so heissen
diese unetigentlich meutral und alle anderen neutralen Elemente eigent-
lich meutral. Nimmt man zwei Elemente b, ¢ aus 8 mit b=<¢, so
bilden alle Elemente zwischen b und ¢ einen Teilverband von 8. Dieser
heisst nach Ore Quotient von LB und werde mit dem Symbol % be-
zeichnet. Wir wollen einen modularen Verband B primdr nennen,
wenn jeder Quotient von B eine Kette oder ein Verband mit keinem
eigentlichen neutralen Element ist. Der Verband der Untergruppen
einer beliebigen kommutativen p-Gruppe G ist ein Exemplar dafiir. In
der Tat sei G nicht zyklisch und H ihre beliebige echte Untergruppe.
Wenn H nicht zyklisch ist, wahle man ein beliebiges Element aus G,
das zu H nicht gehért. Wenn H zyklisch ist, sei es ferner noch der
Bedingung, {a} nicht H enthilt, unterworfen. Jedenfalls gilt dann
{a}"nH<H, {a} ~"H<{a}, und {a} " H={c"} mit »>1. Wihlt
man nun ein Element b aus H derart, dass b nicht zu {a} ~H ge-
hort, so gilt ({a} ~H)w ({ab} ~H)={a*, b}, ({a} v {ab}) nH=
{a*, b}. Also ist H nicht neutral. Ein Verband soll ferner halbprimdir
heissen, wenn es direkte Vereinigung endlich vieler primiren Verbande
ist. Jeder Quotient eines halbprimiren Verbandes ist offenbar halb-
primir, und dergleichen gilt auch fiir das duale isomorphe Bild. Der
Verband der Untergruppen einer endlichen abelschen Gruppe ist nun
stets halbprimir, da es direkte Vereinigung der Verbiande der Unter-
gruppen von ihren Sylowschen Gruppen ist.” Ein halbprimirer oder
primidrer Verband endlicher Dimension soll im folgenden mit H~ bzw.
P~ Verband bezeichnet werden. Zuerst ist zu bemerken, dass jede

1) Der halbprimire Verband endlicher Dimension ist doch nicht im Stande, den
Verband der Untergruppen einer abelschen Gruppe vollstindig zu charakterisieren.
Denn jener Verband ist nicht immer zu sich selbst dual isomorph.
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Kette und jeder komplementire modulare Verband endlicher Dimension
stets halbprimir sind. Sei namlich 28 eine proje...ive Geometrie, so sind
zwei Atomelemente & und y stets perspektiv (d. h. besitzen ein gemein-
sames Komplement). Ist x <a, y<a, und z ein gemeinsames Kom-
plement von x, v, so wird s @~a)=a, yuzna)=a, x~(z~a)
=n, y~(2~a)=n. Also sind x und y perspektiv im Quotienten —Z—
und dieser ist folglich frei von eigentlichen neutralen Elementen.

Jeder Quotient -2 heisse D-Hiille von B. Wenn eine D-Hiille %
n

von B eine Kette ist, so heisse sie eine Kette in B. Wenn sie iiber-
dies maximal, d. h. nicht in einer anderen Kette in L enthalten ist, so
heisst sie eine maximale Kette in B mit a als ihr Einselement.

Satz 1. Jedes Element aus einem H~ Verband B ist darstellbar
als Vereinigung endlich vieler Elemente aus maximalen Ketten in B.

Wir beweisen den Satz fiir das Element einer primiren Komponen-
ten von B durch Induktion beziiglich seiner Dimension. Jedes Atomele-
ment ist natirlich in einer maximalen Kette enthalten. Ist die D-

Hille % keine Kette, so existieren mindestens zwei verschiedene untere
n

Nachbar b und ¢ von a. (sonst wire -2 nicht prim:lir). Da der Satz
n

fir b und ¢ nach Induktionsannahme gilt, so gilt es auch fir a.

Jedes irreduzible Element ist also ein Element aus einer maxi-
malen Kette und umgekehrt. Ist B eine direkte Vereinigung von B,
und B,, so gilt a=(a ~e)w(ae), wo e, e; Einselemente von B,
B, sind. Jede Kette eines H~ Verbandes liegt also in einer seiner
primiaren Komponenten. In einem H~ Verband werde die Gesamtheit
derjenigen Elemente, welche als Vereinigung der irreduziblen Elemente
von Dimension hochstens » darstellbar sind, v-te Ableitung von B ge-
nannt, und werde mit B bezeichnet. Speziell sei B’ =n. Ist P&
< B, B»=1%B, so wird n die Stufe von B genannt. Das einzige Ele-
ment hochster Dimension in 8¢ sei ™.

Satz 2. B 4st ein Ideal in B.

Beweis durch Induktion nach ». Es braucht beim Fall »=1 nur
zu zeigen, dass eine Kette der Dimension 2 nicht in B enthalten ist.
eP=a; U az U ... U q; sei mit den Atomelementen a; unverkiirzbar dar-
gestellt, und b ein irreduzibles Element der Dimension 2. Ist der untere
Nachbar von b das Atomelement a,, so erhidlt man e¥=A4,uUb, 4,
b=n mit A;=a; U """ U s Ul v Dann wiirde die Dimension
von eV gleichzeitig ! und I+1 sein, was der Modularitit von 8 wider-
spricht. Wenn keines unter a; der untere Nachbar von b ist, so gibt
es unter A,,s=1,2,...] mindestens ein solches, fiir welches 4, U b=¢®,
A, ~b=n gilt, was wieder einen Widerspruch ergibt. Beim Fall »>1

geniigt es nur zu beweisen, dass eine Kette - von Dimension v+1
n

L ) ) -1 -1
nicht in B* enthalten ist. Es ist £~ ¢ ~ L ,und &€
e(y—l) e e(v—l) e(u—l)
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ist dann nach Induktionsannahme eine Kette der Dimension 2 in —e;f_—;.

Da andererseits — e d1e erste Ableitung von — - ist, so kann e

das Element z mcht enthalten w.z. b. w.

u)
Aus dem obigen Satz folgt nun, dass der Quotient — ( 5 —ein kom-

plementirer modularer Verband ist. Man ordne jedem Element a aus

) } )
B das Element a’=(a ne?) e in fi_l)
¢

wir Reprisentantensystem ven a nennen wollen, bestimmt nun das
urspriingliche Element a eindeutig. Ist nimlich a®=b®, i=1,2,...n
so wird a™=p"=q e V=bu eV und sukzessiv erhilt man die
Relation a W e P=b e aus ae?=bu e wegen (@ e P)
P=bueP)Ne?, (aueiP)UeP=(b e P)UeP. Man erhilt

somit schliesslich a=b. Bezeichnet man ferner mit r,(a,) die Dimension
(2) . . i
von a® in --g-_;)», so wird Dim (a ne®)=ri(a)+Dim(a ~ %), und
e

zu. Das System, das

folglich Dim a=$r,~(a). Setzt man ferner r:(e)=7; sp wird das Sys-

tem (ry, 7 -.-,7») Invariant von B genannt.

Ist ein Element a in der Gestalt a=a, v @z -+ U a, mit den
irreduziblen a; unabhingig dargestellt, (d. h. mit den Relationen (a;v
Qe U g1 U ) N As=7, $=1,2, ... 1), so wird das System (a,, a,,
.. a,,) eine Basis von a genannt.

Satz 3. Sei das System (ay.a,, --- a,) eine Basis des Einselements
e von B und ay, a,, -.. A, diejenigen unter den Basiskomponenten, deren
Dimensionen mnicht kleiner als v sind. a;e”™®, i=1,2,...m, wird
(v)

dann eine Basis von —e_T und al(y), az(")-"ag: eine Basis von (v—1)
e

e”
mit m,=ry,. Die Anzahl der Basiskomponenten gleicher Dimension ist
Sfolglich imvariant gegeniiber der Wahl der Basis.

()
Zuerst bestitigen wir, dass a$’, 1=1,2, ...m, in

é .
Fen unabhéngig
sind. Man bezeichne mit b; das in % enthaltene Element der Dimen-

n

sion », und setze B,=bi\ - b1\ Ubsiy U bm,.  Wire a < a,®
aoa - way), so wirde B, b, < B, e® ™. Wegen der
(v—1) (»—1) . b
—‘\—j—b—‘—ﬁ— und B, e ~_° ;o Wirde dann —=
B, n B, B,NeY n
(v—1)
isomorph zu einer D-Hiille von — % sein. Da es aber nach Satz
B’ ~ e(v—l)
(v)

. . ] . - . . . e
2 keine Kette der Dimension » in ¢“~ gibt, so sind a{*’ in -6;:17 un-

>m,, Dim e=21m., 2 Dim ——

-1 ==

Relationen

abhingig. Da hiermit Dlm

(v—-l)

e

gilt, so hat man Dim —— S

n
=7,=m,. Da ferner Dim —— (y = M =
¢

i=r



No. 9.] Uber modulare Verbinde, welche die Untergruppen. 531

(v—1)

e
SDim %Y
e(v -1

- gilt, so sind a;we* P, 1=1,2,...m, in ST
¢
unabhéngig.

Satz 4. Wenn das Einselement eines P~ Verbandes eine Basis
hat, und wenn die Dimensionen threr Kmnpfmefnenten samtlich michit
kleiner als v sind, so st jede maximale Kette in L mindestens von v-ter
Dimension.

Ist 2 <<, so sind die Dimensionen aller Komponenten a;, 1=1,2,

.s der Basis des Quotienten gleich 2. Gébe es eine maximale

(A+1
D
Kette — der Dimension 1 mit 2 <v in B, so wiirde die 1-dimensionale

. buei™ . it . .
maximale Kette - in (T—‘IT enthalten sein. Im Fall s=2 sei
¢ e

e(1+1) (A+1)

— . . e
Caoh =\ @, @ ap=e*". Die erste Ableitung von
e

e hat nun

die Dimension 2. Dann gibt es mindestens einen oberen Nachbar ¢
von b, der vom Einselement der Ableitung verschieden ist. Es gilte
nun ¢=b< d mit einem Element d aus der ersten Ableitung, was aber

einen Widerspruch ergibt. Im Fall s> 2 beweist man durch Induktion
(l+1)

nach s. Ist niamlich - o= D~-—Auas mit A=a; U e Udsg, SO ist

b nach Induktionsannahme nicht in A enthalten. Folglich gilt b~ A4
=4V ba,=e* Y. Setzt man ferner (bua,) M A=d, so wird

Dim d=1 in bezug auf ¢“ 7V, und bw a,=d w a, wegen der Relationen
(A+1)

Dim % =2, Dim A=2(s—1), Dim (b a,)=3. Ferner gibt es nach
e

Induktionsannahme eine Kette der Dimension 2 in A, die das

(1 -

Element d enthilt. Der Quotient €8s pstte nun die Basis ¢, a, und

(/l -1

die 1-dimensionale maximale Kette (? 5> Was aber nicht der Fall ist.

Satz 5. Jedes Element aus einem H- Verband hat eine Basis.

Man braucht es zu bestitigen nur fir das Einselement e einer
primaren Komponenten 8 des Verbandes. Sei a; das Einselement einer
maximalen Kette in 8 mit héchster Dimension, so gibt es eine andere

mit % unabhingige maximale Kette % Denn es gibt mindestens
n n

zwei Atomelemente in 8. Mit ay, ap, -.- @, wihle man sukzessiv a,.,

derart, dass die Kette **' mit ;U ayw - Ua, unabhéngig und von
n

hochster Dimension ist. Dass man wirklich im Fall A,=a, U a,w

@y 41

-~ a, <. ¢ eine solche maximale Kette wihlen kann, beweist

man folgendermassen.

Sei by eine maximale Kette in ¥, die in A, nicht enthalten ist,

n



532 E. INABA. [Vol. 19,

und 4, Nb, 1 =d, 1> n. 9;’;:* sei ferner eine maximale Kette hoch-

ster Dimension in A4,, die d,.; enthdlt. Dann wird e,.; > d,:;. Denn,
ware e,,1=d,;, S0 wirde Dime,,;=Dimd,,; <Dimb,,, wegen b,,; >
d,:1. Da ferner Dima, = Dimb,,; ist, so wird nach Satz 4 Dima, >
Dime,,; == Dima,. #=Dime,,, gesetzt, gibt es dann ein a, unter a,,
1=1,2,...v derart, dass Dima,>pg, Dima,;; <pg. Da Dima;>g,

1=1,2,... p ist, so gilt nach Satz 4 (q, v a; -+ Uay) Ne,.aa=n. Das
Atomelement ¢ in ‘%"‘ ist dann nicht in @, a,w -+ U a, enthalten

und folglich (@, az\ - ap) Nb,u=n mit Dimb,,, > ¢, was aber
der Relation Dim a,.+; < # widerspricht. ¢,,, sei nun der in Q‘;"-:l ent-
haltene obere Nachbar von d,,;. Dann wird —q'iﬂ%ﬁ‘ﬂ keine Kette.

g - . .
€410l pat somit ein von g verschiedenes Atomelement h und

he,=c1\ e,y ist in 4, nicht enthalten. Es ist also notwendig
hA,=n. Die das Element k enthaltende maximale Kette in B dient
also zur v+1 -ten Basiskomponenten a,.;.



