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128. Uber den Operatorenring Banachscher Riume.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut, Tokyo Bunrika Daigaku.
(Comm. by T. TAKAGI M.LA., Dec. 13, 1943)

Es sei ¥ ein Banachscher Raum (kurz B.R.), und R(X) der Ring
aller beschriankten linearen Operatoren von X¥. M. Eidelheit” hat be-
wiesen, dass aus dem Ringisomorphismus von R(%,) und R(%;) der
Isomorphismus® von %, und %, folgt; dass also die Struktur des
Raumes ¥ durch die des Ringes R(%) charakterisiert wird. In dieser
Hinsicht haben auch S. Kakutani und G. Mackey® eine Charakterisierung
der Operatorenringe Hilbertscher Rdume gegeben. In dieser Note sollen
nun einige Eigenschaften von R(¥) aufgestellt werden, und daraus die
Sitze von Eidelheit und von Kakutani-Mackey aufs neue hergeleitet
werden.

1. Es sei ¥ ein reeller oder komplexer B.R. mit Elementen
2, Y, .. R(X) sei die Gesamtheit aller beschrinkten linearen Opera-
toren A von R, dann ist R(X) ein Ring mit der Multiplikationseinheit
I (Ir=x). Ferner ist R(X) ein B.R. in hezug auf die Norm [Al=
sup;zi-1l Azl, und es gilt |AB|Z|A)-|Bl. R(¥X) ist also ein nicht-
kommutativer normierter Ring.

Lemma 1. Fiir jedes minimale Linksideal R von R(E) gibt es
ein beschrinktes lineares Funktional f, von % mit der folgenden Eigen-
schaft : zu jedem Operator A e ordnet sich eineindeutig ein Element
yeX zu, so dass

1) Ax=fyx)y

gilt. Dabei ist ersichtlich | Al=Ifol-lyl. Falls |fol=1 ist, dann wird
durch die Zuordnung : A<y in (1) eine Aquivalenz X2 UAP vermattelt.
Dieser Isomorphismus lisst sogar R(X) als Linksoperatorenbereich zu.
Umgekehrt st die Gesamtheit aller Operatoren A, die durch die Formel
(1) fiir ein bestimmtes f, definiert wird, ein abgeschlossenes minimales
Linksideal von R(X).

Beweis. Es sei A;e A und Az, % 0. Dann gibt es ein lineares
Funktional f; mit fi(z) 5 0. Fir einen durch Ax=fi(x)-y definierten
Operator 4, gilt AAw=f(Awx)y, und Acdz=fi(z)¥:30. Da U
minimal ist, muss 2 =R(%)A4,4; sein, d. h.

A=(4,; Aa=Ffilz)y, yek), flo)=F(Ag).

Die Gleichung BA,x=f\(x)-By=Apg,x zeigt den Operatorisomorphismus
von A22%. Die Umkehrung ist klar.

1) M. Eidelheit, On isomorphisms of rings of linear operators, Studia Math., 9
(1939), 97-104.

2) Vgl. S. Banach, Théorie des opérations linéaires, (1932), S. 180.

3) Vgl S. Kakutani, Uber den Verband und Ring Banachscher Réume, (Japanisch),
Isd-Sogaku, 5 (1943), 1-11.

4) = zeigt die Aquivalenz und =< zeigt den Isomorphismus von Banachschen
Baumen. Vgl. loc. cit. 2), S, 180,
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Satz 1. % und X' seien B.R. Lassen sich die Ringe R(X) und
R(X') so zuordnen, dass ber R(X)s A — o(A)=A’e R(X’) folgendes gilt :

2 p(aA+pB)=ap(A)+pe(B), ¢(AB)=¢(A)¢(B),
(3 IAI=lo(AI,

dann ist X2 ¥'. Bezeichnen wir mit X5z <> V=2 e ¥’ die Zuordnung
bet dieser Aquivalenz, dann gilt

€Y p(A)=V-A-V,

Beweis. A sei ein minimales Linksideal von R(%), dann ist o/(A)=
(#(4); Ae¥A) ein minimales Linksideal von R(¥), und es gilt nach
(2), (3) offenbar die Agquivalenzrelationen XU HA)F. Die
Zuordnungen bei diesen Aquivalenzrelationen seien ¥sx <> A, < A, =
AHA) «>x'=Vxe¥, dann gilt |z|=[Vz] und %3 Bx <> Ag,=BA,<>
W AB,)=¢(B)p(Az) <> ¢(B)w' € ¥, d.h. V(Bx)=¢(B)-V& oder ¢(B)=
VBV

Nach einem Satz von Eidelheit® folgt also

Satz 2. (Eidelheit) Wenn wir auch die Bedingung (8) fiir ¢ im
Satz 1 ausfallen lassen, sind die B. R., X und X’ noch immer 1somorph,
und es gilt p(A)=VAV L Insbesondere ist jedes Ringautomorphismus
von R(X) stets ein innerer.

Fiir eine spatere Anwendung gebeh wir zwei Lemma.

Lemma 2. Fir jedes minimale Rechtsideal B von R(X) gibt es
ein Element x, € X mit folgender Eigenschaft : zu jedem Operator BeB
ordnet sich eineindeutig ein lineares Funktional fe X (X zeit der kon-
Jugierte B. R. von X) zu, so dass

(5) Br=f(x)xy
gilt. Falls |xll=1 ist, dann gilt die Aquivalenz X8 durch die
Zuordnung B<—f in (5). Umgekehrt ist die Gesamtheit aller Opera-
toren B, die durch (5) fiir ein bestimmies %, definiert wird, ein abge-
schlossenes minimales Rechtsideal von R(%).
Beweis ist ganz analog wie bei Lemma 1.

Lemma 3. Es sei A ein minimales Linksideal von R(X). Dann
gilt fiir jedes Ae N

(6) A?=14.

Beweis. Aus Ax=fi(x)y, folgt A% =ro(x)fo(¥olo=1o(¥0)-Az.

2. Definition. Der adjungierte nmormierte Ring R* von einem
normierten Ring R ist der folgenderweise definierte Ring: R*=(A4*:
A eR) mit

)] (eA+pBB)*=aA*+BB*, (AB)*=B*A*,
(8) lAf=14%].
Satz 3. Wenn X ein regulirer B.R. ist, dann git der Ring-

1) Vgl loc, cit. 1), Satz 1.
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isomorphismus (R(%)) = R(E).
Beweis. A* sei der konjugierte Operator won A : (4*f)(x)=s(Ax),

dann geniigt die Zuordnung R(X)s A—> A€ m(i)_den Relationen (7),
(8). Da X regulir ist, kann jeder Operator von X als A* dargestellt

werden, also gilt (R(%)) =2 R(%).

Satz 4. Wenn der adjungierte Ring von R(X) mat R(X*) fir
einen B.R. ¥* ringisomorph ist, dann ist X regulir und es gilt T~ %*.

Beweis. Es sei B ein minimales Rechtsideal von R(¥), dann ist
B* < R(X)* ein minimales Linktsideal von R(X)*. By sei das minimale
Linksideal von R(%), das zu B* bei dem Isomorphismus R(¥)* 22 R(X)
ordnet. Nach Lemma 1 und 2 folgt also B B* Py 2 %™,
Ganz analog folgt aus dem Ringisomorphismus von R(%X)* und R(%),

also von R(%)* und R(X) der Isomorphismus X 2 %.

Analogerweise gilt

Satz 5. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz einer Involution A — A* von R(X) auf sich:

)] 4™ =4,
(10) (aA+pB)=aA*+pB*, (AB)*=B*A*,

ist X%, Fiir zwet Involutionen A— A*, und A— A’ gibt es ein
TeR(X) mit A/=TA*T.

3. Satz 6. (Kakutani-Mackey) Wenn auf R(X) eine Involution
A — A* mit den Eigenschaften (9), (10) und

(11) AA*X0 fir AX0

existiert, dann lisst sich ein inneres Produkt (x,y) (x,y e X) so defini-
eren, dass die Norm |z=(x,x) mit der alten Norm |zl dquivalent
ast, und dass

(12) (Az, y)=(x, A™y)
gilt.

Beweis. Nach einem Satz von Eidelheit” kénnen wir o.B.d. A.
voraussetzen, dass |A]=[A*| ist. BEs sei A ein minimales Linksideal
von R(X), dann gibt es nach Lemma 1 eine Zuordnung A s E, <~ xe ¥,
IE,|=lxz), so dass A und % operatorisomorph mit R(X) als Link-
soperatorenbereich sind. Es sei A*=(E;; E,e¥N), dann ist A* ein
minimales Rechtsideal von R(X). Fir einen Operator %A > E, %0 ist
Ey,=E;E.,>0 (nach (11)) und Ey=E7 e A N A*. Bei geeigneter Kon-
stantenmultiplikation koénnen wir annehmen, dass | E,|=1 ist. Nach
Lemma 1 kénnen wir jeden Operator E,e¥ in der Form E,=B,E,,
B, € R(X) darstellen. Wir setzen dann U=B)E,. U liegt auch in 2.
Nach Lemma 3 gilt also U%?=AU (X eine Konstante). Ferner setzen
wir A=U*-21, dann ist AU*=0, da U*?=AU* ist. Wenn U0
ist, dann gilt A=RF)U und A*=U*R(X). Also gibt es einen Operator
CeR(¥) fir Eye A", so dass Ey=U"C ist. Es gilt daher

1) Vgl loc. cit. b).
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E;E,=E;B,Ey=U*E=(I+A)Ey=1E+A-U*C=.E,,

d. h. es gibt eine Konstante 2 fiir beliebiges Paar E., E, ¥, so dass
E;E,=AE, ist. Fir EfE,=E}=1E ist 103 0 und reell, denn es gilt

Ef=E, und (GE)*=%E, Wir setzen nur (y, x)=eod, wobel gg=1+1=
sgni, ist, d. h.

(13) EZE,=&(y, 2)E,.

(i) Aus der Stetigkeit des Produktes AB und des A™ in R(X) und
der Aquivalenz X< folgt, dass (y, ) in bezug auf die beiden Ver-
anderlichen xz und y stetig ist. (ii) Aus (13), (10) folgt (ay;+ By, )=
alh, ©)+ B, %), (Y, avs+Bre)=aly, #)+B(y, 2. (i) Aus (EGE,)*=
EJE., (v, 2)E) =, 2)E und (13) folgt (z,9)=(y,2). (iv) Aus (11)
folgt, dass (x,2)0 fur 0 ist. (v) Da efz,x) aus (i), (iii), (iv)
reell definit ist, folgt aus der Normierung EjE,=¢|2|E, dass
(x,€)>0 fir 230 ist. (vi) Da E,=AE, ist, gilt (Azx, y)E,=
E,E..,=FE,AE,.=(AE,))'E,=E}«,E.= (v, A*y)E,, d.h. (Az, y)=(z,
A%y). (vii) Aus (x,2)=|(z, 2)E|=|E; E | Z | E; || E: |=I E; F=| 2 |?
folgt (x,x) < llzI”. (viil) Es gibt eine Konstante N, so dass |z[2<
Nz, x) ist. Denn andernfalls gibe es {z,} mit (x,, x.)=1, lim|x,l= o,
d.h. im|EZ |=. Da E;‘” in einem minimalen Rechtsideal A* von

R(X) liegt, gibt es nach Lemma 2 ein lineares Funktional f,(y) mit
| Ez I1=1fal, so dass fir jedes E,e¥-E; E,=f.(y)E, gilt. Nach der
Relation lim,solfal=lim|E; |=c gibe es nach einem Satz von
Banach” ein Element ye¥, so dass lim| E; E, | =lim|f.(y)|=, was
der Ungleichung | EZ E, I'=| (y, #.) [ < (4, ¥) (%, %) = (¥, ¥) widerspricht,
womit alles bewiesen ist.

Den normierten Ring R(X) fiir den allgemeinen B.R. % abstrakt
zu charakterisieren, scheint sehr schwierig zu sein?. In einem speziellen
Fall gilt aber

Satz 7. FEine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
ein nichtkommutativer normierter Ring R ein voller Operatorenring
R(X) eines Hilbertschen Raumes % ist, ist folgende :

(i) R hat ein minimales Linksideal . Dies A st in R(X)
abgeschlossen.
(ii) Jedes Element AeN gewiigt A2=21A fiir eine Konstante A.

1) Vgl loc. cit. 2), Satz b5, S. 80.

2) ®R(X) hat folgende Eigenschaften: (i) Falls ¥ ein minimales Linksideal von
R(¥) ist, dann ist auch A-b minimal. Umgekehrt ist jedes minimales Linksideal in
der Form %U-b dargestellt wird. Die gleiche gilt fiir Rechtsideal. (ii) Der Durch-
schnitt aller maximalen Linksideale (oder Rechtsideale) ist ein einziges Flement 0.
(ili) Das Zentrum von R(X) ist {AI}. (iv) Ein normales Ideal & von R(X) ist ent-
weder R(¥) oder 0. (Ein Ideal heisst normal, falls =37 (oder I=3r) gilt, wobei wir
im allgemeinen fir eine Menge M < R(X) Mr=(B; M-B=0) und Mi=(4; A-M=0)
setzen). Solche Eigenschaften und die im Lemma 3 geniigt den Ring aller Matrizen
auf einem Grundkoérper zu charakterisieren. Aber gibt es im allgemeinen Falle ein
nicht kommutativer normierter Ring, der alle diese Eigenschaften besitzt und doch
nie ein R(X) ist.
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(i) Es gilt | Bl=supsenl|BAI-IA[™

(iv) Wenn fiir eine Folge {B,} lim| B,A—B,A|=0 fiir jedes A e A
gilt, dann gibt es ein Be R mit lim| B,A—BA|=0 fiir jedes
Aedl.

(v) Es gibt eine Involution A — A* von R mit (9), (10), (11) und
[ Aj=]A*P.

Beweis. Aus der Abgescholossenheit von A in R folgt, dass A
ein B.R. ist. Da U ein Linksideal von R ist, konnen wir R als einen
Operatorenring auf A ansehen. (iii) zeigt, dass die gegebene Norm
IBl(BeR) mit der Norm | BJ; von B als Operator auf ¥ iiberein-
stimmt. Dann ist R ganz analog wie beim Beweis des Satzes 6
ein Operatorenring auf einem Hilbertschen Raum X. Nach unserer
Annahme (iv) ist dieser Operatorenring R stark abgeschlossen in R(X)
und Rsl. Um R=R(X) zu zeigen, geniigt es also nachzuweisen, dass
der Kommutatorring von R in R(X)={aI} ist®. Es sei A e R(X) ein
Element im Kommutatorring von R. Aus E;E,=¢(y, x)E,, AE E,=
€o(y; x)AEO lmd E:Algy=€o(A?l, w)EO fOIgtr dass A-El):lEO’ l(y’ x)=(Ay’ w)
fir jedes y e X gelten. Also muss A=AT sein, w.z.b. w.

4. Es sei % ein regulirer B.R. %, sei der konjugierte B.R.
von X,. X=%,+7%, sei der B.R., der die direkte Summe von %, und %,
ist: Xoz=m+f, xe¥, foe X, mit |zl=l2l+If]. Dann ist X mit
seinem konjugierten B.R. X isomorph, und nach Satz 5 lisst sich fir
einen solchen B.R. eine Involution definieren. Nun fragen wir uns
wie ein solcher B.R. charakterisiert wird®.

Es sei A die Gesamtheit aller Operatoren A e R(X) mit Axye X,
fir jedes wye¥,; dhnlicherweise seien B=(B; Bry=rfye %, fiir jedes
zeX), €=(C; CH=meX fur jedes frc%) und D=(D; Dfi=g,e X
fur jedes foe%,). Wir bezeichnen (x,fo)=(fo, o) =fo(2o)fo € o, %€ %o.
Nun definieren wir A*eD filr Ae, B*eB fir BeB, C* € fiir
CeC und D*e ¥ fiir DeD durch

(14) (Axlb.ﬁ))’ = (xlh A*.ﬁ))’ (an, y0)=(x0; B*yO)y (C.ﬁh go) = (f()r C*go):
(Dfo, o)=(fo, D*x) .
Dann wird jeder H e R(%X) bzw. der adjungierte H* in der Form
%o\ _ (AC\( %0\ _ ( A%o+ Cfy _(D*Cc*
as  B(2)=(5p)7)=(Et 5 B =(5-q")

dargestellt.

1) Fir den endlichdimensionalen Ring ist die Bedingungen (ii) und (iii’): aus
BA=0KA e %) folgt B=0 (diese Bedigung folgt aus (iii)) geniigend, um den Ring aller
Matrizen auf einem Grundkorper zu charakterisieren.

2) Vol. J. von Neumann, Zur Algebra der Funktionaloperatoren und der Theroie
der normalen Operatoren, Math. Ann. 102 (1929), Satz 8.

3) Die Bedingung HH*0 fiir H%0 gilt nicht. Z:.B. sei H= ‘3 g) (vgl. (16)),
dann ist H*=(Q §,) und H*H=H-H*=0. Das in (13) definierte innere Produkt
(@s+£), +9y) ist, wie leicht zu rechnen wird, gleich fy(,)+gd#). Insbesondere ist
((20+£), @+f;))=2ffx). Dieses innere Produkt geniigt den Eigenschaften (i), (ii),
(iii), (vi) und nicht (iv), (v), (viii) im Beweis des Satzes 6.
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Lemma 4. Wenn der Einheitsoperator I von R(X) in der Form
I=L+15, LL=LI,=0 zerlegt wird, dann kionnen wir X als die direkte
Summe zweier B.R. daestellen.

Beweis. Es gilt L=+ LL=1; und I}=1, Es seien dann T,=
(x; Le=x,x€%), Mo=(x; Lrx=2x,x¢X), soist Wy~ D=0, X=MW,+ I,
(im algebraischen Sinne). Da IM; und P, in X abgeschlossen sind, sind
sie B.R. Die direkte Summe 9,+ M, ist also mit X isomorph®.

Satz 8. Wenn es eine Involution A — A*™ von R(X) mit (9), (10)
gibt, und I in der Form I=L+1Iy, LIy=IyI,=0 zerlegt wird, dann

ist der B. R. X mit einer direkte Summe ¥o+%, mit X,22 %, isomorph
und wird die Zuordnung H— H* in der Form (14), (15) dargestellt.

Beweis. Es sel wie im Lemma 4 X=94+9; mit L=1, und
L=1I;. Es seien ferner RE)=A+B+C+D; A=LR(%)L, B=L R(X)I,
C=ILRE}, D=LRE), dann gilt AB=AD=P*=BD=CA=0C2=
@?I=@(‘g=0, 2[2”22=0, %mz;[:ﬂnl, %?D?z'——o, %SD?.l:mz, @im1=0, @w“g:
My, DMy=0, DM,=M, und A=R(WMy), D=R(M,). Da A= gilt,
folgt aus Satz 4 die Aquivalenz M; 22 W, und Wy, 2 M,. Dabei ist A*
fir AeA der konjugierte Operator von A eR(M,). Fir die direkte

Zerlegung X=T4+M; sei He R(X) in der Form H=(gg> mit A=

LHL, B=L HI, C=LHI;, D=I; HI; dargestellt, dann gilt H* = (g:g:)
mit D*=LH*L, B*=IH*L,, C*=LH*I;, A*=IfH*I;. Dass A*, B,
C*, D* der Relation (14) geniigen, wird wie bei (vi) im Beweis von
Satz 6 bewiesen, w.z. b. w.

1) Vgl loc. cit. 2), Satz 5, S. 41.



