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128. )ber den Operatorenrin Banachscher Ritume.

Von Yukiyosi KAWADA.
Mathematisches Institut, Tokyo Bunrika DaigakL

(Comm. by T. TKAOI. ta.I.a., Dec. 13, 1943.)

Es sei ein Banachscher Raum (kurz B.R.), und 9() der Ring
aller beschr/inkten linearen Operatorer yon . M. EidelheitI) hat be-
wiesen, dass aus dern Ringisomorphismus yon 91(i) und 91() der
Isomorphismus2) von i und folgt; dass also die Struktur des
Raumes durch die des Ringes 91() charakterisiert wird. In dieser
Hinsicht haben auch S. Kakutani und G. Mackey) eine Charakterisierung
der Operatorenringe Hilbertscher R/iume gegeben. In dieser Note sollen
nun einige Eigenschaften yon 91() aufgestellt werden, und daraus die
S/itze yon Eidelheit und yon Kakutani-Mackey aufs neue hergeleitet
werden.

1. Es sei ein reeller oder komplexer B.R. mit Elementen
z,y, 91() sei die Gesamtheit aller beschrmkten linearen Opera-
toren A von , dann ist 91() ein Ring mit der Multiplikationseinheit
I (Iz=). Ferner ist 91() ein B.R. in bezug auf die Norm [iAii
sup,.,_llAL und es gilt I[ABIIIIAI[.IIB[[. 9(2E)ist also ein nicht-
kommutativer normierter Ring.

Lemma 1. FiZz edea minimale I_inksideal I yon (t) gibt ea
ein beschrnktea lineares Funktionz fo yon mit der folgenden Eigon-
schaft zu jedvm Operator A e I ordnt sigh einvindeutig ein Emcnt
y e zu, so dasa

(1) Az=fo(z)’y
gilt. Dabei ist ersichtlich !1A lifo I1" y I]. Falls lifo 1 ist, dann wird
durch die Zuordnung A y in (1) e/ne quivalenz t vrmittelt.
Dieser Isomorphismus Mast sogar t() ala Linksoperatorenbich zu.
Umgekehrt ist die Gesamtheit aller Operataren A, die dutch de Formel
(1) fi$r ein beatimmtes fo definiert wird, ein abges inima
Linksideal yon 9().

Beweis. Es sei A e 92 und Az- O. Dann gibt es ein lineares
Funktional f mit f(z)-O. Ffir einen dutch Ao=f().y definierten
Operator Ao gilt AoAx=f(Ax).y, und AoAz=f(z)-O. Da
minimal ist, muss ?I=.()AoA sein, d.h.

(A.
Die Gleichung BAz=fo(x).By=ABx zeigt den Operatorisomorphismus
yon I

_. Die Umkehrung ist klar.

i) M. Eidelheit, On isomorphisms of rings of linear operators, Studia Math., 9
(1939), 97-104.

2) Vgl. S. Banach, Thforie des operations lin6aires, (1932), 180.
3) Vgl. S. Kakutani, Ober den Verband und Ring Banachscher Riiume, (Japanisch),

gaku, 5 (1943), 1-11.
4) zeigt die Jquivalenz und zeigt den Isomorphismus yon Banachschen

Biiumen. Vgl. loc. cit. 2), S. 180.
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Saz l. und ’ seien B.R. Lassen sich die Ringe () und
(’) so zuordnen, dass bei 9()A- (A)=A’ e 9(’)folgendes ggt"

(2) (aA+B.)=a(A)+(B) (AB)=(A).(B)

(3) 11.4 fl=ll ,(A)II,

dann ist ’. Bezeichnen wit mit x Vx x e ’ die Zuordnung
bei dies 4quivalenz, dann gilt

(4) (A)= V.A.V%

Beweis. I sei ein minimales Linksideal yon 9(), dann ist t)=
((A); A I) ein minimales Linksideal yon {(’), und es gilt nach
(2), (3) offenbar die quivalenzrelationen I-I)___’. Die
Zuordnungen bei diesen qulvalenzrelationen seien
A)/-x’= Vxe ’, dann gilt Ilxll=ll Vll und Bx-- A,=BA-
,(AB(R)) (B)(A) o(B).x’ e Y,’, d. h. V(Bx) o(B).Vx oder o(B)
VBV-.

Nach einem Satz yon EidelheitD folgt also
Satz 2. (Eiddheit) Wenn wit auch die Bedingung (3)

Satz 1 ausfallen /assert, sind die B.R., und ’ noch immer isomorph,
und es gilt (A)= VAV-1. Insbesondere ist jedes Ringautomorphismus
van 9() stets ein innerer.

Fiir eine sp/itere Anwendung gebe wir zwei Lemma.
Lemma 2. Fir jedes minimale Rechl van 9() gibt es

ein Element Xo e
ordnet sich eineindeutig ein lineares Funktianal fe ( zeit der kan-
jugierte B.R. van ) zu, so da

(5)

gilt. Falls x ll= 1 ist, dann gilt die Jquivalenz dutch die
Zuardnung B-f in (5). Umgekehr ist die Geamtheit ar Opera-
toren B, die dutch (5) fir ein bestimmtes xo definiert wird, ein abge-
schlossenes minimales Rechtsideal van 9().

Beweis ist ganz analog wie bei Lemma 1.
Lenma 3. Es sei 92 ein minima Linksideal van (Y,). Dann

gilt fir edes A e

(6) A2=2A

Beweis. Aus Ax=fo(X)yo folgt Ax=fo(x)fo(yo)Yo=fo(yo).Ax.
2. Definition. Der adjungierte normierte Ring 9* von einem

normierten Ring . ist der folgenderweise definierte Ring" 9* =(A*"
Aeg) mit

(7) (aA+flB)* =A*+B*, (AB)*=B*A*

(8)

Satz 3. Wenn ein reguldrer B.R. ist, dann gilt der Ring-

1) Vgl. loc. tit. 1), Satz 1.
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Bewes. A* i der konjuer Orar yon A" (Af)()=f(A),
dann gengt die Zuordnung () A A* e () den Relationen (7),
(8). Da reeler ist, kann jer Orar yon als A* dallt
werden, al lt (())*().

Satz . Wn r adungrte Ring
n B.R. * ngph,nn regur und es g$ *.

Bew. Es i D ein minimales Rhideal von (), dann ist
D* ()* ein minimales Linkideal yon ()*. D sei das minimale
Linksideal yon (), d zu * i dem Imohismus ()*()
ordnet. Nh mma 1 und 2 fol a**.
Ganz analog folgt aus dem Rinsomorphismus yon ()* und (),
al von ()* und () der Isomorphismus .

Analogeeise lt
tz 5. Ei notwige und hinr Bingung fr die
E einer Involution A A* v () auf h"

(9) A** =A,
(10) (aA+B)=A*+B* (AB)*=B*A*

ist _.. Fir zwei Involuionen A-- A*, und A--, A’ gibt es ein
T e 9t() mit A’ TA*T-.

3. Satz 6. (Kakutani-Mackey) Wenn auf 9t() eine Involution
A-- A* mit den Eigenschaf (9), (10) und

(11) A.A* - 0 ftr A - 0

existiert, dann lsst sich ein inneres Produkt (x, y) (x, y e ) so defini-
eren, dass die North I1= (, ) mit der alten Norm x iiquivalent
ist, und dass

(12) (Az, y) (z, A*y)

gilt.
Beweis. Nach einem Satz von Eidelheit’ kSnnen wir o.B.d.A.

voraussetzen, class II.A II=l[ A* ist. Es sei ein minimales Linksideal
von 9(), dann gilSt es nach Lemma 1 eine Zuordnung I E=-* e ,
E Ii=llz II, so dass und operatorisomorph mit {() als Link-
soperatorenbereich sind. Es sei I*=(E*;Ee I), dann ist I* ein
minimales Rechtsideal yon 9(). Fir einen Operator Ea :k 0 ist
Eo=F_,*oEo - 0 (nach (11)) und Eo=E e I - i*. Bei geeigneter Kon-
stantenmultiplikation kSnnen wir annehmen, dass ilE011=l ist. Nach
Lemma 1 kSnnen wir jeden Operator E e in der Form E=BEo,
B e 9() darstellen. Wir setzen dann U=BE=. U liegt auch in I.
Nach Lemma 3 gilt also U2=U ( eine Konstante). Ferner setzen
wir A=U*-2I, dann ist AU*=O, da U*=U ist. Wenn U0
ist, dann gilt I=9()U und I*= U’9($). Also gibt es einen Operator
C e 9{) ftir E0e A*, so dass Eo= U*C ist. Es gilt daher

1) Vgl. loc. cik 5).
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E =ExBEo= U (I/A).Eo=Eo+A.U C=Eo
d.h. es gibt eine Konstante tSr beliebiges Paar Ex, E , so dass
E*E=Eo ist. Fir EEo=oo=oE ist o0 und reell, denn es gilt

E=Eo und (oE0)*=oEo. Wir setzen nur (y,z)=0, wobei o=+/-l--
sgno ist, d.h.

(13) E*E o(y, x)go

(i) Aus der Stetigkeit des Produktes AB und des A* in {() und
der Aquivalenz ---I folgt, dass (y, ) in bezug auf die beiden Ver-
nderlichen x und y stetig ist. (ii) Aus (13), (10) folgt
(,)+(.,), (u,,x+)=(u,x)+(u,x.). (iii) Aus (ETE,)*=

, ((u,)E0) (u,)Eo u.d (13) fot (, u) (u,). (iv) us (11)
folgt, dass (, z) 0 ffir x 0 ist. (v) Da 0(, x) aus (i), (iii), (iv)
reell definit ist, folgt aus der Normierung EEo=ololEo, dass
(x,x)0 ffir x0 ist. (vi) Da E--AE ist, gilt (Az, y)Eo--

=(AE,)E=EE=EAE E.E (x, A*y)Eo, d.h. (Ax, y)

*A’y). (vii) Aus (,)--l[(,)Eoll ]IE ]l=ll
folgt (x,x) ]1ii. (viii) Es gibt eine Konstante N, so dass
N(x, x) ist. Denn andernfalls gbe es {x} mit (x., z.)= 1, lira x.ll co,
d.h. lira E*. co. Da E.*. in einem minimalen Rechtsideal I* yon

() liegt, gibt es nach Lemma 2 ein lineares Funktional f(y)
E.* il--llfll, so dass ffir jedes E ’E*=f(y)Eo gilt. Nach der
Relation lim]]fll=limllE*ll=co gbe es nach einem Satz yon

Banach) ein Element y , so dass lira E lira try(Y) co was
der Ungleichung E*E -- (Y, ) ] (, )(,) (Y, .y) widerspricht,

womit alles bewiesen ist.
Den normierten Ring () ffir den allgemeinen B.R. abstrakt

zu charakterisieren, schint sehr schwierig zu sein). In einem speziellen
Fall gilt aber

Satz 7. Ei notweige u hinreiche Bediung dfar,
ein nchtkomuttiver nomierter Ring in your Opratrring
{() eis Hilbertschen Raumes st, st fore,de"

(i) { hat in minimizes Linkideo . Ds st in {()
abgeschossen.

(ii) Jedes Elnt A gengt A=A fr ie Konst

1) Vgl. loc. cit. 2), Satz 5, S. 80.
2) (t) hat folgende Eigenschaften: (i) Falls ein minimales Linksideal yon

{(t) ist, dann ist auch I-b minimal. Umgekehrt ist jedes minimales Linksideal in
der Form -b dargestellt wird. Die gleiche gilt fir Rechtsideal. (ii) Der Durch-
schnitt aller maximalen Linksideale (oder Rechtsideale) ist ein einziges Flement 0.
(ii’i) Das Zentrum yon () ist {I}. (iv) Ein normales Ideal yon () ist ent-
weder 9t() oder 0. (Ein Ideal heisst normal, falls= (eder --) gilt, wobei wir
im allgemeinen fir eine Menge ()r=(B; .B=O) und z--(A; A-=0)
setzen). Solche Eigenschaften und die im Lemma 3 genfgt den Ring aller Matrizen
auf einem GrundkSrper zu charakterisieren. Abr gibt es im allgemeinen Falle ein
nicht kommutativer normierter Ring, der alle diese Eigenhaften besitzt und doch
nie ein () ist.
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(iii) Es gilt B ))=sup6 BAII. A -1.
(iv) Wennfir eine Folge {B} limIIBA-BAII=O firedes A e

gil$, dann gib$ es ein B e mit lira BA BA 0 fir edes
Ae,.

(v) Es gibt eine Involution A--> A* van 7ni (9), (10), (11) und
A.II A* I1’).

Beweis. Aus der Abgeseholossenheit yon I in
ein B.R. ist. Da I ein Linksideal yon R ist, k6nnen wit R als einen
Operatorenring auf I ansehen. (iii) zeigt, dass die gegebene Norm
B (B e ) mit der Norm B II1 von B als Operator auf I iiberein-
stimmt. Dann ist ganz nalog wie beim Beweis des Satzes 6
ein Operatorenring auf einem Hilbertschen Raum . Nach unserer
Annahme (iv) ist dieser Operatorenring 9t stark abgeschlossen in
und /. Um 9t=9t() zu zeigen, genfigt es also nachzuweisen, dass
der Kommutatorring von in ffl()={2I} ist). Es sei A e () ein
Element im Kommutatorring yon . Aus E*E=o(y,x)Eo, AE*E=
y,)AEo und E*A=eo(Ay, )Eo folgt, dass AEo=Eo, (y,) (Ay, x)
fiir jedes y e gelten. Also muss A=2I sein, w. z. b. w.

4. Es sei o ein regul/irer B.R. sei der konjugierte B.R.
yon o. Y-I-o sei der B.R., der die direkte Summe von o und
ist" xo+J, o e, fee, mit Xo / lifo II. Dann ist mit
seinem konjugierten B.R. isomorph, und nach Satz 5 1/isst sich fiir
einen solchen B.R. eine Involution definieren. Nun fragen wir uns
wie ein solcher B.R. charakterisiert wirds).

Es sei I die mtheit aller Operatoren
fiir jedes xe e /ihnlicherweise seien D (B Bxe=fo e fiir jedes
xoee), {E=(C; Cfo=xoe fiir jedes foeo) und )=(D; Dfo=goe
fiir jedes fo e ). Wir bezeichnen (xo,fo)=(fo, Xo)=J(Xo)j e o, Xo e
Nun definieren wir A* e 3 fiir A e I, B* e D fiir B e D, C* e fi: fiir
C e fi: und *e I fiir D e 3 durch

(14) (Azo,fo),=(xo, A*fo), (Bx yo)=(zo, B*yo), (Cfo, go)=(fo, C’go),

(Dfo, Xo)=(fo, D*xo)

Dann wird jeder He 9t() bzw. der adjungierte H* in der Form
AC xo {D*C*h

kBxo+Dfo/ kB*A*]
dargestellt.

1) Fiir den endlichdimenstonalen Ring ist die Bedingungen (ii) und (iii/): aus
B.4-O(A e t[) folgt B--0 (diese Bedigung folgt aus (iii)) geniigend, um den Ring aller
Matrizen auf einem GrundkSrper zu charakterisierem

2) Vol. J. von Neumann, Zur Algebra der Funktionaloperatoen und der Theroie
der normalen Operatoren, Matl Ann. 102 (1929), Satz 8.

3) Die Bedingung HH*-0 ffir HO gilt nicht Z B. sei H=(An n0)(vgl. (15)),
dann ist H,==(00 A_..) und H*H--H.H*=O. Das in (13)definierte’VinnereV/ Produkt

((+fo), (Y0+go)) ist, wie leicht zu rechnen wird, gleich fo(Yo)+go(o). Insbesondere ist

((o+fe), (o+fe))=2fo(xe). Dieses innere Produkt geniigt den Eigenschaften (i), (ii),
(iii), (vi) und nicht (iv), (v), (viii) im Beweis des Satzes 6.
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Lemma . Wenn der Einheitsoperator I van {() in der Form
I=I+I, II.=I.I=O zerlegt wird, dann kSnnen wit als die direkte
Sunme zweier B.R. daestellen.

Beweis. Es gilt I I/II. und I I.. Es seien dann

(im algebraischen Sinne). Da IR und . in abgeschlossen sind, sind
sie B.R. Die direkte Summe /. ist also mit isomorphD.

Sa$z 8. Wenn es eine Involution A A* yon 9t() mi$ (9), (10)
gibt, und I in der Form. I=Io/I, IoI=IIo=O zerlegt wird, dann

ist der B.R. mi einer direkte Sunme o+o mi o isomorph
und wird die Zuordnung H--> H* in der Form (14), (15) dargestellt.

Beweis. Es sei wie im Lemma 4 =R/[R. mit I=Io und
/=Fo. Es seien ferner () I -t-B+ + /=/o()Io, B {()Io,
(=/o{()Io, -=I()I, dann gilt
t=)=0, t.=0, /=, =0, B=, =0,
YJt, =0, .=. und A=(), )=91(YJt). Da t*= gilt,
folgt aus Satz 4 die quivalenz YJt. und Jt.. Dabei ist A*
ftir A e der konjugierte Operator von A e(). Ftir die direkte

sei HeR()in der Form H=()mit A=Zerlegung

IoHIo, B=HIo, C=IoHI, D--IH dargestellt, dann giltH* {’D*C*
--\B*A*J

mit D*---IoH*Io, B* =IH*I0, C*=IoH*I, A*=IH*I. Dass A*,B*,
C*,D* der Relation (14) genfigen, wird wie bei (vi) im Beweis yon

Satz 6 bewiesen, w. z. b. w.

1) Vgl. loc. cir. 2), Satz 5, s. 41.


