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92. Sur la réductibilité des anneaux des opérateurs.

Par Motokiti KoNpd.
L’institut mathématique, université impériale de Kyusyu, Fukuoka.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., July 12, 1944.)

Le but de cette note est de rechercher la réductibilité des anneaux
des opérateurs. Comme nous avons vu dans une autre note?, il y a
les diverses définitions des sommes directes des espaces et nous devons
considérer les réductibilités des anneaux des opérateurs qui correspondent
a celles. Et, les propriétés globaux des réductibilités ont synthetisée
par celles qui correspondent aux sommes directes des espaces. Or,
dans cette note, nous nous bornons de la voir au point des sommes
directes (L,).

Le résultat principal de cette note est de donner la décomposition
compléte d’'un anneaux £ des opérateurs en les anneaux £, (e A)
des opérateurs de maniére que

(1) o est une somme directe (L,) de £, (1€ A),

(2) quand £ est une somme directe (L,) des ideaux 4% (k=
1,2,...,n) de deux cotés de &, 4£° (k=1,2,...,n) sont
aussi les sommes directes (L,) de quelques de %,

et c’est une extension directe du résultat annoncé de M. J. v. Neumann®
sur les anneaux réductibles des opérateurs d’un espace hilbertien. De
plus, la démonstration de notre résultat est du de “Somentheorie” de
M. C. Caratheodory® et il me parait qu’il est une des applications
intéressantes de ce théorie.

1. Soient B un espace linéaire, normé et complet, et A& un
anneau borné des opérateurs? sur celui. Quand un sous-ensemble 2
de A& remplit les conditions :

n n

1) Arez (k=1,2,...,m) entrainent 1% ApBre (ICZE Bi A, € Z)

pour les éléments B; (k=1,2,...,n) de &,

2) £ est fermé dans £ par rapport & quelque topologie,

nous l’appelons un idéal droit (gauche) de #, et quand 2 est un idéal
droit et celui gauche en méme temps, nous Pappelons un idéal de deux
cotés.

Puis, lorsqu’il existe les idéaux droits 2, (k=1,2,...,n) de A&
tels que tout élément A de £ peut étre écrire univoquement sous la
forme A=A4;+A;+-+A4,, ou A,eZ, (k=1,2,...,m), nous dirons
que £ est une somme directe de Z, et nous désignons ce fait par

1) M. Kondd, Sur les sommes directes des espaces linéaires, paru dans ce journal.

2) Pour les terminologies, voir ma note, M. Kondo, Les anneaux des opérateurs
et les dimensions, paru dans ce journal,

3) Il est annoncé dans sa mémoire, J.v. Neumann, On infinite direct products.
Comp. Math., t. 6 (1939).

4) C. Caratheodory, Entwurf fiir eine Algebraisierung des Integralbegriffs, Miinch.
Sitzungsberichte, 1938, et Uber die Differentiation von Massfunktionen. Math, Zeit-
schrift. t. 46 (1940).
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M= D Ay D -+ D L, De méme, nous définirons une somme directe
des idéaux gauches et celle des idéaux de deux cotés.

(1.1)

1Y)
2)
3)

1.2)

4)

(1.3)

(1.4)

1)

2)

2.

Quand un anneau borné £ des opérateurs sur B est une
somme directe des idéaux droits Z; (k=1,2,...,n), il existe
les projections I, (k=1,2,...,n) de & telles qu'on ait

o@k_—"lk«/fﬂ,
I=ﬁ Ik,

k=1
I;Ij=0 pour ieF] et I,,I,=I,,.
Inversement, quand il existe dans £ les éléments I, (k=
1,2,...,m) qui remplissent les conditions 2) et 3), Zr=I A
(k=1,2,...,n) sont les idéaux droits de £ et il est une
somme directe de ceux.

Quand un anneau borné £ des opérateurs sur B est une
somme directe des idéaux de deux cotés £ (k=1,2,...,n),
nous avons Z;Z;=0 pour 7] et L. Z;=Z; et de plus

quand nous avons [ =kﬁ1Ik et [ ey, ils remplissent 1)-3)
de (1.1) et

AL=I,A (k=1,2,...,n) pour tout élément A de , c’est-i-
dire, I, appartiennent au commutateur borné de .

Inversement, quand il existe les sous-ensembles &, (k=
1,2,...,m) de £ qui remplissent les conditions 1)-4) au-dessus,
&, sont tous les idéaux de deux cotés de £ et il est une
somme directe de ceux.

Quand les projections I, (k=1,2,...,n) de (1.2) remplissent
les égalités | Lf [P+ |(I—L)f1P=|f|" (p=1) pour tout élément

f de B, £ est une somme directe (L,) de Z, (k=1,2,...,7n)

donnés précédent.
Quand nous posons Mp=ILB (k=1,2,...,n) pour les projec-
tions I de (1.2), nous avons

B est une somme directe de M, (k=1,2,...,n), et de plus
quand I remplissent les égalités de (1.3), B est une somme
directe (L,) de ceux,

A est réductible sur My, c’est-a-dire, nous avons Afe M, pour
tout élément f de W, et celui A de .

Nous désignons par [(«£) lensemble de tous les idéaux de

deux cotés de £ qui donnent la décomposition en les sommes directes,
par P() celui de toutes projections I’ de &£ telles que I'£ ap-
partiennent 4 L(#) et par ZoA#) celui de tous les sous-ensembles
linéaires et fermés JB, ot Je F(A).

(2.1)

L(4£) est une algebre boolienne, quand &< &% désigne le
plus petit idéal de deux cotés qui contient £ et & en méme

1) Nous entendrons par la projection P sur 8 un opérateur linéaire et borné sur
B tel quon ait P*=P,
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(2.2)

(2.3)

(2.9)

(2.5)

(2.6)

3.

M. KonpO. [Vol. 20,

temps, et & % désigne le plus grand idéal de deux cotés
contenu dans Z et % en méme temps.

P(A) est une algebre boolienne, quand nous écrivons Pu Q=
(P+Q)—PQ et P~Q=PQ.

Zy ) est une algébre boolienne, quand MU N désigne le
plus petit sous-ensembles linéaire et fermé de B qui contient
M et N en méme temps et M AN désigne le plus grand
sous-ensemble linéaire et fermé contenu dans MM et N en
méme temps.

(), P(A) et Zo M) sont isomorphiques deux-i-deux.

Quand nous désignons par Py#£) lensemble de toutes les
projections contenues dans le centre de ., nous avons P(#)
=Py A).

Quand nous désignons par Z(#) le centre de L(«), nous
avons Zo(t)=7Z(M) ~Z(A).

Maintenant, nous considérons la relation entre la décomposition

de A en les idéaux de deux cotés et la somme directe (L,) (p=1).
Pour cela, nous introduissons la notion de la mesurabilité sur les pro-
jections de (). Etant donné une projection P de P(«£), quand nous
avons pour tout élément f de B

| Pf P+ |(I=P)f [P =I|f17,

nous dirons que P est sommable (L,) et nous désignons par PZ2(A)
I’ensemble de toutes les projections sommables (L,) de P(A) et par
Zy Lo () celui de tous les sous-ensembles linéaires et fermés P3B, ou
PePED ().

(3.1)

(3.2)

(3.3)
(3.4)

1)
2)

3)

~

Quand une projection P appartient a PZ2(#), (I—P) ap-
partient aussi & PL2(A) et | P|=|(I—P)|=1.
Si les projections P, (xel) appartiennent & PLo () et P,Pg
=0 pour «=¢f, la somme P=21Pa1’ est aussi une projection
et appartient & PTo().
PE(A) est une algébre boolienne compléte au sens de (2.2)
et ZT» (M) est aussi celle au sens de (2.3).
Nous pouvons donner une mesure m(IMN) pour les éléments de
ZSE (M) de maniere que
m(IM) =0 et m(IM)=0 entraine M=0,
quand les éléments M, (ae ) sont disjoints deux-d-deux, nous
avons m( UIEJJE.,)=ZIm(5ma),

ae ae
m(IM) =+ entraine l'existence des éléments M, (k=1,2,...)
de Z§(A) tels quon ait My, S My S M, m(Py) < +
(k=1,2,...) et }i}m m(My) = =+ oo,

1) Pour chaque élément f de B, Pf= Z}IPa f désigne la limite an sens de MM.
a€
E. H. Moore et H.L. Smith des éléments (P, f+ Pypf+ -+ Pa, f), 00 @y ... anel.
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(3.5)

1)
2)
3)
4)

(3.6)
1

2)

3.7

(3.8)

4.
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Quand nous désignons par [I] l’ensemble de tous les idéaux
maximaux de Z§»(#) qui ne contiennent pas I et par
m([IM]) la mesure m(IM), nous avons

MO RN)=[MIO[N] et [IM~AR]=[IM] D[R],

[0]=0,

m([IN]) =0 et m([M]) =0 entraine IM=0,

[IM] A [R]=0 entraine m([It] v [N]) =m (D) +m([N]).

Nous pouvons prolonger m([]) sur les sous-ensembles de [B]
de maniére que

la famille F de tous les sous-ensembles de [B] sur lesquels
m([I]) est prolongée est un corps complet,

pour les ensembles disjoints By (k=1,2,...) de [F, nous avons
m(\J PBr)=> m(Ps).

k=1 k=1

Pour chaque élément f de B, nous posons @(f, M)=| Pf|?, ot
p=1 et P désigne une projection de PE2( ) telle qu'on ait
M=PB. Elle est alors une fonction additives complétement
sur Z§o(#) et donc en posant @(f, [M])=&(f, M), nous

pouvons la prolonger sur |F de facon qu’elle est completement
additive.

Il existe une “Ortsfunktion” 6(f,r) de M.C. Caratheory sur
Z§EP () telle qu’on ait pour tout élément I de Z{Lo(A)

o(f, sm)=jm@( £ r)dm, .

Alors, une fonction Z(f,n) est déterminée univoquement sur

[®B] par les égalités Ens (T( L= r) =6(f, r) pour tout nombre
n

réel r et nous avons pour tout élément I de F

o(f, M= Srqf(f, wdm .

Alors, 8l existe un nombre positif M tel qu’on ait ¥(f,n)<M

pour tout élément n de [B], nous dirons que f est borné, et sinon, il
est non borné. Or, au grice de (3.8), nous pouvons classifier les
éléments bornés de B en les classes comme il suit, c’est-d-dire, pour
un élément 1 de [B], nous dirons que deux élements bornés f et g de
B équivalents I'un 'autre en 1, si nous avons ¥(f—g,n)=0, et nous
désignons ce fait par f=g¢g (mod n).

(4.1)

(4.2)

(i) f=¢g (modn) est déterminé univoquement pour f et g,
(ii) f=f (modn), (iii) f=g (modn) entraine g=f (mod n),
(iv) f=g (modn) et g=h (mod n) entrainent f=~h (mod n).
Done, la classe—nous la désignons par ecl,(f) —des éléments
équivalents & f en n est précisément déterminée.

Pour deux classes cl(f) et cl,(g9), nous entendrons par la
somme —nous la désignons par el (f)+el(g)—Ila classe
cl(f/+9), ot fecl(f) et geclg). (i) ecl(f)+cl(g) est
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déterminée univoquement pour f et g, et (ii) el (f)+cl(g)
=cl(f+g), (i) cl(H)+cll@=cl(g)+el(f), (v) (el(f)+
du(Q)) +dn(h) =Cln(f)+ (Cln(g) +CIu(h))

(4.3) Pour une classe cl,(f), nous entendrons par la produit—nous

la désignons par acl,(f)—Ila classe cl,(«f’), ou f"eecl, (). (1)
acly,(f) est déterminé univoquement pour a et f, (ii) «cl,(f)

=cl(af), (i) a(cl(f)+ellg))=acl(f)+aclly), (V) (a+p)
(A =acl(N+Bel(9), ) a(Bell(f))=(ap)cli(f).

(4.4) Pour une classe cl,(f), nous posons |cl (f)|=|Z(n)[?. (@)
lel(f)| est déterminée univoquement pour f, (ii) |el(f)| =0
et ldu(f) | =0 entraine du(f):dn(o), (111) |0111(f)+0111(g) | g

ldn(f) \ =+ l dn(g) ‘ ; (iv) ‘adu(f) \ = Ial 'du(f) 1- Done, I’ensemble
de toutes classes cl,(f) (fe ) est un espace linéaire et normé.

Nous le désignons par ﬁi,, et par B, lespace linéaire obtenu

en completant lui.
5. Maintenant, nous construirons la somme directe (L,) B=
>, ® B, des espaces B, (ne[V]). Alors, B est contenu isométrique-

ment dans B. En effet, pour un élément borné f de B, nous avons
d’apres (3.8) et (4.4) ¥(f, w)=|cl.(f)|? et done

12r={{ 1enenl anl”,

ol P désigne une projection de P’ () et M=PB. En particulier,
nous avons

1£1={] Jennrr an)?,

c’est-a-dire, une somme directe (L,) Z‘Lp ® el (f) existe et |3, @ cl(f)]
=|f|. Done, quand nous faisons correspondre les éléments bornés f
de B a —}f,,pé)cl“( f) de B, ils ont appliqué isométriquement dans B,
d’ott Pensemble B de toutes les sommes directes (L) iz,p@Clu( 1) et

celui de tous les éléments bornés de B sont isomorphes isométriquement.
Or, les éléments bornés distribuent partout dense dans B et par suite
B est appliqué isométriquement dans B, cest-a-dire, la ferméture By de
B est isomorphe isométriquement avec B.

Ici, nous pouvons déterminer un elément de B qui correspond 2
un élément f non borné de B. En effet, quand nous posons W=
Ens(&lf(f, 'n)zk) (t=0,1,2,...), nous avons My eZ§»(A) et done il
existe les projections P, (=0, 1,2, ...) tels qu'on ait M, =P,B. Alors,

(Py—Pri)f (£=0,1,2,...) sont bornés et nous avons f =§:_,(‘] (Pr— Pru1)f,
d’ot1 f correspond & k%f} r,® cl,‘((P,c —Pri)f )

6. Puis, nous considérons la continuité des sommes directes
(L,) ZLp@clu(f ). Comme on sait bien, nous définirons une topologie
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sur [B] de maniére qu’il soit bicompact et [IN], ot M e Z{» (M), soit
toujours ouvert et fermé en méme temps. Encore, nous définirons une

topologie sur la somme &= %JEB,‘ comme il suit. Etant donnés un
ne

élément f,, de &, un élément M de Z{T»(A) tel qu’on ait npe[I],
un nombre fini des éléments bornés ¢g® (k=1,2,...,m) tels qu’on ait
Sue=cl,(g®) et un nombre positif e, nous désignons par L(f,, e, M,
g®, g2, ..., g®) ’ensemble de tous les éléments f, tels quon ait ne[IM]
et |fu—cl(g®)|<e (k=1,2,...,m), et nous l'appelons un voisinage
de fy,. Puis, nous définirons les voisinages des éléments f,, de B,

par ceux des éléments de %no qui contient f;.
(6.1) © est un espace de M.F. Hausdorff et fy,+g. et af, ol
S 9. €B,, sont continus par rapport a respectivement f, g,
et a,f;.
(6.2) Pour un élément borné de B, la somme directe (L,) ZLP @ el (f)

est continue par rapport & n sur [B] et inversement toute
somme directe (L,) ZLp @ f, telle qu'on ait f,eB, ne[B]) et

qui est continue par rapport 4 n sur [B] est un élément
d’accumulation de B. Done, quand nous désignons par B,
I’ensemble de toutes sommes directes (L,) continues, i%@) B,
est continuellement distribué et son noyau continu est B,. De
plus, nous avons B < L =By,

(6.3) B, est une somme directe (L,) continue de B, (ne[B]) et done

quand nous identifions chaque élément f de B a celui de By
qui correspond a f, nous avons 58=2Lp®%n.

(6.4) Tout élément M de Z§E» (M) peut étre representé comme une
somme directe (L,) de quelques de B, (ne[B]).

7. Or, en correspondant la décomposition de B, nous considérons
la. décomposition de 'anneau & des opérateurs. Pour cela, étant donné
un élément A de (IP‘L@’(J())’ et celui n de [B], nous désignons par A4,
un opérateur défini par I’égalité Au(cln( f ))=cl,‘(Af ). Il est alors
linéaire et borné sur B, et de plus nous avons | A I=borneécsmsup | Ayl

Done, A est une somme directe (L) de A, (ne[B]), cest-a-dire,
A=§Lw® A,. De plus, il est continu par rapport & n sur [B] et il
transforme les éléments bornés de B en ceux bornés. D’ol, nous
pouvons voir que la somme directe (L) ELN@%(%") est continuelle-
ment distribuée et son noyau est (P"Lp)(./l&))/.

(7.1) La somme directe (L.) des anneaux Z(B,) (ne[B]) est con-
tinuellement distribuée et son noyau continu (1"?“%’(4%))’ est en
soi une somme directe (L.) de Z(B,), c’est-d-dire nous avons

EL‘” @ c%(%u) = (]P(Lf’)(-/ld))/ .
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(7.2) 1l existe les anneaux J#, des opérateurs sur B, (ne[B]) tels
qu’on ait

'/"”=2Lw@'/en .

(7.3) Tout élément £ de [U» (&) peut étre representé comme une
somme directe (L.) de quelques de «, (1e[B]).

8. Or, nous avons le suivant sur la décomposition de L(%).
8.1) L(#)=> @ L(#,).

9. Enfin, nous envisageons algébriquement la considération au-
dessus. Etant donné un idéal maximal n de Z{Z» (&) et deux éléments
f et g de B, quand il existe une projection P de PLo(A) telle qu’on
ait (I—P)f=(I—P)g et PBen, nous dirons que f et g sont équivalents
P'un Pautre par rapport a n, et nous désignons ce fait par f=g (mod n).
Encore, nous désignons par Cl,(f) la classe des éléments équivalents a
f par rapport a n.

(9.1) La relation de 1’équivalence par rapport & n sur les éléments
de B est symétrique, réflexive et transitive.

(9.2) L’ensemble B, de toutes classes Cl.(f) (fe®B) est linéaire et
B, est une image homomorphique de celui-ci.

Puis, pour deux opérateurs A et B de #, quand il existe une
projection P de P¥“»() telle qu'on ait PBen et I—P)A=(I—P)B,
nous dirons que A et B sont équivalents par rapport 4 n, et nous
désignons ce fait par A=DB (modn). Encore, nous désignons par
Cl,(4) la classe de tous les opérateurs équivalents & A par rapport
anmn.

(9.3) La relation de I’équivalence par rapport 4 n sur les opérateurs
sont aussi symétrique, réflexive et transitive.

(9.4) L’ensemble JZ‘ de toute classes Cl,(4) (4 e #) est un anneau
des opérateurs sur B, et isomorphique algébriquement & ,.



