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90. Sur les coniques dans les espaces a connexion
affine ou projective II.

Par Kentaro YANoO.
Institut Mathématique, Université Impériale de Tokyo.

Kazuo TAKANO.
Institut Mathématique, Université Impériale de Hokkaido, Sapporo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., July 12, 1944.)

§$8. Transformations des parametres affines.

Dans la Note IV portant le méme titre, nous avons défini les
coniques dans un espace i connexion affine comme étant des courbes
planes dont les normales affines sont concourantes le long des courbes.
Ses équations étaient

3 dxz
sy oz L
(3.1) + s

ol k est une constante et s un parameétre affine. Nous avons ensuite
défini les coniques dans un espace i connexion projective par les
équations différentielles

—{t s}+ +11° a9 g

ds
O
dS

(3.2)
——+[2{¢, s} + a°]

ol ¢ est un paramétre projectif. Ici le parameétre s a aussi un
caractére affine, parce que, comme on le voit facilement, pendant une
transformation affine du paramétre

s=as+b,

deux équations ci-dessus restent invariantes. Mais, dans le cas de
P’espace & connexion projective, on doit considérer en plus le change-
ment de ’hyperplan & l'infini :

(3.3) A0=Ao , Aj=90;,‘Ao+Aj ,

d’apreés lequel les composantes de la connexion projective subissent les
transformations
De=Dr— ¢k,
(3.4) ﬂfk =II}+ Cik— S"i”fk ~PiPr

Il = 1T+ 8ipi+ 0} .

1) K. Yano et K. Takano: Sur les coniques dans les espaces 4 connexion affine
ou projective I, Proc. 20 (1944), 410-417.
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I1 va sans dire que les équations des coniques projectives prennent,
par rapport & ce nouveau repere semi-naturel, la méme forme que celle
de (8.2):

da”

—{t’}+ +11°aad8 =0,
(3.5) Py
-d—”s‘g— +[2{t, 5} + ’°]
ol d . s
J e 0%t

et §/ds désigne la dérivée covariante le long de la courbe par rapport
aux composantes de la connexion JT}.

Le parameétre projectif ¢ étant invariant par rapport au change-
ment de I'hyperplan 3 linfini. nous allons chercher dans la suite la
loi de transformation du parameétre affine s.

En portant les relations

dat
At 5= {_tz_}_d_{>& %1?—_{,
ds ds
50 a® + ipi;k%m‘si %_¢’¢ik(;o:, _%og"_ |
(%) (&Y
=Lt Zso;?’x{— %3 @
(3.6) (i (—£—> (Td—s_
| | 25 .
4+ M _='§Z+;I_s . _%‘;_4“ ;%Z,a )
(%) <a%> (%)
3pia7+2¢;, ,%z_ %@:_" g, (f;;k
+
(%%)3
do! ds  d% d% \2
i ds 74;2— @- 3(—3;2—— i

@@ el

dans la deuxiéme équation de (3.5), on doit avoir la deuxiéme équation
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de (3.2) qui manque le terme de a’. Donc, on voit que la fonction
3(s) doit satisfaire a I’équation

&5
ds? da?
3.7 —=¢¢; ’
3.7 & i
ds

d’oti

E~@ =591‘;de ds + 07,
ds ds

et par conséquent

da? da* 1 de? da”*
3.8 , +o, . ,
8.8) & 8h=ps ds ds 277" 4s ds

ot le point-virgule désigne la dérivée covariante par rapport & I75.
En substituant ces équations dans (3.6), on obtient

da’
_ {t,s}—{5,s} de’ _ ds
{t,s}= (d‘) S
ds ds
. i 7o
. a*+ {5, s} —pjaf — ; 0Pk ‘:lf —%%
(%) |
ds
d%s
i ds¢  dot
R NN VAN E N
ds ds
da’ - da®
+ a7
& | e gode® _ ds “ s
ds ds ( ds >3
ds
Ry o

+

(&) A

done, en substituant ces équations dans les premiers membres de {3.5),
on trouve
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[d {t, s} +—+110 J‘?S ]

d o ”}+ +17° 7942

ek
‘ —fl@i+ I ‘gfk +(2{t, 5} +d°)d_9f
"y

et par conséquent, on voit bien que les équations (3.5) sont invariantes
par rapport aux transformations projectives a condition que I'on prend,
smme paramétre affine, s défini par I’équation (8.7)
§$4. La condition pour laquelle les coniques affines et les coniques
projectives coincident.

Dans un espace i connexion projective, les coniques projectives
sont données par les équations différentielles

(RS —_— Oazx. —
{t }+d +I3T

l‘d_ + HWL_ +(2{t, s} +0%) % ]

=0,
4.1)
&’
ds®

Sl P’on considére que 11}, sont les composantes d’un tenseur affine
et 11}, les composantes d’une connexion affine, la deuxieme équation de
(4.1) montre que la courbe qu’il définit est une courbe plane. Donc,
pour qu’il soit une conique affine, il faut et il suffit qu'on ait

2{t,s}+a’=k,

B 4 oft s +a )d”

ol k est une constante. Done la dérivation par rapport & s nous donne

o d{t, s} +@3=0,

ds ds
o de? da® dat o d do? o%ck
da’ 2 g0 007 dw o du? 0%
GO 19, % 1l Il
ds s d s T gege T e

En comparant cette équation avec la premiére équation de (4.1),
on obtient

da? da® da* o%d da® do? %"
115 ————~——+3H° + I, =0.
b ds® ds ds ds?

Pour que cette équation soit valable pour n’importe quelle conique
de Tespace, on doit avoir

(4-2) HJ%: =0,

ce qui montre que le groupe d’holonomie de I'espace & connexion pro-
jective fixe I’hyperplan [A4,, 4, ..., A,), donc la connexion doit en
réalité étre affine.
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Inversement, supposons que le groupe d’holonomie de I'espace fixe
un hyperplan. Dans ce cas, nous prenons un repére semi-naturel

A=Ay, A;j=A4;+9A,

pour lequel I’hyperplan invariant peut étre représenté par [4,, A, ..., A4,].
Alors, parmi les composantes de la connexion
{ =5+ ¢;. 0~ 05%% »
[I;k::II k+8;$”lc+3k§0a ’
les IT9, doivent étre nulles. Done, les équations différentielles des
coniques projectives
d - ddo 0 506 dx
R ) By / =0,
d§{ ) ds Pde ds
()‘q 2t - —0 x
. +2t,8 +a "‘_'_'=0
ds (2{t,8}+a) ds

deviennent
{t,s}= —;k =constante,

Ot da?
=3 +k““_w — VU,
ds ds
et donnent les équations des coniques affines. En définitive, nous avons
done le

Théoreme : Pour que les coniques projectives deviennent les coniques
affines, il fout et il suffit qu'il existe un vecteur covariant ¢; tel que

0=110+ ¢ 1— 959 -

Alors, les coniques projectives sont les coniques affines par rapport aux
composantes affines

r]%c=”3?}c+3§¢k+3}.c¢j .

Partons cette fois d’'un espace 4 connexion affine. En introduisant
un tenseur affine I7}, on peut construire un espace i connexion pro-
jective dont les composantes sont /75, et I1%. Si 'on demande que
les coniques affines oy

o doc
- +k
ds*

deviennent les coniques projectives par rapport aux I75 et I}, on doit
avoir
k=2{t,s} et II%=

Done, si la connexion projective ainsi construite était normale, les
équations (2.10) montrent que le tenseur de courbure contracté doit
étre nul. Ce fait a été d’ailleurs déja remarqué par MM. H. Hombu
et M. Mikami®.

1) H. Hombu et M. Mikami: Conics in the projectively connected manifolds,
déja cité, §7.
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§5. Les transformations projectives qui changent coniques affines
en coniques affines.
Considérons une conique affine

(5.1) ot +ki‘%i- =

les composantes de la connexion affine étant I75. Si l'on effectue une
transformation projective de la connexion affine

(5.2) [T}, = 1T}, + o+ 0kps

la courbe définie par (5.1) n’est plus en général la conique affine par
rapport & la connexion affine /7%. Nous allons chercher la condition
a laquelle le vecteur covariant ¢; doit satisfaire pour que la transforma-
tion projective de la connexion affine change les coniques affines par
rapport & IIj en coniques affines par rapport & I7}.

Pour cela, regardons la conique affine (5.1) comme étant une
conique projective par rapport 4 la connexion projective dont les com-
posantes de la connexion sont II}, et IIf. Si Von effectue une trans-
formation de 'hyperplan & linfini, les composantes de la connexion
projective subissent la transformation

(5.3) { I_ka=ﬂj(}c+¢j:k—¢j¢k:

ﬁjik = ”jik'*' 3;:9% +3§;?’j ,

et la conique (5.1) regardée comme étant projective se transforme en
une autre conique projective. Si 'on demande que cette conique pro-
jective soit une conique affine par rapport 4 I %, on obtient, d’apres
ce qui a été dit au paragraphe précédent, /I),=0. Done, nous avons

de la premiére équation de (5.3)
(5.4) @i~ PiPe=0.

Inversement, nous allons montrer que la transformation projective
(5.2) avec le ¢; satisfaisant & (5.4) change la conique affine (5.1) en
conique affine

ot | 7 dat
5.5 4+ =
(5.5) ds? ds
En effet, nous avons de la derniére équation de (3.9)
Ot 1 Pt =y dat
= +2 y Of T ’
[Cas T2E g,

)
ds
en vertu de (5.4). Donc, la transformation projective avec le ¢; satis-
faisant & (5.4) change les équations (5.1) en (5.5), ol

(5.6) o=k—2{5s}

(&)
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Nous allons montrer que k est une constante. La dérivation de
(5.6) par rapport 3 s nous donne

2(2(s, 8}—k)~g—2§: 5 015 s}

5.7 dk = —__ds

G0 a (L) ()
ds ds

D’autre part, nous avons, de I’équation (3.8),

_ 1 da? da® ;

5.8 L8} =0, O QLT 4 gt
(5.8) {5, s} AL T R

en vertu de (5.4). En dérivant cette équation par rapport & s, on
trouve

G9) et _ oo, 00 et A o i Sy, B

ds ds ds ds ds ds '

en vertu de (5.1) et de (5.4).
s /ds da

En multipliant (5.8) par 2-&——2" ds 2;0;,7- et en le soustrayant
de (5.9) on obtient
25,5} 4 a5
dGsy  F dfs?__k doi(__, ds*
ds ds “ds ds ’
ds ds
d’ou &
2(5, 8} —k) %>
ds ds '
ds
Done, nous avons de (5.7)
dk =0 dou k=constante.
ds

Nous avons done le
Théoreme : La transformation projective

”ﬂc_] k+3;?’k+5k¢a
avec le ¢; satisfaisant &
(28 s"z”ﬂc q)ﬂok

change la conique affine par rapport a I1} en une conique affine par

rapport a I,



