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86. ur les anneaux des oprateurs, L

Par Masae 0RIHARA.
L’institut mathmatique, l’universit impriale de Kyusyu, Fukuoka.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.I.A., June 12, 1944.)

Dans leurs mmoires importantes, MM. F.J. Murray et J.v.
Neumann ont recherchs des anneaux des oprateurs linaires et borns
sur l’espace hilbertien $2. D’aprs ceux-ci, quand un anneau g des
oprateurs sur $ est un facteur, nous pouvons dfinir une dimension
numrique pour les sous-espaces linaires et ferms tels qu’on air
))tycg, et le classifier en les cinq types I., I, II, II et III ce
point. De plus, au grace de celle-ci nous pouvons definir la trace pour
les facteurs de type I, ou bien II.

Cependant, d’aprs l’ide de M.S. Banach sur l’existence des fonc-
tionnelles linaires, nous pouvons, donner d’abord la trace sur les
facteurs et puis la dimension numrique. Dans cette methode, il n’est
pas necssaire de supposer que $ soit sparable et que g soit un
facteur. Le but de cette note est de rechrcher la structure des
anneaux des oprateurs de $ su.r ce point.

1. Soient l’espace hilbertien gnral (il n’est pas ncessaire-
ment sparable), et l’ensemble tous les oprateurs linaires et borns
sur ..

Quand un sous-ensemble satsfait aux conditions suivantes,
(I) quelques soient A,B de g, A+/-B, AB, A*, aA (a est un

nombre complexe) appartiennent Cg,
(2) l’oprateur unit I appartient -(3) g est faiblement fermi,

nous l’appelons un anneau des oprateurs.
Etant donn un anneau g des oprateurs, nous dsignons par

l’ensemble de tous les oprateurs A de tels que A et A* soient en
mme temps commutatifs avec chaque lment de g, g celui de tous
les oprateurs hermitiens de g, gu celui de tous les oprateurs unitaires
et gP celui de tous les oprateurs projectifs.

Puis, si l’on a (Af,f) 0 pour tous les lments f de , off A
est un lment de gH, on pose A => 0, et si l’on a A-B O, on pose
AB ou bien BA. Si l’on a A0 et on n’a pas A=O, on pose
A 0. Nous avons alors

(1) gH est un systme demi-ordonn par rapport . |a relation
c’est--dire, (a) A B et B :> A entrainent A B, (/) A B et
B C entrainent A C,

(2) A 0 et B 0 entrainent A+B 0,
(3) si l’on a AB, on a aA >aB ou bien aA aB suivant a

est un nombre non-negatif ou bien non-positif,

1) F.J. Murray and J.v. Neumann, On Rings of Operators, Annals of Math.
(1936) On Rings of Operators II, Trans. of Amer. Math. Soc. 41 (1937) J. v. Neumann,
On Rings of Operators III, Annals of Math. Ztl (1940).
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(4) I appartient g et I 0; de plus, quelque soit A de
il existe un hombre positif a tel que aI A -aI.

Maintenant, si, lour deux lments A, B de
tel que U-AU-B, nous le dsignons par A_B. C’est la relation
du congruence. En effet, elle remplit la condition du congruence, c’est-
-dire, elle est symtrique, rflexive et transitive.

On dit qu’un lment A de g est fini, si A_B et AB
entraine A--B. Alors, d’aprs M.M. Kond5), nous pouvons classifier
g en trois types comme il suit.

I. Type fini est le cas off l’lment unit de g est fini.
II. Type infini est le cas off l’lment unit de g n’est pas fini,

mais il y a au moin un lment fini dans
Ill. Type purement infini est le cas off tous les lments de

ne sont pas fini.
Or, puisque chaque lment A de g peut tre reprsent comme

une somme de deux lments de g, c’est--dire, A=B+iC, oh

B=(A+A*) et C=-I--i(A-A*), nous pouvons classifier g en le
2

type I, II ou bien III, suivant que g est de celui de I, II ou bien III.
2. Quand une fonction T(A) dfinie sur tousles lments d’un

anneau g remplit les conditions suivantes,
(1) T(I)-- 1,
(2) T(aA)=aT(A) pour un nombre complexe .,
(3) T(A+B)= T(A)/ T(B),
(4) si A 0, nous avons T(A) :> 0,
(5) T(A*)= T(A),
(6) T(AB)-- T(BA),
(7) si Ueigv, nous avons T(U-AU)=T(A),
(8) T(A) est finie pour tout A de ,

nous l’appelons une trace des lments de g. Pour voir l’existencc de
la trace, nous dmontrons d’abord le

Lemme 1. Si gH est du type fini, il existe une fonction T(A)
sur g qui satisfait aux conditions (1), (3), (4), (7), (8) de la trace et

(2’) T(tA)=tT(A) pour un hombre rel t.
Ddmonstration. Nous le voyons par la mthode de l’existence et

de l’extension des fonctionnelles de S. Banach).
Pour un lment A de gH, nous choisissons un nombre rel

a(A" U, ..., U) pour U (i=1,2, ...,n) de g de manire que la

borne suprieure de _J U( U-AUU pour Ue gu a(A U, ..., U,),

et nous dsignons par U(A) la borne infrieure de a(A;U, ..., U,,)/n
quand n et U se varient. Alors, U(A) jouit des proprits suivantes.

(I) U(I)- I.
(I) U(tA)=tU(A) pour un nombre non-negatif t.
(I) U(A+B) U(A)+ U(B).

2) M. KondS, Sur la notion de la dimension, Proc. 19 (1943), 215.
3) S. Banach, Thdorie des operations linaires. (1932). p. 27.
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(I) A 0 entraine U(A) O.
(I) A -B entraine U(A)= U(B).
En effet, (I), (I) sont evidents. I-’ aI entraine a= 1 et donc nous

avons U(I)= 1 d’aprs la dfinition. Comme A B entraine tA tB,_
A aI, off A A (i= 1, 2, ..., n), entraine aussi pour t 0

i=l

(tA) atL alors U(tA)=tU(A), et U(O)=O, d’ofi nous avons (I2)
il

pour 0. Pour voir (I), etant donn un nombre positif , nous
prenons un hombre naturel 1 et les lments U (i= 1, 2, ..., k)tels que
a(A;U, ..., U)/k U(A)+. I1 existe de mme le hombre et les
lments V (i= 1, 2, ..., l) tels que a(B V, ..., V3/1 U(B)+ . Or,
nous avons

1 (a(B; V,..,a A +B UVa UV, < 1 (a A U,, U ) + i--
et donc U(A+B) U(A)+ U(B)+2

Par consequent, U(A+B) U(A)+ U(B). En autre part, nous avons
0= U(0) U(A)+U(-A), donc U(A) -U(-A), et pour $ 0
tU(A) -tU(-A)= U(tA). D’ofi nous avons toujours tU(A) U(tA).

Maintenant, en dsignant par x l’ensemble tous les lments de
la forme tL nous posons V(tA)=tU(A) sur tout A de . V(A)
jouit alors des proprit6s suivantes sur a.

(II) V(I)= 1.
(II) V(tA)=tV(A) pour un nombre r6el t.
(II) V(A+B)= V(A) + V(B).
(II) A 0 entraine V(A) O.
(II) A B entraine V(A)= V(B).
(II) V(A) U(A) pour chaque 616ment A de .
Puis, nous rangeons tous les 616ments de g en une suite bien

ordonne

(i) A0, A, ..., A, (a < V)

off Ao=I. En d6signant par A,, le premier 616ment de la suite (i)qui
n’appartient pas A , nous prenons a- (i=1 2, l) tels qu’on ait

() A,,, et choisissons pour deux 616ments B1, Bz de les 616ments
B, B (i, j 1, 2, ..., l) de de manire que B B et Bz B.
Nous avons alors

V(B) V( Bi) V ) U
i=l i=l

e done

B).
i=1 i=l i-1 i=1
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Nous dsignons par m et M respectivement la borne suprieure du
cSt gauche et la borne infrieure du cSt droit de cette ingalit.
Nous avons videmment m M. Or, si nous prenons un nombre
tel que m ___< a, < M, nous avons pour tous lments B de

,,)-V( B())U (B")+()

Quand nous posons T(A)=V(B)+(tTtT...+t)a pour tout
lment A de la forme suivante

(iii) A B+") A’
(B e, ") Aa i= 1, 2, n)

T(A) est dfinie sur l’ensemble s de tous les lments de la forme
(iii) et elle jouit des proprits (If0, (II), (II), (If,), (II) et (II), et
de plus T(A)= V(A) sur . En effet, il sut de voir (IIs). Si nous
remplaons dans (ii) B" par B)/(t +t,+.-. + t,) (= 1, 2,..., n), nous
avons

Or, h+t2+...+t 0 entraine (t,+t+...+t)na,, U((S<+(t,+t
+ +" ,.) B(o),v(x et  onc <

i-1

+ +t.)A,,) V(B), d’ofi V(B)+(t+tz+...+t,)a,,
t(2)m .+* ’) De mme, nous pouvons prouver (II) quand
(h+tz+...+t) g O.

Le lemme est alors 6tabli sur dz. De mme, en employant Pin-
duetion transfini, nous pouvons donner T(A) qui jouit des propri6t6s
du lemme pour tous 616ments de d. C.Q.F.D.

Lemme . T(A) du au-dessus t continue par rapport d la
topologie uniforme.

En effet, supposons que A, B0 en mme temps. Si nous

(A- B)fi!’llfll e filL et done (ALl)
Par eons6quent, B+d-AO et T(B+d) (A), ou (A)-T(B)
Nous avons de mme T(A)- T(B)

Lemme 3. Soient A, (n= 1, 2, ...) et A les opdrateurs hermitiens
de dn, et B un ament de de. Si A, eonvergent vers A au se de
la topologie uniforme, T(BA) et T(AB) convergent respeetivement vers
T(BA) et T(AB) au mdme sens.

En effet, pour les nombres naturels n tels qu’on
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nous avons aussi BA BA, <= IIB II" A-A <, B II, d’o5 II B I!-BA
+BA>O. D’aprs les propri66s (3), (4) de la trace, nous avons
(BA) T(BA), B II, e de mme (BA) (BA),IIB II, ce qui
entraine T(BA)- (BA,) <= * B llo Done, T(BA,) convergent vers
T(BA). De mme, T(A,B) convergent vers (AB). C.Q.F.D.

Lemme 4. Si E appartient g, nous avons T(EB)=T(BE)
pour tout dlment B de

En effet, puisque (2E-I) est un 616ment de gv, nous avons

T((2E-I)B)-T(B(2E-I)), d’aprs 2T(EB)- T(B)=2T(BE)- T(B),
nous avons T(EB)= T(BE).

Lemma 5. Quels que soient les dldments A,B de g, nous avons
T(AB)--T(BA).

En effet, puisque un lment A de g peut tre reprsent comme
une somme de deux lments de g, d’aprs les proprits (2) et (3)
de T(A), il suffit de dmontrer pour le cas off A appartient

Soit {E(2)} (-c 2 c) la resolution de l’unit d’un lment A
de egg. En prenant ;t (k=O, 1,...,n) pour 0 tels qu’on air

-c=0 <: <: <: =c et -_ =< , nous posons A=](E()
-E(2_)), alors A, converge vers A au sens de le topologie uniforme
quand tend vers infiniment A 0. Nous avons T(A,B)=T(BAK,)
d’aprs les propri6t6s (2), (3) de T(A) et le lemme 4, d’o lim T(A,B)
=T(AB) et limT(BAC,)=T(BA) d’aprs le lemme 3, et donc nous

,-->0

avons T(AB)= T(BA). C. Q. F. D.
Th$orme 1. II existe une trace pour les $lments de

est du type fini.
D$monstration. Pour un 616ment A de g, il existe B et C du

gn tels qu’on ait A=B+iC. Nous posons donc T(A)=T(B)+iT(C).
I1 est alors facile de voir qu’elle jouit des propri6t6s (1)-(5), (7) et (8)
de sa d6finition. Puis, (6) est demontr6 dans le lemme (5).

Thorme 2. Lorsque g est le type infini, il existe une fonction
T(A) qui remplit les conditions suivantes.

(1) I1 existe au moins un dl$ment A de g tel que T(A) -0 et o.
(2) T(aA)=aT(A) pour un hombre complexe a.

(3) T(A+B)=T(A)+ T(B).
(4) si A O, nous avons T(A) O.
(5) T(A*)= T(A).
(6) T(AB)= T(BA).
(7) A B entraine T(A) = T(B).
Dmonstration. I1 suffit de d6montrer qu’il existe T(A) sur

ayant des propri6t6s (1), (3), (4), (6), (7) et (2) pour un hombre r6el a.
D’abord, nous d6finissons les 616ments {B} et les ensembles {’}

employant l’induction transfini.
Nous rangeons tous les 616ments de g en une suite bien ordonn6e"

4) J.v. Neumann, Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionalopera-
toren, Math. Ann. (1929). p. 390.
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(i’) A1, A,..., A, (a < )
Alors, nous dsignons par B1 le premier lment de la suite (i*)

qui est positif et fini, et nous dsignons par tous les @lments de
la forme A aB)+a’()+... +aB() off B ’B (i 1, 2, ..., n) et
a (i=1, 2, ..., n) sont des nombres r6els. Puis, en supposant que Ba
et dra soient d6j donn6s pour / < a. Nous prenons le premier 616ment
B positif et fini de la suite (i’) tel que nous n’ayons pas B => A et
BA en mme temps pour tout les combinaisons lin6aires A des
616ments des ensembles a (fl < a) par rapport aux nombres r6els et
nous d6signons par dr l’ensemble lin6aire tous les 616ments de la

(2)+forme A aB(! +a2 +a,B(") off B(j "B (i 1, 2, ., n) et a
(i=1, 2, ..., n) sont des hombres r6els.

Maintenant, nous dsignons par g de la combinaison linaire des
lments de r (a <: y) pour rapport aux nombres rels, et nous posons
U(A)=aTa2T...+a pour les Mments A=aB,Ta2B.W...+a,B,,
de l’ensemble g. Pour un 616ment A positif et fini de ,ell, nous
choisissons B de l’ensemble dG pour" U (i=1, 2, ..., n) de gv de la

manire que la borne sup6rieure de , UV U-AUU pour Ue gv B,

et nous d6signons par U(A) la borne inf6rieure de 1--U(B) quand n,

U et B se varient. Alors, U(A) est dfini sur l’ensemble tous les
616ments finis de g et jouit des propri6t6s suivantes.

(Ii) U(B)= 1.
-(I) U(tA)=tU(A) pour un hombre non-negatif t.
(I) U(A+B) <___ U(A)+ U(B).
(I) A _>_ 0 entraine U(A) >__ O.
(I) A B entraine U(A)= U(B).
Puis, nous posons V(tA)=tU(A) sur l’ensemble gl, V(A) alors

jouit des propri6t6s suivantes.
(IIi) V(B,)= 1.
(II0 V(tA)=tV(A) pour un hombre r6el
(II) V(A+B)= V(A)+ V(B).
(II ) A 0 entraine V(A) > O,
(II ) A B entraine V(A)= V(B).
(116) V(A) U(A) pour chaque 616ment de
Or nous pouvons 6tendre V(A) sur tousles 616ments finis de

de mme manire que nous avons fair dans le d6monstration du
lemme 1. D’ofi T(A)ainsi obtenue jouit des (iIi)-(II6) sur tous
616ments positifs et finis de dgH et T(A)= V(A)par chaque 616ment A
de

Pour les 616ments infinis A de l’ensemble dH, il suffit de poser
T(A)= 0o. T(A) jouit alors des propri6t6s (1), (2), (3), (4), et (7) sur
l’ensemble dg et de plus d’aprs lemmes 2, 3, 4 et 5 nous avons vu
qu’il jouit des propri6t6s (5) et (6).

Nous avons pour le cas du type purement infini le
Thorme 3. II n’existe aucune foncion qui remplit les conditions

(1)-(7) du thdorOme prcddent quand g est du type purement infini.
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Nous envisageons ensuite la representation intgrale de la trace
en se servant le lemme 2.

Thorme 4. Lorsque H est le type fini, la trace T(A) sur un
dldment A de gH peut dtre reprdsentge par l’intggral de Riemann-
Stieltjes comme il suite

En effet, quand nous prenons A pour A de mme que nous avons
crit dans la dmonstration de lemme 5, alors Ag converge vers A au
sens de la topologie uniforme quand e tend vers infiniment 0. Or,
comme nous avons d’aprs lemme 2 limT(A:O=limE{T(E(,))

>0 ->0

T(E(,_))} T(A), T(A) peut tre represnte par l’intgrale (*)
donne au-dessus.

Remarque. Quand est de type fini, nous pouvons introduire
une dimension numrique d’aprs le thorme 1. Pour cela, il suffit
de poser pour : D()=T(P,) o P est l’oprateur projectif
de ).

Nous discuterons sur cette fonction dans la note suivante.


