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Le but de cette note est discuter la structure du module des
dimensions d’un anneau des oprateurs et introduire la notion des
dimensions sur les idaux de celui-ci.

12. Pour cela, nous considrons d’abord la somme directe (L)
des espaces linaires et celle des oprateurs.

Pour un ensemble A infini, nous introduissons une mesure
compltement additive sur les sous-ensembles de A telle qu’on ait

n(())=l pour tout lment de A et puis tant donn un espace

linaire 5 norm et complet, nous prenons une somme directe (L)
=;L, des espaces ( e A), o= ( e A).

Pour deux lments Z et de A, nous dsignons par P, ua
oprateur linaire et born sur (R) tel qu’on air

P(f (R) , 0)=0 pour

=f(R)0 pour

et par l’anneau des oprateurs dtermin par P(/, r e A) et l’opra-
teur identique i.

(12.1) Le commutateur born ’ conaiste des sommes directes
(L)_, (R) A des oprateurs A(eA), oa A=A, l’un
l’autre pour 2 et p de A.

En effet, pour un oprateur A de ’ et un lment f @ 3 0

de , il existe un lment g de tel qu’on ait A(f(R) 3q. (R) 0)=

g 0 et

A(f (R) O) AP,,(f (R) (R) O) PA(f (R) O)

--PAy (R) (R) o)=v (R) o,

d’oO A peu 6tre 6erit sons la forme (R) A et A=A, l’un l’autre
pour e / de A. Inversemen, tou op6rateur de la telle forme
appartien . ’ e done ’ consiste de tels op6rateurs.

C. Q. F. D.

1) Cette note est le continu de ma note du mSme titre que celle, parue dans ce
journal et dont le numero est manqu& De plus, nous la citons dans la suite comme
la partie I de cette note.

2) M. Kond6, Sur les sommes directes des espaces linaires, parue dans ce journal.
3) Pour la simplicitY, nous crivons dans la suite : (f, au lieu de L, f.

eA eA
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(12.2)

En effet, tant donn un oprateur A de 3" et un lment
f (R) 0 de (R), quand nous dsignons par P une projection telle

qu’on air Pg=(g)f et qu’on air Pf=f, nous avons d’aprs la dfinition

A(f (R) 0)= AQ(f 0)= QA(f ( @) 0),

off Q=J(R)P et P=P (2eA), et donc A(f(R)]](R)O) peut 8tre
2eA

crit sous la forme )afro, off f=f (2 e A). Par suite, nous pou-

vons voir sans peine que A est une limite des combinaisons linaires
de P(p, a e A) et I, d’ofi A appartient 2. C.Q.F.D.

13. Pour un oprateur A linaire et born sur , nous dsignons
par A(’) un opSrateur linaire et born sur (R) tel qu’on air A()( :] (R) f)

2eA

=Af (R) O. Encore, pour un anneau J des oprateurs sur

nous dsignons par ,() l’ensemble de tous les oprateurs A() tels
qu’on air A e

(13.1) g() est un anneau des oprateurs sur (R) et isomorphique
isomtriquement

(13.2) tant donnd un sous-ensemble de , quand nous dsignons
par !I)) l’ensemble de tous les sommes f

e L(cg)) entraine :()e L(J()) et inversement. De plus
pour les lments et t de L(cg), les relations

et t entrainent respectivement
(z)t(’) et (’)’(z), et inversement. D’ofi, nous
dsignons par d(J) la dimension de

14. ttant donn un anneau Jt des op.rateurs sur , nous con-
struirons l’anneau fi= U;g() des oprateurs, c’est-.-dire, le plus

eA
petit anneau qui contient et g()( e A).

(14.1) Le commutateur born ’ consiste des sommes directes
(L) (R) A) telles qu’on ait A e g et doric 2 e .(/) entraine

leA

!Y2()e _() et inversement.

(14.2) Pour les lments 3 (k=l, 2, ..., n) de (g), il existe tou-

jours la somme

_
dans D() et donc l’ensemble de

k=l

tots les sommes algbriques des dimensions de (g) est
conten dans ]().

(14.3) Pour une somme algbrique s des dimensions de , un ideal
principal (s) de ] contient seulement la dimension s dans

15. Or, en se servant D(s), nous pouvons donner l’interprtation
gomtrique clair

4) M. Kond6, loc. cit., I.
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(15.1} Pour que les deux dimensions d et d2 de D(ag) sont gales
l’une l’autre, l faut et il suffit qu’elles appartiennent au
.mme ideal principal de .

Dmonstration. Comme il est vident que la condition donn4e est
neessaire, nous dmontrons dans la suit qu’elle est aussi auffisante.

Quand les deux dimensions d et d,. de D(’g) appartiennent
au mme ideal principal (s) de 2, nous pouvons ehoisir une suite
{s} (k=l, 2, ..., n) des somme algbriques des dimensions dans (s) de
manire que

1) s=d et a,=d,
2) s+ est obtenue de s en effectuant une operation de celles i),

ii) et iii) de ma note, loc. cit., I, c’est--dire,

i) &tant donne une somme algbrique s= d, on dfini une

somme s’ =2 d telle qu’on ait d d (k= 1, 2, ..., rn),
k=l

ii) tant donnee une somme algbrique s=d, s’il existe d=
k=l

d_+d,,, on d&fini une somme s’ J d+ d,
1=1

iii) tant donne une somme algbrique s= d, si l’on a d=
k=l

d’ + d", on dfini une somme s* d+d’+ d",
k=l

et de plus il existe les lments !l). (j 1, 2, ..., m / 1, 2, ..., n) de
L() tels qu’on ait

3) s=_d et d=d() (3"=1, 2, ..., n k=l, 2, ..., n),
’=1

4) les lments s).R, sont eontenus dans les ensembles a re-
speetivement et a sont distinct l’un l’autre.

Nous avons alors d()=s (/=1,2, ...,n) et ss+
1, 2, ..., n- 1) dans D(.3). Or, il existe les oprateurs A (k= 1, 2, ..., n)
de >3 tels qu’on air

a) A(I,) (/c= 1,.2, ..., n),

b) A (k=l, 2, ..., n) peuvent tre crit comme les sommes des
produits P B(’’)z r,o,.) B(,pp off B e ag (i= 1 2, 1)./0/1 - ttlP2L)2 ttl_l//, """,

En effet, nous posons d’abord A=I. Puis, nous supposons que
A (k=l, 2, ...,j) sont dj’ dfinis et qu’i!s remplissent les conditions
a) et b), et nous envisageons la somme S+l. Si elle est obtenue de
s en effectuant l’opration i), nous pouvons supposer sans perdre la
gnralit que m+=m et d.d+. (i=1,2, ...,m), et alors il
existe dans g les oprateurs B (i= 1, 2, ..., m) tels qu’on ait -]:(’+1’i)
Pajiaj+l,i(ji) 9"+1,i. Or, quand nous posons

m,/+l
(*) Aa’+l--- { _. B Paa+.}--
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il remplit les conditions a) et b). En effet, nous avons d’aprs la
dfinition

A+(9) B Pz+,}A(n)

i=l i=1

= +.,
il

d’o il remplit la condition a) et puis d’aprs les d6finitions de A et
A+], il remplit aussi la condition b).

Puis, si s+] est obtenue de s en effectuant l’op6ration ii), nous
pouvons supposer sans perdre la g6n6ralit6 que m+=m-l, d=d+].
(i=1,2, ...,m-2) et d_+d=d+]., et donc il existe dans

les op6rateurs B (i 1, 2, ..., m- 1) tels q’on ait B(a+x’Paa+.(la).

+.+. D’o, quand nous d6finissons A+ par l’6galit6 (*), il
remplit les conditions a) et b) de mme que le cas pr6c6dent.

Enfin, si s+ est obtenue de s en effectuant l’op6ration iii), nous
pouvons supposer sans perdre la g6n6ralit6 que +x=m+l, d=d].
(i=1,2, ...,m-l) et d=d+x.+d+].+. I1 existe alors dans

les oprateurs B (i=1, 2, ..., m+l) tels qu’on ait B(+’P= +, (i= 1, 2, ...,
+].+, et donc quand nous d6finissons A+ par l’6galit6 (*), il

remplit les conditions a) et b) de mme que le cas pr6c6dent.
Or, puisque toute produit n n(a’)o Ba> oPo peut tre

6crit sous la forme PaoaBaP, oO B e d, il existe un op6rateur A de

tel qu’on air

ce qui entraine d d. Nous avons de m6me d2 d et par suite
di=d, c’est-A-dire, la condition donn6e est suffisante. C.Q.F.D.

D’oO, quand nous raisons correspondre chaque dimension d de
(d) A l’id6al principal (d) de , nous avons un isomorphisme entre
D(d) et d0()a>, et donc nous pouvons consid6rer l’id6al principal (d)
comme la dimension d. De plus, (d) contient seulement d comme un
sous-ensemble de D(), et donc nous pouvons consid6rer encore l’id6al
principal (d) appartenu A comme la dimension d. Or, nous avons
pour tout id6al principal (s) de

(s) + +... +

ou s=d, et par suite tout 616ment de d(d) d6signent la somme des
k=l

dimensions de L(d)dans (), c’est-A-dire, il existe dans L() un
616ment dont la dimension est un id6al principal donn6 de . C’est
l’interpr6tation gfom6trique de d(d) et nous savons que le module des
dimensions est donn6 naturelment.
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16. Puis, nous considrons les dimensions des idaux d’un anneau
des oprateurs sur . Pour cela, nous prenons d’abord les representa-
tion rgulire des anneaux des oprateurs.

Itant donn un oprateur A d’un anneau g des oprateurs sur ,
nous dsignons par T un oprateur sur g tel qu’on ait Ta(X)=AX
pour tout lment X de g. Alors, il est linaire et born sur g et
de plus IA I=1 TA I, et l’anneau gT qui consiste de ces oprateurs est
la representation rgulier de

(16.1) fT est un anneau des oprateurs sur g et isomorphique
isomtriquement

(16.2) Le commutateur born g, consiste de tousles oprateurs
S,(X)=XA sur g, o A e g, et donc il est anti-isomorphique
isomtriquement h

(16.3) 7=gT et la partie commune gT g est le centre de
gw et

(16.4) 1L(CgT) et L(cgr) consistent de tousles idaux droits et ceux
gauches de g respectivement. Donc, l’ensemble des idaux de
deux cSts de g est la partie comme de L(gT) et L(g).

(16.5) Pour que les deux idaux droits a et a de z sont qui-
valents l’un l’autre par rapport , g, il faut et il suffit
qu’il existe les deux (elements A et A de g ayant les
proprits" Aaa et A.a a, et de mme pour les
idaux gauches.

D’o, nous pouvons introduire la notion des dimensions sur les
idaux droits et ceux gauches comme nous avons fait dans la partie
I de ma note, loc. cit.


