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3. ur les espaces connexion affine qui peuvent repre-
senter les espaces projectifs des paths, IL

Par Kentaro YANO.
Institut Mathematique, Universit Impriale de Tokyo.

(Comm. by S. KAX,YA, I.I.A., Jan. 12, 1945.)

1. Dans une Note prcdente) portant le mme titre que ceile-
ci, nous avons tudi les espaces connexion affine qui peuvent re-
presenter les espaces projectifs gnralisds de M. O. Veblen) et ceux
de MM. D. van Dantzig et J. Haantjes).

Pour representer leur espace proiectif gnralis P. n dimensions,
on prend un espace connexion affine A.+ " n/l dimensions sans
torsion qui contient un champ de vecteur concourant et qui admet une
collination affine dans la direction donne par ce champ de vecteur,
les points de l’espace projectif gnralisd tant reprsents par les
rayons, c’est--dire par les courbes dont les tangentes sont dans la
direction du champ de vecteur concourant, et les paths par les surfaces
totalement gbxtsiques deux dimensions engendres par les rayons
rencontrant les mmes paths de A+).

Un tel espace connexion affine n-i-1 dimensions peut bien re-
presenter un espace projectif des paths de MM. O. Veblen, D. van
Dantzig et J. Haantjes. Inversement, si l’on se donne un espace
connexion affine n+l dimensions contenant un champ de vecteur,
quelles sont les conditions ncessaires et sufiisantes pore- que cet
espace A+ connexion affine n-l-1 dimensions puisse representer
Un espace projectif P. des paths n dimensions ? Pour qu’un espace

connexion affine n/l dimensions contenant un champ de vecteur
puisse representer un espace projectif des paths n dimensions, il
faut et il suffit que toutes les surfaces S " deux dimensions engen-
drs par les rayons rencontrant les mmes paths de A/ soient
totalement gdsiques, les rayons tant dfinis comme les courbes
dont les tangentes sont toujours dans la direction du champ de vecteur
donn.

En dsignant par H(),,/, , =0, 1, 2, ..., n) les composantes de
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la connexion affine de A/ et par les composantes du champ de
vecteur donn, nous avons montr que, pour qu’un espace/i connexion
afline A=/ puisse representer un espace projectif des paths P=, il faut
et il suflit que

(1.1) ,;,,,..-i-/] .,,,,,," ,)o,, --I-- (tp,,-.I- io,,,,

(1.2) $:. pt+q
p, , q et . 6tant respectivement un scalaire, deux vecteurs covariants
et un tenseur sym6trique covariant, o nous avns d6sign6 par le
point-virgule la d6riv6e covariante par rapport aux composantes
de la connexion affine et par //. le tenseur de courbure

(1.3) /p.._ OH + , fill,fl,,lI’,,-

Dans une Note prente) nous avons donn6 une interpretation
gomtrique des quations (1.1) et (1.2). L’quation (1.1) montre que
l’espaee A,+ connexion affine admet une eollination sousprojective
dans la direction de . L’luation (1.2) dit que le champ, de veeteur

est coherent, e’est--dire, si l’on dveloppe le long d’une courbe
quelonque de A,+, les directions sueeessives donnes par se eoupent
et elles forment une surface rle dveloppable sur le plan.

Dans la Note pre0iente, nous avons cho’mi, pour obtenir les lua-
tions (1.1)et (1.2), un systme de eoordonns sIeial dans lequel le
champ de veeteur a les eomposantes --, et nous avons transform
les rsultats obtenus dans les formes tensorielles (1.1) et (1.2). Dans
eette Note, nous d0iuirons ees r6mltats d’une maniire gnrale et
ajoutons quelques remarques sur les paramitres projeetifs sur les paths
de l’espace projeetif gnralis.

2. Considrons un espaee A=/ connexion affine a n+1 dimen-
sions dont les omposantes de la connexion sont// et qui eontient
un champ de veeteur et cherehons les conditions nssaire et suffi-
santes pour que routes les surfaces deux dimensions engendres
par les rayons rencontrant les mmes paths soient toujours totalement
gdsiques, les rayons tant les eourbes dfinies par les luations
diffrentielles

(2.1)
dr

e’es--dire, les tangentes aux rayons sont toujours dans les directions
dtermins par le champ de veeteur .

Soient

(2.2) --x(u, u)--x(u’), (a, 5, c, ...,f--0, 1)

les quations paramtriques d’une surface S,.. La surface tant
totalement gisique, ses quations paramtriques (2.2) doivent satis-
faire aax quations diffrentielles de la forme

1) K. Yano: Subprojective transformations, subprojective spaces and subprojec-
tire collineations. Proc. 20 (1944), 671-675.
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(2.3) --T---
UbOU

et les fonctions 1’ de u" ddfinissent la connexion affine induite sur labe

surface S. totalement godsique.
D’autre part, la surface S. tant engendre par les rayons dSfinis

par les quations diff.rentielles (2.1), le champ de vecteur doit tre
toujours tangent h la surface S. Doric, on doit avoir l’luation de la
forme

(2.4) e--= fi-v
off les v" sont des fonctions de u.

Les conditions d’intgrabilit des quations diffSrentielles (2.3)sont

(2.5) II .,,
Oub

0I Ra.bd sont les composantes du tenseur de courbure de la connexion
mfine i-be

(2.6) Ra.bcd._ 1-’ Ol:d
__

l-,ic l-,d ]-’fbd I-’Ou Ou

D’autre part, en prenant la drive de (2.4) par rapport u, et
en substituant dans les quations drives les quations (2.3), on trouve

off

Si toutes les surfaces deux dimensions engendr6es par les rayons
rencontrant un path arbitraire sont toujours totalement godsiques,
les quations (2.5) et (2.7) doivent tre satisfaites pour toutes les

valeurs de Ox---. telles que (2.4) soient valables.
Ou

Donc, prenons 0x de manire qu’on ait

0 =5’ et Ox-=V,
Ou Ou

off y est un vecteur arbitraire. Alors, les quations (2.5) nous don-
nent

(2.9)
fl.,o,"rf eR.oo+yR.010,

H.,o,y"rf eRO.ao+ r/R.o,
et les quations (2.7)



No. 1.] Sur les espaces . connexion affine. 19

: v;0q-v;0,
(2.10)

-l 0: ----- v :l+ v :.

Les quations (2.9) et (2.10) doivent tre valables pour n’importe
quelle direction y en un point quelconque de A./. Done, on obtient
respectivement de (2.9)

(2.11)

et de (2.10)

(i)

(ii)

et

(2.17) a; pa+qa,
comme les conditions ncessaires pour que les quations (2.5) et (2.7)
soient vaIables pour les valeurs quelconques satisfaisant aux (2.4),
off et , sont respectivement un vecteur et un tenseur ainsi dfinis.

Ces conditions sont suffisantes. Parce que, si l’on a (2.16) et (2.17),
en substituant les valeurs de . tires de (2.17) dans (2.16), on trouve

(i)
(2.12)

(ii)

off , , , ,v, a, p et q sont les fonctions de xa.
On voit que les dquations (2.11) (i) sont les cons&quences de (2.11)

(ii) et les quations (2.12) (i) celles de (2.12) (ii).
Or, en substituant les quations

+q,,q)a

tir&s de (2.12) (ii) dans les idenfis

on trouve

s quations (2.11) (ii), (2.14) et les idenfis

nous donent

(2.15) ...,,_ o,(, p +pq)+(,+p -pq,)

Donc, on a, des dquations (2.13) et (2,15),

+(v+q:+q: ,,+2q,,q)5

En dfinitive, nous avons obtenu

(2.16) .,. +of,+f
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I1 -.,(2.18) ...- ---o,,(%- p.)+(,--pq,)+(, q;--q,,q)

Par consequent, en nant comp de (2.17) et de (2.18) on voit
que les quations (2.5) et (2.7) sont toujours satisfaites par les valeurs

quelconques de fl-- satisfaisant aux (2.4).

Donc, nous avons redmontr le
Thdorme" Pour qu’un espe A+ 4 cnexion ane H d n+l

dimen contenant un champ de vector isse reprdsent un
pe ojectif des ths, st, ptr que t.tes l trfes da A+
dx dimen engendrdes par les rayo ddfinis par le champ de

vecteur et retrant un th arbitraire de A,+ sent totant
gdodu, il faut et il sut que composantes H de la cnexion
ane et cees de vector satfassent aux dx conditi (2.16) et
(2.7).

3. Dans une Note prcenD, nous avons montr que les dqua-
tions (2.16) expriment gmtriquement que l’espace A.+ admet une
collintion sousprojtive dans la dirtion de et les quations (2.17)
que si l’on dveloppe le long d’une cour quelconque, les directions
dfinies par en chaque point de la cour forment une surface dve-
loppable.

Cela tant, multiplions (2.5) par v et sommons par rapport
l’indice d, on trouve

%bcdV(3.1) IP. ub u u
en vertu de (2.4). D’autre part, des quations (2.3)et (2.7), on trouve

(3.2) x v.p;y "b’c
Oub u Ou

donc, en substimant (3.1) et (3.2) dans (2.16)contracts par

on trouve

u u

(3.3)

tant linairement inddpendants, on obtient

v..b;c .bcdt --Obc-b-bV
off nous avons pos

Cela tant, multiplions (2.17) par x_:_ et sommons par rapport
5u

c, alors on trouve, grace (2.7),

1) K. Yano" Subprojective transformations, subprojective spaces and subprojee-
tive coilineations, dja cit.
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_O,!v Ox +q,
Ou

Po 0 Ou

6tant lin6airement ind6pendants,

off nous avons pos6

v

Ou

Donc, on volt que la surface Sz totalement god6sique connexion
affine induite Fbe et contenant le champ de vecteur , satisfait aux
m6mes conditions que celles satisfaites par l’espace A+ ambiant.

4. Pour repr6senter leurs espaces projectifs des paths P n
dimensions, MM. J. H. C. Whitehead et J. Haantjes prennent un espace

connexion affine A+ n/ 1 dimensions et un champ de vecteur e
satisfaissant aux conditions

(4.1)

On sait que les conditions (4.1) expriment que l’espace connexion
affine A.+ admet une collination affine dans la direction de et le
champ de vecteur est concourant. Examinons ce cas.

Les paths de P. tant reprsents par les surfaces x(u, u)
deux dimensions totalement godsiques engendrtes par les rayons, on a

(4.2)

et

(4.3)

Les conditions d’int6grabilit6 de ces 6quations sont

(4.4)

(4.5) 5. 0x__f_ 0x v." 0/, 0/2 "
En contractant v (4.4) et en tenant compte de (4.3), on trouve

11.. Ox Ox " Ox R d

d’ofi, on a, grace t la premiere 6quation de (4.1),

8x R".v 0,

Xet, -u.(a=O, 1) tant linairement indpendants, on en trouve

(4.6) R.v=O
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En crivant les 6quations (4.6) pour c=0 et c= 1, on a respective-
ment

R.b00V-t- Ra.b01vl 0 et Ra.bl0V-b Ra.bll"V O.

Donc, R.b00 et R.bl tant nuls et v et v n’tant pas nuls tous les
deux, on en trouve

(4.7) Ra.bcd--O
D’autre part, en substituant dans (4.5) la deuxime quation de

(4.1), on obtient

x x va

d’of, les -x- tant linairement indpendants,

(4.8) ,C

Donc,
connexion affine indui ns courbureD, et le vur induit v est
concoant par raprt cet connexion ne indui.

La connexion affine indui sur nt ns cobure, supsons
qu’on ait choisi les paramtres u et u de lle manire que les com-
ns de la connexion affine indui r sont tou nulles. Alors
les uations de prennent la rome

(4.9) ouo + ?- -:-=o.oub

D’autre part, les quations (4.8) prennent la forme

--,
d’o on trouve v=u+c, c tant constantes, ou en rivant u au
lieu de u+c,

(4.0) v=u
c’est--dire, dans le sysme actuel de coordonns, le vur v a ses
comsans gales aux crdonns elles-mmes.

Cela po, choisissons, av MM. D. van Dantzig et J. Haantjes,
un systme de crdonns z de l’espace ambiant de telle manire
que lc vecteur a ses comsans =x, alors les quations (4.1}
nous donnent

(4.11) 11 11 et 1] 0,

et les quations (4.3) et (4.10)

1) J. Haantjes" On the projective geometry of paths, loc. cit.
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done, on en conclut que, dans un tel systme de coordonnes, les com-
posantes de la connexion affine I1 de l’espace ambiant sont les fonc-
tions homognes de degr moins un par rapport aux coordonn6es z de
l’espace ambiant et les fonctions z=z(uo, ) dfinissant ]a surface
totalement god6sique $2 sont homognes de degr un par rapport aux
paramtres u.

Un path de A+ sur $2 tant une ligne droite sur $2, on peut
poser ses quations sous la forme

u lt+c

Alors, les coordon(es x(u)-x(t+c) des points de paths de A/
tant les fonctions de t, on a

dt u dt--- + II,, dxdt dxdt ubu +II-Ub 8xEu lbl

et par cons6quent, ces quations et (4.9) nous donnent

_t_Hdxdx=0,
d2 dt dt

ce qui montre que le paramtre t est un paramtre affine pour le path
de A/.

D’autre part, on saltt) que le paramtre affine pour le path de
A/t est un paramtre projectif pour le path de P repr6sent6 par

Or, les coordonnes a(u, u) ulx’( w--, 1) 6tant homognes,

on peut prendre u]u comme paramtre sur le path de P, et l’6quation

(4.12) u-
u lt+c

montre que u’]uIest un paramtre projtif comme l’a dj montr
M. J. Haantjes).

Cela tant, choisissons cette fois, av MM. O. Veblen et J. H. C.
Whitehead, un sysme de coordonndes x de l’espace ambiant de telle
manire que le vteur e a s composans =], alors les quations
(4.1) nous donnent

(4.13) 011’-0 etx0

et les quations (4.3) et (4.10)

X
O0

1) K. Yo: Proeetive parxmers in proeeive and eonformal geometries.
Pe. O (1944), 4-53. $. H. C. Whitehead: The reprntion of probative spaces,
Ioe. eit.

2) $. Hntjes: On the projective geomeCry of paths, 1.
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OU

1 8x-- u et 0-- 8x--- u

donc, on en conclut que, dans un tel systme de coordonnes, les com-
sans de la connexion affine H de l’espace ambiant sont les fonc-
tions indpendans de la variabl x, et les fonctions x=x(u, u)
dfinisnt la surface lement gsique S nt donns restive-
ment par

x=log p(u) et x=x(u),

off g(u) et x(u) sont les fonctions homognes par rapport aux u de
degr un et de degr zdro respectivement.

Donc, le int de P tant complment dtermin par les fonc-
tions x(u, u) les relations

x=log,(u,u)=logfl( 1)+logu. u’=x’(u’,u)=x’( ua 1)
montrent que u]u est un paramtre sur le path de P.

Comme dans le cas pr&ent, on ut facilement montrd que le
raprt u/u est un paramtre projtif sur le path et il cffincide av
celui de MM. J. H. C. Whihead et L. BerwaldD.

1) L. Berwa|d" On the projective geometry of paths, Annals of Math. 37 (1936),
879-898.


