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Résumé

Soit Ω ⊂ RN , borné régulier, N ≥ 5 et p = 2N
N−4 . On montre que le

problème biharmonique{
∆2u = |u|p−2 u + fu dans Ω

∆u = u = 0 sur ∂Ω

admet au moins deux solutions dans H = H2 (Ω)∩H1
0 (Ω) lorsque f ∈ H∗ est

non nul et soumis à une certaine condition.

1 Introduction

Soit Ω un ouvert borné régulier de RN , N ≥ 5, on poseH = H2 (Ω) ∩ H1
0 (Ω)

que l’on munit de la norme ‖u‖2
H =

∫
Ω |∆u|2 dx, équivalente à la norme usuelle sur

l’espace de Sobolev H2 (Ω) .L’injection continue H (Ω)→ Lp (Ω) n’est pas compacte
pour l’exposant critique p = 2N

N−4
et la constante de Sobolev S correspondant à cette

injection est donnée par

(1.1)S = Inf
{∫

Ω
|∆u|2 ; u ∈ H;

∫
Ω
|u|p = 1

}
.

Ce minimum, indépendant du domaine Ω, n’est jamais atteint [12]. Suivant l’idée
de Brezis et Nirenberg [3] concernant l’analogue de (1, 1) pour le Laplacien , on
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considère le problème biharmonique

(1.2)


∆2u = |u|p−2 u + fu dans Ω

∆u = u = 0 sur ∂Ω
u ∈ H, 0 6= f ∈ H∗.

Il est bien connu que les les solutions faibles de (1.2) sont les points critiques de
la fonctionnelle F définie sur H par

(1.3) F (u) =
1

2

∫
Ω
|∆u|2 − 1

p

∫
Ω
|u|p −

∫
Ω

fu.

Mais comme l’injection H → Lp (Ω) n’est pas compacte, le minimum de F
n’est pas nécessairement atteint. Différents résultats d’existence et de multiplicité
de solutions non triviales d’équations de quatrième ordre avec exposant critique sur
un domaine borné ont été établis, en particulier dans[8] , [9] , [13]et[2].

D’autre part Guedda et al. [10]ont récemment montré que le minimum(1.1) peut
être atteint par une perturbation de la contrainte de la forme : ‖u + ϕ‖p = 1, ϕ 6= 0.

Dans ce travail on utilise les mêmes arguments que ceux de Tarantello pour
l’équation du second ordre[11]. De manière analogue on considère la condition

(1.4)


∫

Ω fu < CN

(∫
Ω |∆u|2

)N+4
4

∀u ∈ H, ‖u‖p = 1, avecCN = 8
N−4

(
N−4
N+4

)N+4
8 .

On montre alors le résultat principal suivant
Théorème 1 -Soit f ∈ H∗,non identiquement nul et vérifiant la condition (1.4).

Alors le problème (1.2) admet au moins deux solutions distinctes.
Pour démontrer notre résultat on procède en deux étapes : on commence par

montrer l’existence d’une première solution u0 du problème (1.3) au fait on montre
(Théorème 3.1) que c0, minimum de F est atteint en u0 par application du principe
variationnel d’Ekeland à la fonctionnelle F . On montre ensuite (Théorème 4.1)
qu’un second minimum local c1 (c1 > c0) est atteint en u1, pour cela on trouve une
majoration de c1qui permet de vérifier une condition de Palais-Smale locale pour la
fonctionnelle F .

Le plan de l’article est le suivant : dans la section 2 on montre que la fonctionnelle
F vérifie la condition de Palais-Smale locale (P.S)c avec c ∈

]
0, 2

N
S
N
4 + c0

[
.La

section 3 est consacrée à la démonstration du Théorème 3.1, plusieurs lemmes sont
nécessaires pour établir ce résultat. Dans la section 4 on donne la preuve du théorème
4.1 : on détermine cMP à partir de la Proposition 4.2 puis on établit l’inégalité (4.2)
reliant c0, c1 et cMP .On termine cette section et la démonstration du Théorème 4.1
par l’application du principe variationnel d’Ekeland puis de (PS)c1 .
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2 Verification de la Condition de Palais-Smale locale

Soit M = {u ∈ H; 〈F ′ (u) , u〉 = 0}. F est bornée inférieurement sur M.En effet

(2.1) F (u) =

(
1

2
− 1

p

)∫
Ω
|∆u|2 +

(
1

p
− 1

) ∫
Ω

fu.∀u ∈M

commef vérifie (1.4) alors

(2.2) F (u) ≥ − 1

32
(N + 4)

2 ‖f‖2
H∗ .

On pose
(2.3) c0 = Infv∈MF (v)

Proposition 2.1 -La fonctionnelle F vérifie la condition (P.S)c pour tout c <

c0 + 2
N

S
N
4 où S est la constante de Sobolev définie par (1.1)

Preuve : Soit (un) une suite d’éléments de H telle que F (un) converge vers c et
‖F ′ (un)‖ tend vers 0. On vérifie q’une telle suite est bornée, elle admet alors une
sous-suite, notée encore(un) ,qui converge faiblement vers un élément u deH. Ainsi
u est une solution faible de (1.3) ,en particulier u ∈M et u 6= 0.

Posons vn = un− u ;vn→ 0 faiblement dans H.Le reste de cette section consiste
à montrer que ‖vn‖H → 0.

D’après Brézis-Lieb [5] on a : ‖un‖pp = ‖vn‖pp + ‖u‖pp + o (1) ; ainsi pour n assez
grand on peut écrire

c0 +
2

N
S
N
4 > F (u) +

1

2
‖vn‖2

H −
1

p
‖vn‖pp + o (1) .

Mais comme F (u) ≥ c0, on déduit

(2.4)
1

2
‖vn‖2

H −
1

p
‖vn‖pp <

2

N
S
N
4 + o (1) .

D’autre part comme F
′
(un)→ 0 dans H∗ on obtient pour n assez grand〈

F
′
(un) , un

〉
= o (1) = 〈F ′ (u) , u〉+ ‖vn‖2

H − ‖vn‖
p
p + o (1)

et comme u ∈M on a
‖vn‖2

H = ‖vn‖pp + o (1) .

Soit l = lim‖vn‖pp ,de la relation précédente et de l’inégalité de Sobolev on voit que

l = 0 ou l > S
N
4 ,en passant à la limite dans (2.4) on déduit que l = 0. Ainsi un

converge fortement vers u.
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3 Existence de la premi ère solution

Théorème 3.1-Soit f ∈ H∗ vérifiant la condition (1.4) .Alors l’infimum(2.3) est
atteint par une fonction u0 ∈M.En particulier u0 est un minimum local de F.

Preuve : d’après (2.2) c0 est minorée. On cherche ensuite une borne supérieure
de c0. Pour cela on considère la fonction

Ψ (t) = t ‖u‖2
H − tp−1 ‖u‖pp ; u ∈M, u 6= 0.

Ψ est concave et atteint son maximum en tm =
(

‖u‖2H
(p−1)‖u‖pp

) 1
p−2

, avec Ψ (tm) =

cN
‖u‖

N+4
N

H

‖u‖
N
2
p

.

Commef vérifie (1.4) on a
∫
Ω fu < Ψ(tm) . Deux cas se présentent alors :

3.a) Si
∫

Ω fu ≤ 0, ∃!t1=t1 (u) ; 0 < t1 < tm; tel que
∫
Ω fu = Ψ(t1) et Ψ′ (t1) < 0

de plus F (t1.u) = Supt>tmF (t.u) .
3.b) Si

∫
Ω fu > 0, ∃!t2 = t2 (u) ; 0 < t2 < tm < t1tel que

∫
Ω fu = Ψ(t1) = Ψ (t2)

et Ψ′ (t2) > 0 > Ψ′ (t1) ,de plus F (t2.u) ≤ F (t.u)∀t ∈ [0, t1] .
Soit v dans H une solution du problème : ∆2u = f, f 6= 0.Comme

∫
Ω fv > 0,

d’après 3.b) ∃t2 > 0 tel que F (t2.v) < −2t22
N
‖f‖2

H∗ ,par conséquent c0 est majorée

(3.1) c0< −
2t2

2

N
‖f‖2

H∗ .

Suite aux propriétés de F et InfF, le principe variationnel d’Ekeland [7] s’applique
et assure l’existence d’une suite (un) ⊂M vérifiant

(3.i) F (un) < c0 +
1

n

(3.ii) F (w) ≥ F (un)−
1

n
‖w − un‖2

H ; ∀w ∈ H.

D’après (3.i) et (3.1) on a pour n assez grand

F (un) < c0 +
1

n
< −2t2

2

N
‖f‖2

H∗

on en déduit
(3.2)

∫
Ω

fun ≥ t2
2 ‖f‖

2
H∗ > 0

et

(3.3)
4t2

2

N + 4
‖f‖H∗ ≤ ‖un‖H ≤

N + 4

4
‖f‖H∗ .

Par conséquent (un) admet une sous-suite ( notée (un)) qui converge faiblement
vers u0 dans H. Pour montrer que la suite (un) converge fortement vers u0 et qu’ainsi
la valeur c0 est atteinte, on utilisera la proposition (2.1) .On démontre

Proposition 3.2 - limn→∞ ‖F ′ (un)‖ = 0.
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La démonstration de ce résultat repose sur 3 lemmes pour lesquels on suppose
fnon identiquement nulle et vérifiant la condition (1.4).

Lemme 3.3 -Le minimum Sf défini par

Sf := Inf
{
CN ‖u‖

N+4
4

H −
∫

Ω
fu; u ∈ H; ‖u‖p = 1

}

est atteint et Sf > 0.
Preuve : ce problème de minimisation est une perturbation de (1.1) , la démons-

tration se fait par la méthode de Brezis-Nirenberg [3].Pour plus de détails voir [6]
Lemme 3.4 -Soit u ∈M, u 6= 0;alors ‖u‖2

H − (p− 1) ‖u‖pp 6= 0.

Preuve. On considère la fonction Φ (u) = CN
‖u‖

N+4
4

H

‖u‖
N
4
p

−
∫
Ω fu. Elle vérifie Φ (tu) =

tΦ(u) pour t > 0 et ‖u‖p = 1,de plus étant donné γ > 0 on a d’après le lemme 3.3

(3.4) Inf‖u‖p≥γΦ(u) ≥ γSf > 0.

Supposons ‖u‖2
H − (p− 1) ‖u‖pp = 0 pour un certain u 6= 0 dans M , on en déduit

immédiatement que

‖u‖p ≥
(

S

p− 1

) 1
p
−2

et (p− 2) ‖u‖pp −
∫

Ω
fu = 0.

En faisant γ =
(

S
p−1

) 1
p
−2

dans (3.4), un calcul direct mène à la contradiction

0 < γSf ≤ Φ(u) = 0.

Lemme 3.5 -Soit u ∈ M, u 6= 0; alors ∃ε > 0 et une fonction différentiable
g = g (w) > 0 où w ∈ H; ‖w‖H < ε, vérifiant

i)g (0) = 1 , ii)g (w) (u− w) ∈M ; ‖w‖H < ε

iii) 〈g′ (0) , w〉 =
2
∫

Ω ∆u∆w− p
∫

Ω |u|
p−2 uw −

∫
Ω fw

‖u‖2
H − (p− 1) ‖u‖pp

.

Preuve : par application au point (1, 0) du théorème des fonctions implicites à
la fonction G (s, w) = s ‖u− w‖2

H − ‖u− w‖pp sp−1 − ∫Ω f(u− w),définie sur R×H.
Démonstration de la Proposition 3.2 - Supposons que pour un certain n assez

grand on ait ‖F ′ (un)‖ > 0 et prenons u = un et w = δ F ′(un)
‖F ′(un)‖ avec δ > 0 assez petit.

Soit g donné par le Lemme 3.5, posons wδ = g (w) (un − w) ∈ M ;d’après (3.ii) du
principe d’Ekeland on obtient

F (un)− F (wδ) = 〈F ′ (wδ) , un −wδ〉 + o (δ)

= (1− g (w)) 〈F ′ (w) , un〉+ δg (w)

〈
F ′ (wδ) ,

F ′ (un)

‖F ′ (un)‖

〉
+ o (δ)

≤ 1

n
‖wδ − un‖H .
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Divisons par δ et passons à la limite lorsque δ → 0. On pose g′n (0) =
〈
g′ (0) , F ′(un)

‖F ′(un)‖

〉
,

on a

1

n
(1 + |g′n (0)| ‖un‖H)

≥ −g′n (0) 〈F ′ (un) , un〉 + ‖F ′ (un)‖
= ‖F ′ (un)‖ .

Ainsi d’après (3.3) on obtient

‖F ′ (un)‖ ≤
C1

n
(1 + |g′n (0)|) , C1 > 0.

De (3.3) et du Lemme 3.5 (iii)) on obtient

|g′n (0)| ≤ C2∣∣∣‖un‖2
H − (p− 1) ‖un‖pp

∣∣∣ , C2 > 0.

Pour aboutir à une contradiction avec l’hypothèse de départ, on montre que
|g′n (0)| est bornée uniformément en établissant que

(3.5)
∣∣∣ ‖un‖2

H − (p− 1) ‖un‖pp
∣∣∣ ≥ α > 0

Preuve de (3.5) : supposons qu’il existe (un) tel que

(3.6) ‖un‖2
H − (p− 1) ‖un‖pp = o (1) ,

alors (3.3) entrâıne que ‖un‖p ≥ C3 ; d’où

(
‖un‖2

H

p− 1

)N
4

−
(
‖un‖pp

)N
4 = o (1) ,

comme un est dans M,l’hypothèse (3.6) donne∫
Ω

fun = (p− 2) ‖un‖pp + o (1) .

Cette relation, (3.6) et (3.4) aboutissent à la contradiction suivante

0 < C
N+4

4
3 Sf ≤ Φ(un) ‖un‖

N
4
p = o (1) .

Ainsi (3.5) a lieu et |g′n (0)| est uniformément bornée, d’où

lim
n→∞

‖F ′ (un)‖ = 0.

Pour montrer que u0 est un minimum local de F on remarque que pour u ∈ H
vérifiant

∫
Ω fu > 0,3.b) entrâıne que u ∈M+ avec

M+ =
{
u ∈M ; ‖u‖2

H − (p− 1) ‖u‖pp > 0
}
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et aussi que F (s.u) ≥ F (t2.u) pour tout 0 < s < tm, en particulier si u = u0 ∈
M+, on a

(3.7) t2 = 1 <

(
‖u0‖2

H

(p− 1) ‖u0‖pp

) 1
p−2

.

Soit ε assez petit de sorte que(3.7) ait lieu pour (u0 − w) avec ‖w‖H < ε.Par
le Lemme 3.5 ∃ g > 0 vérifiant g (w) (u0 − w) ∈ M et limw→0 g (w) = 1;ainsi
g (w) (u0 − w) ∈ M+puisqu’on peut supposer que pour w ∈ H tel que ‖w‖H < ε,

on a : g (w) <
(

‖u0−w‖2H
(p−1)‖u0−w‖pp

) 1
p−2

.

Soit 0 < t <
(

‖u0−w‖2H
(p−1)‖u0−w‖pp

) 1
p−2

, on a d’après 3.b)

F (u0) ≤ F (g (w) (u0 − w)) ≤ F (t (u0 − w)) .

En particulier pour t = 1 on a

F (u0) ≤ F (u0 − w) ; ∀w ∈ H; ‖w‖ < ε.

4 Existence de la deuxi ème solution

Dans cette section on montre que F admet une seconde valeur critique c1différente
de c0 ;notons par M− =

{
u ∈M ; ‖u‖2H − (p− 1) ‖u‖pp < 0

}
.D’après le lemme 3.4 on

peut écrire M = M− ∪M+ ∪ {0} .On pose

(4.1) c1 = InfM−F

Théorème 4.1-Soit f ∈ H∗ non nul et vérifiant la condition (1.4) . Alors le
minimum c1est atteint en u1 ∈M−. De plus c1 > c0.

La preuve de ce résultat repose essentiellement sur le principe Inf-Max d’Ambro-
setti-Rabinowitz qui fournit une valeur critique cMP telle que

(4.2) c1 ≤ cMP < c0 +
2

N
S
N
4 .

On déduit de(4.2) en particulier que F vérifie (PS)c1. On peut alors utiliser de
nouveau le principe variationnel d’Ekeland pour conclure. Démontrer le Théorème
4.1 revient donc à exhiber cMP (à partir de la Proposition 4.2) puis établir les
inégalités (4.2) .

On considère les fonctions uε,a définies par

uε,a (x) =
ε
N−4

4 ξa(
ε + |x− a|2

)N−4
2

où a ∈ Ω est tel que u0 (a) > 0 et ξa ∈ C∞0 (Ω) ; 0 ≤ ξa ≤ 1 et ξa ≡ 1 dans un
voisinage de a.
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1 re étape.

Proposition 4.2-∀t > 0 il existe ε0 = ε0(t, a) tel que ∀ ε < ε0 on a

F (u0 + tuε,a) <
2

N
S
N
4 + c0

La preuve est une adaptation de la méthode de Brézis-Nirenbreg [3] pour le
problème harmonique et utilise aussi les estimations obtenues dans [8] sur les fonctions
uε,a.Posons

Iε : = ‖u0 + tuε,a‖pp − ‖u0‖pp − tp
∫

Ω
|uε,a|p

−pt
∫

Ω
u0uε,a

(
|u0|p−2 + tp−2 |uε,a|p−2

)

On commence par établir l’estimation suivante
Lemme 4.3 -Iε = o

(
εN−4

4

)
Preuve. i)1 ≤ p ≤ 3.D’après [4] (lemma 4)étant donnés α, β ∈ R, ∃c = c (p) tel

que∣∣∣|α + β|q − |α|q − |β|q − qαβ
(
|α|q−2

+ |β|q−2
)∣∣∣ ≤ {c |α| |β|q−1 ; si |α| ≥ |β|

c |α|q−1 |β| ; si |α| ≤ |β|
Par conséquent il existe C > 0 tel que
|Iε| ≤ C

(
t
∫
|u0|≤t|uε,a | |u0|p−1 |uε,a|+ tp−1

∫
|u0|>t|uε,a| |u0| |uε,a|p−1

)
|Iε| ≤ I1

ε + I2
ε .

On montre ensuite que les intégrales I iε vérifient I iε = o
(
εN−4

4

)
.En effet comme

{|u0| ≤ t |uε,0|} ⊂
{
|x| ≤ k1ε

1
4

}
et {|u0| ≥ t |uε,0|} ⊂

{
r0 ≥ |x| ≥ k2ε

1
2

}
, on a

I1
ε ≤ K1ε

N−4
4

∫ k1ε
1
4

0

rN−1

(ε + r2)
N−4

2

dr

I2
ε ≤ K2ε

N+4
4

∫ r0

k2ε
1
2

rN−1

(ε + r2) N+4
4

dr,

le calcul des termes de droite donne

I iε = o
(
ε
N−4

4

)
, i = 1, 2.

ii) p ≥ 3.On utilise dans ce cas l’inégalité [4] :∣∣∣|α + β|q − |α|q − |β|q − qαβ
(
|α|q−2 + |β|q−2

)∣∣∣ ≤ c
(
|α|q−2 β2 + α2 |β|q−2

)
.

Les calculs sont analogues à ceux du cas précédant.
Preuve de la proposition 4.2.Pour préciser les estimations des termes qui apparaissent

dans le développement de F (u0 + tuε,a) posons A = ‖u1,0‖pp ; et B = ‖u1,0‖2
H(

on a A
2
p = B

S
, S définie par (1.1)

)
.On sait d’après [8] que

‖uε,a‖2H = B + o
(
ε
N−4

2

)
(4.3) ‖uε,a‖2

p =
B

S
+ o

(
ε
N−4

2

)
‖uε,a‖pp =

(
B

S

) p
2

+ o
(
ε
N
2

)
= A + o

(
ε
N
2

)
.
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D’autre part comme u0 est solution du problème (1.3) on peut écrire

F (u0 + tuε,a) = F (u0) +
t2

2
B − tp

p
A− tp−1

∫
Ω
|uε,a|p−1 u0 + t

∫
Ω

∆u0∆uε,a

−t
∫

Ω
|u0|p−2 u0uε,a − t

∫
Ω

fuε,a + o
(
ε
N−4

4

)
.

un calcul simple donne

(4.4)
∫

Ω
|uε,a|p−1 u0dx = Dε

N−4
4 u0 (a) + o

(
ε
N−4

4

)

où D =
∫
RN

dx

(1+|x|2)
N+4

4

; de même on vérifie que les trois dernières intégrales de

l’expression F (u0 + tuε,a)sont de l’ordre de O
(
ε
N−4

4

)
d’où

F (u0 + tuε,a) = F (u0) +
t2

2
B − tp

p
A− u0 (a)Dε

N−4
4 tp−1 + o

(
ε
N−4

4

)
.

Posons ϕ (t) = B t2

2
−u0 (a)Dε

N−4
4 tp−1−A tp

p
.Si ϕatteint son maximum en tε > 0

alors

(4.5) tεA
(

B

A
− tp−2

ε

)
= (p− 1) u0 (a)Dε

N−4
4 tp−2

ε > 0.

Posons T0 =
(
B
A

) 1
p−2 ,alors nécessairement

(4.6)

{
T0 > tε > 0

tε → T0; lorsqueε→ 0

Ecrivons tε = T0 (1− δε) ;où δε →0 lorsqueε→ 0, l’estimation (1− δε)
p ∼ 1−pδε

permet de transformer (4.5) en

(p− 2)

(
Bp−1

A

) 1
p−2

δε = (p− 1)
B

A
u0 (a)Dε

N−4
4 + (p− 2) δεε

N−4
4 ,

d’où

(4.7) δε =
N + 4

8
T p−1

0 u0 (a)Dε
N−4

4 + o
(
ε
N−4

4

)
.

De (4.6) on déduit

F (u0 + tuε,a) = c0 + ϕ (t) + o
(
ε
N−4

4

)
≤ c0 + ϕ (tε) + o

(
ε
N−4

4

)
= c0 +

2

N
S
N
4 − T p−1

0 u0 (a)Dε
N−4

4 + o
(
ε
N−4

4

)
.

Ainsi le choix d’un ε0 assez petit permet d’écrire

F (u0 + tuε,a) < c0 +
2

N
S
N
4 ; ∀ε < ε0
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Supt≥0F (u0 + tuε,a) < c0 +
2

N
S
N
4 .

2e étape.

c1≤cMP < c0 +
2

N
S
N
4

Preuve : Soit u ∈ H tel que ‖u‖H = ‖u‖p = 1, d’après 3.a) il existe t1 = t1 (u) > 0
tel que t1u ∈ M− et Supt≥tmF (t.u) = F (t1.u) .En particulier pour u ∈ M

vérifiant t1

(
u
‖u‖H

)
= ‖u‖H ,on a u ∈ M−; ainsi la variétéM− partage H en deux

composantes connexes O1 et O2 telles que
H −M− = O1 ∪O2 où

O1 =

{
u = 0, ou ‖u‖H < t1

(
u

‖u‖H

)}

O2 =

{
u; ‖u‖H > t1

(
u

‖u‖H

)}

On a u0 ∈ O1 car M+ ⊂ O1,on choisit ensuite vε ∈ O2 de la forme

vε = u0 + t0uε,a en prenant t0 =
( |c24−‖u0‖2H|

B

)1
2

+ 1, l’existence de la

constante c4 > 0 étant assurée par la maximalité de t1 : 0 < t1 (u) <
c4,∀u; ‖u‖H = 1.

Considérons cMP = Infh∈PMaxtF (h (t)) où P désigne l’ensemble des chemins
continus reliant u0 et vε.On a Im(h) ∩ M− 6= ∅, ainsi cMP ≥ c1.D’autre part la
définition de F et l’inégalité de Sobolev montrent que F vérifie les hypothèses du
théorème de Mountain-Pass [1] ;d’après la Proposition 4.2 on a

cMP ≤ Supt>0F (u0 + tuε,a) <
2

N
S
N
4 + c0

De plus cMP est une valeur critique puisqueF vérifie la condition (PS)cMP
.

Fin de la demonstration du Théorème 4.1. les conditions d’application du principe
variationnel d’Ekeland étant remplies, soit un une suite minimisante du problème
4.1, on montre de manière analogue à celle du Théorème 3.1 que F vérifie (PS)c1 ,
ainsi (un) admet une sous-suite qui converge fortement vers u1 ∈M−;par conséquent
u1 6= u0, u1 est un point critique de F et F (u1) = c1.
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