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Existence de solutions pour un probleme
biharmoniqgue non homogene avec exposant
critique de Sobolev

Samira Benmouloud

Résumé
Soit © C RY, borné régulier, N > 5 et p = %. On montre que le
probleme biharmonique
A%y = |u|P " u+ fu dans Q
Au = u = 0 sur 0f)

admet au moins deux solutions dans H = H? (Q)NH} () lorsque f € H* est
non nul et soumis a une certaine condition.

Introduction

Soit © un ouvert borné régulier de RY, N > 5, on poseH = H?*(Q) N H} (Q)
’ . 2 2 . N
que I'on munit de la norme |lul|3; = [ |[Au|” dz, équivalente a la norme usuelle sur

I'espace de Sobolev H? () .L’injection continue H (2) — L? (Q) n’est pas compacte
et la constante de Sobolev S correspondant a cette

2N
N—-4

injection est donnée par

(1.1)S:Inf{/Q|Au|2;uGH;/Q|u|p:1}.

Ce minimum, indépendant du domaine 2, n’est jamais atteint [12]. Suivant 'idée

de Brezis et Nirenberg [3] concernant I’analogue de (1,1) pour le Laplacien , on
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considere le probleme biharmonique

A%y = |u|" " u + fu dans Q
(1.2) Au = u = 0 sur 0
uwe H0#feH".

I1 est bien connu que les les solutions faibles de (1.2) sont les points critiques de
la fonctionnelle F' définie sur H par

(1.3) F (u) = %/ﬂmuﬁ—%/ﬂw—/ﬂm.

Mais comme linjection H — LP (2) n’est pas compacte, le minimum de F
n’est pas nécessairement atteint. Différents résultats d’existence et de multiplicité
de solutions non triviales d’équations de quatrieme ordre avec exposant critique sur
un domaine borné ont été établis, en particulier dans[8], [9], [13]et[2].

D’autre part Guedda et al. [10]Jont récemment montré que le minimum(1.1) peut
étre atteint par une perturbation de la contrainte de la forme : [[u + ||, = 1,¢ # 0.

Dans ce travail on utilise les mémes arguments que ceux de Tarantello pour
I’équation du second ordre[11]. De maniére analogue on considere la condition

(14 Jo fu < Cn (Jo|Au?) »

Vu € H, |ull, = 1,avecCy = 325 (N—:Lj) i

On montre alors le résultat principal suivant

Théoréme 1-Soit f € H* non identiquement nul et vérifiant la condition (1.4).
Alors le probleme (1.2) admet au moins deux solutions distinctes.

Pour démontrer notre résultat on procede en deux étapes : on commence par
montrer 'existence d’une premiere solution uo du probleme (1.3) au fait on montre
(Théoreme 3.1) que ¢y, minimum de F est atteint en wu par application du principe
variationnel d’Ekeland a la fonctionnelle F'. On montre ensuite (Théoréme 4.1)
qu'un second minimum local ¢; (¢; > ¢p) est atteint en uy, pour cela on trouve une
majoration de cyqui permet de vérifier une condition de Palais-Smale locale pour la
fonctionnelle F.

Le plan de I'article est le suivant : dans la section 2 on montre que la fonctionnelle
F vérifie la condition de Palais-Smale locale (P.S), avec ¢ € }O, %S% —i—co[.La
section 3 est consacrée a la démonstration du Théoreme 3.1, plusieurs lemmes sont
nécessaires pour établir ce résultat. Dans la section 4 on donne la preuve du théoreme
4.1 : on détermine cprp a partir de la Proposition 4.2 puis on établit I'inégalité (4.2)
reliant cg, 1 et ¢prp.On termine cette section et la démonstration du Théoreme 4.1
par l'application du principe variationnel d’Ekeland puis de (PS5)

c1
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2 Verification de la Condition de Palais-Smale locale

Soit M = {u € H;(F'(u),u) = 0}. F est bornée inférieurement sur M.En effet
1 1 , (1
(2.1) F (u) = (— - —>/ Auf + (— = 1) / fuNue M
2 plJa P Q

commef vérifie (1.4) alors
1 2 £112
(22) F (u) 2 =5 (N +4)7 [ f ;-

On pose
(2.3) co = Infoem F (v)

Proposition 2.1-La fonctionnelle F vérifie la condition (P.S), pour tout ¢ <
co + %S% ot S est la constante de Sobolev définie par (1.1)

Preuve : Soit (u,) une suite d’éléments de H telle que F' (u,,) converge vers ¢ et
| F" (uy,)]| tend vers 0. On vérifie q'une telle suite est bornée, elle admet alors une
sous-suite, notée encore(u,,) ,qui converge faiblement vers un élément u deH. Ainsi
u est une solution faible de (1.3) ,en particulier u € M et u # 0.

Posons v,, = u,, — u;v, — 0 faiblement dans H.Le reste de cette section consiste
a montrer que ||v,||; — 0.

Drapres Brézis-Lieb [5] on a @ |lup[|) = [lval[} + [Jull) + 0(1); ainsi pour n assez
grand on peut écrire

2 n 1o L. o
co—l—NSzx >F(U)+§H'UnHH_z_9H'Uan"‘O(l)-

Mais comme F' (u) > ¢y, on déduit

1 5 1 2 . n
@) lonlly = Sl < 5% 0 (1),

D’autre part comme F' (u,) — 0 dans H* on obtient pour n assez grand

<F/ (un) un> =0(1) = (F' (u) ,u) + |[vallzy — loall? + 0 (1)
et comme uv € M on a
2
ol = lloall; +o(1).

Soit [ = Tim [|v,[|} ,de la relation précédente et de I'inégalité de Sobolev on voit que

l=0o0ul > S%,en passant a la limite dans (2.4) on déduit que [ = 0. Ainsi u,
converge fortement vers u.
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3 Existence de la premi ere solution

Théoréme 3.1-Soit f € H* vérifiant la condition (1.4).Alors Uinfimum(2.3) est
atteint par une fonction uy € M.En particulier ug est un minimum local de F.

Preuve : d’apres (2.2) ¢ est minorée. On cherche ensuite une borne supérieure
de ¢y. Pour cela on considére la fonction

V() = tully — " flullysu € Mu#0.

1

. . 2 p—2
U est concave et atteint son maximum en t¢,, = lelly avec VU (t,) =
(p=Dlullp ’
N4
[l
CN HM .
[l

Commef vérifie (1.4) on a [ fu < ¥ (t,,) . Deux cas se présentent alors :

3.a) Si Jo fu < 0,3 -t1 (u);0 <ty < ty; tel que o fu =V (t1) et ¥ (t1) <O
de plus F (t;.u) = Supssy,, F (t.u).

3.b) Si [o fu > 0,3y =t (u);0 < ta <ty < titel que [ fu =V (t1) = U (3)
et W' (ty) >0 > W' (t1),de plus F (to.u) < F (t.u)Vt € [0,t4] .

Soit v dans H une solution du probleme : A%y = f, f # 0.Comme [, fv > 0,
d’apres 3.b) Jty > 0 tel que F (t2.0) < —% | £1|5. ;par conséquent ¢ est majorée

2t2
(81 o= 5 Il

Suite aux propriétés de F' et InfF, le principe variationnel d’Ekeland [7] s’applique
et assure l'existence d'une suite (u,) C M vérifiant

1
(3.4) Fl(u,) < o+
1
(3.i)  F(w) > F(un)—EHw—unHz;VweH.

D’apres (3.7) et (3.1) on a pour n assez grand

1 22
F(un) < o+~ < =2 |-

on en déduit
2
32) [ fun = BI1f1. >0

et

At? N +4
g Ml < el < == 11l

Par conséquent (u,) admet une sous-suite ( notée (u,)) qui converge faiblement
vers uy dans H. Pour montrer que la suite (u,) converge fortement vers ug et qu’ainsi
la valeur ¢( est atteinte, on utilisera la proposition (2.1).On démontre

Proposition 3.2- lim, . ||F’ (u,)|| = 0.

(3.3)
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La démonstration de ce résultat repose sur 3 lemmes pour lesquels on suppose
fnon identiquement nulle et vérifiant la condition (1.4).
Lemme 3.3-Le minimum Sy défini par

N+4

Sy = Inf {CN ul| —/qusu € H; [[ull, = 1}

est atteint et Sy > 0.

Preuve : ce probleme de minimisation est une perturbation de (1.1), la démons-
tration se fait par la méthode de Brezis-Nirenberg [3].Pour plus de détails voir [6]

Lemme 3.4-Soit u € M,u # 0;alors |Ju? — (p — 1) [ully # 0.

N+4
llll

Preuve. On considere la fonction ¢ (u) = Cny—Hx— — [, fu. Elle vérifie  (tu) =
llll 5

t® (u) pour ¢ > 0 et [Jul|,, = 1,de plus étant donné v > 0 on a d’apres le lemme 3.3
(3:4)  Infjuy,>® (u) = Sy > 0.

Supposons ||ul3, — (p — 1) [ull;, = 0 pour un certain u # 0 dans M, on en déduit
immédiatement que

g \r?
Jul, = | — et (p—2)lull; — [ fu=0.
1 0

p

S

-]
p—l) ” dans (3.4), un calcul direct meéne a la contradiction

En faisant v = (
O<’ySf§<I>(u) =0.

Lemme 3.5-Soit v € M,u # 0; alors 3¢ > 0 et une fonction différentiable
g=g(w)>0o0uwe H;|w|y <e, vérifiant
i)g(0) =1 , i)g (w) (u—w) € M; |lwlly <e
2 fo AuAw — P72y —
[ull = (p = 1) fJull;

Preuve : par application au point (1, 0) du théoreme des fonctions implicites a
la fonction G (s, w) = s ||u — wl|3, — |lu — w||? P71 — [q f(u—w),définie sur R x H.

Démonstration de la Proposition 3.2 - Supposons que pour un certain n assez
grand on ait || F” (u,)|| > 0 et prenons u = u,, et w = (5% avec § > 0 assez petit.
Soit g donné par le Lemme 3.5, posons ws = g (w) (u, — w) € M;d’apres (3.ii) du
principe d’Ekeland on obtient

F(up) — F(ws) = (F'(ws),un, —ws) + 0(0)
(1 g (w) (P (w) ,u) + 59 () <F’ <w5>,%>+0<5>
1

< sl
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Divisons par 0 et passons a la limite lorsque 6 — 0. On pose g, (0) = <g’ (0), H?ﬁﬁ%
on a

~ (14195 O luall)

> =g, (0) (F" (un) s tm) + [|F” (un)|
= |[F" (un)] -

Ainsi d’apres (3.3) on obtient
/ & /
17 ()l < S (1416, ). €y > 0

De (3.3) et du Lemme 3.5 (iit)) on obtient

< L
— 2
lnll = (0= 1) unll?

,CQ>O

195, (0)

Pour aboutir a une contradiction avec I'hypothese de départ, on montre que
|g;, (0)] est bornée uniformément en établissant que

(35) | Il — @ =1 ualf) > a>0

Preuve de (3.5) : supposons qu'il existe (u,) tel que

(36)  unlyy = (0= 1) [[ually = 0(1),

alors (3.3) entraine que [Ju,|, > C3; d’ou

(%@%>%—OWM@%=00»

comme u, est dans M,I’hypothese (3.6) donne

| fun = 0=l + 0 (1)

Cette relation, (3.6) et (3.4) aboutissent a la contradiction suivante

a2

N+4
0<C3" Sy <@ (un) flunll,f =0(1).

Ainsi (3.5) a lieu et |g/, (0)] est uniformément bornée, d’ou

lim [|F' (up)] = 0.

n—oo

Pour montrer que ug est un minimum local de F' on remarque que pour u € H
vérifiant [, fu > 0,3.b) entraine que u € M+ avec

2
M* = {u e M ully — (0= 1) Jull} > 0}



Existence de solutions pour un probléme biharmonique 561

et aussi que F' (s.u) > F (t2.u) pour tout 0 < s < t,,, en particulier si u = uy €

M*, on a
(3.7) to=1< (—”“0”2 )T
(p = 1) [Juoll,

Soit € assez petit de sorte que(3.7) ait lieu pour (uo — w) avec ||w||,; < e.Par
le Lemme 3.5 3 g > 0 vérifiant g (w) (ug —w) € M et lim,_og(w) = l;ainsi
g (w) (up —w) € MTpuisqu’on peut supposer que pour w € H tel que ||w||, < ¢,

1

ug—w||? P2
ona:g(’w)<<%> ’

1
2 —2
Soit 0 <t < <M> " on a dapres 3.b)

(p—1D)luo—wll}
F (uo) < F (g (w) (uo — w)) < F (£ (uo — w)).
En particulier pour ¢ =1 on a

F (up) < F (uy — w)sVw € H; [lu]| < e,

4 Existence de la deuxi eme solution

Dans cette section on montre que F' admet une seconde valeur critique ¢, différente
de ¢ ;notons par M~ = {u € M;||lul3, — (p—1) Jull; < 0} .D’apres le lemme 3.4 on
peut écrire M = M~ U M* U {0} .On pose

(4.1) a=Infy-F

Théoréme 4.1-Soit f € H* non nul et vérifiant la condition (1.4). Alors le
mintmum cyest atteint en uy € M. De plus ¢; > cg.

La preuve de ce résultat repose essentiellement sur le principe Inf-Max d’Ambro-
setti-Rabinowitz qui fournit une valeur critique cy;p telle que

2
(42) cr <cyp <cy+ NS%

On déduit de(4.2) en particulier que F vérifie (PS), . On peut alors utiliser de
nouveau le principe variationnel d’Ekeland pour conclure. Démontrer le Théoréme
4.1 revient donc a exhiber cjyp (& partir de la Proposition 4.2) puis établir les
inégalités (4.2).

On considere les fonctions u. , définies par

e
€
Ue,a (x) = . N_4

(5+ |z — a|2) ?

ou a € Q est tel que ug(a) >0et &, € CF(Q); 0<¢& <1leté =1 dans un
voisinage de a.
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17¢ étape.

Proposition 4.2-Vt > 0 il existe €9 = eo(t,a) tel que ¥ e < &g on a
2
F (UQ + tue,a) < NS% + co

La preuve est une adaptation de la méthode de Brézis-Nirenbreg [3] pour le
probléme harmonique et utilise aussi les estimations obtenues dans [8] sur les fonctions
Ug o.POSONs

Ie L= HUO + tue,a”i - Hung T tp/ﬂ |u5’a|p

—pt [ gt (Juol ™ + 672 uca" )
Q

On commence par établir ’estimation suivante

Lemme 4.3-1. = o (5%)

Preuve. 1)1 < p < 3.D’apres [4] (lemma 4)étant donnés «, 5 € R, Jc = ¢(p) tel
que

o+ 817 — [al? = 817 — gas (|l + 18")]| < {
Par conséquent il existe C' > 0 tel que

|| <C (t f|uo|§t|us,a| |u0|p_1 |Ue | 477 f|uo|>t|us,a| |wol |U6,a|p_1)

|| < I! + 12

On montre ensuite que les intégrales I’ vérifient I! = o (5%) .En effet comme

{Juo| < tlucol}  {|z] < kaet fet {Juol > tlucol} C {ro > |a| > kaeZ}, on a

clal 81" silal > 18]
_1 .
cla)™ 8] si|al < B

1 N—4 kle% rN-1
e O R e =1
0 (e+1r?)z
N-1
N+4 [T0 r
2 < Kye'd S A—

koe? (e 72) 2T
le calcul des termes de droite donne
I' = 0(5¥) s =1,2.

ii) p > 3.0n utilise dans ce cas I'inégalité [4] :

ua + 817 = Ja|” = 8] = gaB (|| + 181"%)| < ¢ (Jal"? 3% + a2 [5]"%).
es calculs sont analogues a ceux du cas précédant.

Preuve de la proposition 4.2.Pour préciser les estimations des termes qui apparaissent
dans le développement de F (ug+tu.,) posons A = |[uigl); et B = [ 0l%,

(on a Ar = 5 S définie par (1.1)) .On sait d’apres [8] que
N-4
lucallyy = B+o(c2)

B N_4
(4.3) Jucll? = §—|—0(5 =)

B\ &
Jucall? = (§> +ole

wl2

):A—i-o(g%).
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D’autre part comme ug est solution du probleme (1.3) on peut écrire

12 tP _
F (UQ + tug,a) = F (UO) + §B ——A- tp_l/ |ue,a|p ! Ug + t/ AU/OAU/E,Q
P Q Q

_t/ |u0|p_2 UoUeg,q — t/ fu.E,a +o0 (5¥) .
Q Q

un calcul simple donne

N—-4

(4.4) / e 0P ugdz = De™Thug (a)+o (5T)
Q

ou D= [pn —dz - de méme on vérifie que les trois derniéres intégrales de
(1+Ha1?) "

I'expression F' (ug + tu. q)sont de 'ordre de O (5¥) d’ou

2 tP B )
Fluo +tuea) = Fw) + 3B = 2 A o (o) D7 +0(557).

Posons ¢ (t) = B% —ug (a) De T tp=1 — A%.Si patteint son maximum en t. > 0
alors

B _
(4.5) t.A (Z - tf’;_2> =(p—1)up(a) D5¥t§_2 > 0.

1
Posons Ty = (%) P=% alors nécessairement

To>t. >0
(4.6) 0
t. — To; lorsques — 0

Ecrivons t. = Ty (1 — d¢) ;o1 6. —0 lorsquee — 0, Uestimation (1 — §.)” ~ 1—pd.
permet de transformer (4.5) en

Br—1 = B _ -
(p—2)< T ) (55:(p—1)Zu0(a)D5¥+(p—2)555¥,
d’ou N4
- —4 N-4
(4.7) (55:TTOP Yo (a) De™7 —|—0(5 7 )

De (4.6) on déduit

F(ug + tusa) = co—irgo(t)—iro(gT)
4

I
S
+
|
9}

Ainsi le choix d’un gy assez petit permet d’écrire

2
F (ug + tueq) < co + NS%;vg < &o
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2
SuptZOF (UO + tue,a) < ¢+ NS%

2¢ étape.
2 N
Ci<cpmyp < C -+ NS4

Preuve : Soit u € H tel que [[ul|;; = [lul|, = 1, d’aprés 3.a) il existe {1 = t1 (u) > 0
tel que tiu € M~ et Supisy, F (t.u) = F (t;.u).En particulier pour v € M
vérifiant ¢, (m) = ||ul| ,on a w € M~; ainsi la variété M~ partage H en deux

composantes connexes O et O telles que
H—M_:OlLJOQOﬂ

u
Op =<qu=0,0u |Jull, <t (—)}
' { H ull
u
Oy =3 u;||ul|l g > t1 | ——
: { el 1<HuHH>}

On a ug € O; car M+t C Oj,on choisit ensuite v. € Oy de la forme
1

2 2 5
Vs = Ug + toUeq €n prenant ty = (%) + 1, l'existence de la

constante ¢4 > 0 étant assurée par la maximalité de ¢; : 0 < t1 (u) <
ca Vu; fJul| g = 1.

Considérons cyp = InfpepMax F (h(t)) ou P désigne ’ensemble des chemins
continus reliant uy et v..On a Im(h) N M~ # 0, ainsi cyp > ¢ D’autre part la
définition de F' et l'inégalité de Sobolev montrent que F' vérifie les hypotheses du
théoreme de Mountain-Pass [1];d’apres la Proposition 4.2 on a

2
cup < Supt>0F (UQ + tue,a) < NS% + ¢

De plus ¢y p est une valeur critique puisqueF’ vérifie la condition (P.S )ch .

Fin de la demonstration du Théoréme 4.1. les conditions d’application du principe
variationnel d’Ekeland étant remplies, soit u,, une suite minimisante du probleme
4.1, on montre de maniere analogue a celle du Théoréeme 3.1 que F' vérifie (PS), ,
ainsi (u,) admet une sous-suite qui converge fortement vers u; € M~ ;par conséquent
uy # g, uy est un point critique de F' et F' (u1) = ¢1.
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