
Axiomatische Begründung des Multiplikationsringes. 

Von 

Shinziro MüRI. 

(Eingegangen am 30. 9. 1932.) 

Nach Herrn W. Kr~ll ni heisst ein Ring m, in dem der Teilerketten­
satz gilt, JJ,foltiplikations1·ing, wenn in m ans der Teilbarkeit von a 
durch & stets die Gültigkeit einer Gleichung a = &c folgt. In einer vor 
kurzem erschienenen Arbeitui hat Herr Akizuki die Definition des 
Multiplikationsringes etwas verallgemeinert und seine Struktureigenschaf­
ten untersucht. Dabsi heisst ein kommutativer Ring mit Teilerkettensatz 
Mnltiplikationsring im, Sinne 1;on Akizuki, wenn im Ring aus der 
echten Teibarkeit von a durch & stets die Gültigkeit einer Gleichung 
a=OC folgt. In der vorliegenden Arbeit m"chtn ich aus drei voneinander 
unabhängigen Axiomen schrittweise die Struktur von immer stärker 
eingeschränktem Ring bis hin zu dem Multiplikationsring uutersuchen, 
und in die Struktur desselben tiefer eindringen. Der Multiplikationsring 
ist aber nur ein spezi(•ller Fall von Ringen, die als eine direkte Summe 
von endlich vielen Sonoschen Ringen rni darstellbar sind. 

Besitzt der Multiplikationsring im Sinne von Akizuki keinen Null­
teiler, so ist im Ring j0des Ideal eindeutig als Potenzprodukt der 
Primideale darstellbar. Zum Schluss wird damit die Struktur des 
kommutativen Ringes gezeigt, in dem jedes Ideal sich eindeutig als 
Produkt von Potenzen der Primideale darstellen lässt. Wie wohl bekannt 
ist, haben Prof. M. Sono und Frl. E. Noether dasselb:1 Problem nach 
verschiedenen Uesichtspunkten behandelt. Prof. Sono's Theorie ist auf 
der Voraussetzung entwickelt, dass der zugrunde gelegte Ring die 
folgenden Eigenschaften besitzt: 

(1) W. Krull, Ueber Multiplikationsringe, Sitzur,gsber. d. Jüidelb~rgei· Akademie, 
.Math-naturw. Klasse, 1925. 

W. Krull, Ueber den Aufbau des Nullideals in ganz-abgeschlossenen Ringen mit 
Teilerket,tensatz, M,ith. Annalen 102, S. 368. 

(2) Y. Akizuki, Bemerkungen über de 1 Aufbau des Nullideals, Proceed·ings oj the 
Physico-Jlfothemat-ical Soc. of Japan, 3. 13, S. 253. 

(3) Der Sonosche Ring ist ein kommutativer Ring, in dem der Teilerkettensatz und 
der eingeschränkte Vielfachenkettens,1tz vorausgesetzt werden. 
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1. Existenz der Hauptreihe von Idealen, die mit ernem von (0) 
verschieden_en Ideal beginnt. 

2. Existenz des Einheitselementes. 
Frl. Noether hat auch vorausgesetzt, dass jedes vom Null- und 

Einheitsideal verschiedene Primideal keinen von Vt verschiedenen echten 
Teiler besitzt, und dass die Umkehrm1g auch gilt, und daraus die Ex­
istenz des Einheitselementes und den Teilerkettensatz abgeleitet. Welche 
Bedingungen notwendig und hinreichend sind, damit jedes Ideal im 
allgemeinen kommutativen Ring eindeutig als Potenzprodukt von Primi­
dealen darstellbar ist ? Die Antwort auf diese Frage scheint uns von 
grosser Schwierigkeit zu sein, und wir können hier nicht weiter auf sie 
eigenhen. Im folgenden wollen wir aber nur nach der Voraussetzung 
des Teilerkettensatzes das Problem behandeln. 

Struktur der Ringe, in denen jedes Primärideal eine 
Potenz vom Primideal ist. 

Es sei Vt ein allgemeiner kommutativer Ring, in dem die folgenden 
Axiome gelten :<4> 

Axiom 1. 'Peilerkettcnsatz. 
Axiom 2. Fül' jedes Primideal :p (einschl. das Einheitsideal) gibt 

es kein Ideal zwischen :p und :p2Y> 
Für diesen Ring gilt der 
Satz 1. L~t :p ein beliebiges Primideal (einschl. Vt), so g i lit es kein 

Ideal zwischen :pn i,,nd :pn+i für jede ganze Zahl n. 
Ist :p=:p2, so wird offenbar :pn=:p1>+ 1 für jede ganze Zahl n, und 

folglich wird mlsere Behauptung einleuchtend. Wir nehmen damit an, 
dass :p nicht idempotent ist. Dann folgt aus Axiom 2, dass für ein durch 
:p2 unteilbares Element p aus :p 

:p=(p, :p2) 

(4) Die folgenden Beispiele zeigen die Unabhängigkeit rler beiden Axiome. 
Beispiel 1. Es sei m der Polynombereich von abzählbar unendlich vielen Unbes­

timmten xi mit ganz rational-zahligen Koeffizienten. Aber m enthält keine ganze 
rationale Zahl als Element. Wir betrachten den Restklassenring ln'=ln/a, wo a=(:r1-xi2, 
X2-x,', .. .. , :i:1xrc, .... ) i;j: k ist. Dann wird ln' eine direkte Summe von abzählbar unend­
lich vielen Idealen und für jedes Primideal ll' aus ln' gibt es kein Ideal zwischen ll' und 
ll' 2• In m gilt aber nicht der Teilerkettensatz. 

Beispiel 2. Es sei m der Polynombereich vom Unbestimmten tc mit Koeffizienten 
aus dem Ring von ganzen rationalen Zahlen, und m enthält alle ganzen rationalen 
Zahlen. Dann gilt in m der Teilerkettensatz, aber nicht Axiom 2. 

(5) Dieser Begriff rührt von Prof. Sono her. 
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ist. Daraus folgt nuch 
:Pn=(pn, :pn+l). 

Wenn :pn :::ia:::i:pn+l ist, so wird 

:p":=J a ~ a' ::J:p11 + 1, 

wo a'=((1·+Cl)pn, :p11 + 1) ist. Dabei bedeutest r ein Element aus ?Jt und Cl 
eine ganw Zahl. Da (r+Cl)p"=i=O (:pnd) ist, so soll r+Cl kein Element 
aus :p sein. Andererseits ist aber nach ,\xiom 2 

:P=((r+Cl)p, :p"), odPr :p'=((r+OG)p, :p2). 

Der zweite Fall ist unmöglich, da daraus (r+Cl)pn=o (:p"+ 1 ) folgt. Hiermit 
erhalten wir aus dem ersten Fall 

p=O (((r+OG)1;, :p2)}, 

also wird 

Pn=o (((r+Cl)pn, :p"➔ 1)), oder :Pn=o (a'). 

Das widnspricht der obigen Voraussotzung, damit ist unsere B&iauptung 
bewiesen. 

Zur Bestimmung der Struktur dieses Ringes beweisen wir vorerst 
den 

Hilfssatz 1. Es sei ?R ein Ring, in dem Ariom 1 e1jüllt ist. Ist 
:p' ein vom Einheitsideal ve1·schiedenes Prim.ideal, das ein echter Teil<'r 
vom anderen Pr-irnideal :p ist, so ist es unmöglich, dass für eine endliche 
ganze Zahl m 

ist. 
Ist :p'"'=(:p, :p1"<+1), so wird :p=O (:p'm). Da im Ring der Teilerkettcnsatz 

Nfüllt ist, so können wir 

:p'm=(:p,pr',p/, ... . p.'), p/ etaO (:p) (i= 1, 2,.,. ,s) 

setzen; dabei soll offenbar :p''n=\=:P sein, da :p' ein echter Teiler von :p ist. 
Daher folgt 

(1) p/ =aopr' +a12p/ + .... +a1,p.' (:pj (i=l, 2, ... , s), 

wo aiJ die Elemente aus :p' bedeuten. Multiplizieren wir (1) mit einem 
durch :p' unteilbaren Element 1·, so wird 

(2) rp/-=a;/p/+ai/p/+ .... +ats'p/(:p)(i=1,2, ... . ,s), 

wo ai/ auch die Elemente aus :p' sind. 
p/ ans (2) ergibt sich 

Durch Elimination von p/, . 

(1·'-a)p/=O (1-11, 

. . . ' 

wobei a ein Element aus :p' ist. Da p/c,:,O (:p) ist, so soll r'-a=O (:p) 
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sein, und folglich ist 
r'=O (:p'). 

Das ist aber unmöglich, da :p' ein Primideal und r$0 (:p') ist; damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Satz 2. Werden im kommutativen Ring m Axiome 1 ·und 92 vor­
ausgesetzt, und ist m direkt-unzerlegbar, so ist m nilpotent, oder ein 
9't-adischer Ring, oder ein Ring mit Einheitselement, in dem jedes von 
m und (O) verschiedene Primideal zugleich ein maximales Ideal ist. 
Existiert in m kein Einneitselenient, '80 ist j ,des vom Nullideal ·ver­
schiedene Ideal immer eine Potenz von m. Folglich gilt in m der 
eingeschränkte VieljachenkettenJ;atz. 

Gibt es in m kein Primidal ausser m und (o), so soll m nilpotent, 
oder ein Körper, oder ein 9't-adischer Ring sein. Es sei :p jetzt ein von 
m und (0) verschiedenes Primideal. Dann folgt aus Axiom 2 und Satz 
1, dass für jede ganze Zahl n kein Ideal zwischen :pn und :poi+1 existiert. 
Ferner ist stets :p"=l=l,in+1, falls :p"-=J=(O) ist, da m direkt unzerlegbar ist. 
Es sei :p1 ein von m verschiedenes Primideal, das ein echter Teiler von 
:p ist. Dann ist :p1"=1=µ 1"+1 für jede ganze Zahl n. Da es zwischen :p'" 
und :p1""' 1 kein Ideal gibt, '30' folgt 

:p' = (:p, :p12), oder :p12 = (:p, :p12). 

Nach Hilfssatz 1 ist aber der erste Fall unmöglich. Damit soll nur der 
zweite Fall möglich sein, und lolglich wird auch 

:p'2= (:p, :p's), oder :p's= (:p, :p'3). 

Aber der erste Fall ist auch unmöglich, und folglich soll der zweite Fall 
möglich sein. Indem wir so fortfahren, folgt, dass jede Potenz von 
jedem von 9't verschiedenen primen Teiler von µ stets ein Teiler von :p 
sein muss. Ist a ein echter Teiler von :p, so sollen damit alle Primär­
komponenten von am· in der kürzesten Darstellung am=[q1, % .... , qn] 
durch grösste Primärideale ein Teiler von :p sein. Mit anderen Worten 
ist jede Potenz eines echten Teilers von :p stets ein Teiler von :p, wenn 
wir annehmen, dass :p kein maximales Primideal ist. Andererseits gilt 
der Satz, dass ein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal :p idempotent 
oder ein maximales Primideal vom Ring mit Einheitselement sein soll, 
wenn jede Pc;>tenz vom beliebigen echten Teiler von :p stets ein Teiler 
von :p ist.<6> Da aus der Voraussetzung, dass m direkt unzerlegbar ist, 
:p=l=:p2 folgt, so ergibt sich ein Widerspruch, wenn wir annehmen, dass 

(6) S. Mori, Ueber Produktzerlegung der Ideale, Journal of Sei. of the Hfroshimr1, 
Univ. Ser. A, 2, S. 6. 
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:p kein maximales Primideal ist. Damit muss jedes von (0) verschiedene 
Prirnideal von ITT immer ein maximales Primideal sein. 

Nach unserer Voraussetzung, dass es kein Ideal zwischen o und 02 

gibt, ergibt sich 

02 =(µ, 02), oder O=(:P, 02). 

Im ersten Falle folgt daraus auch 

08 =(:p, o"), oder 02 =(:p, o"), 

da us nach Satz 1 kein Ideal zwischen 02 und o'i gibt. Indem wir so 
fortfahren, gelangen wir schliesslich zum Resultat, dass für eine ('ndliche 
ganze Zahl m o"' = (µ, om+i) ist, oder dass :p durch jede Potenz von o stets 
teilbar ist. Ist o"' = (:p, om+1), so wird 

0Jn= (:p, 0'n+l) = (:p, 0m+2) = • • . • • 

Damit existiert in om <'in Ekment e von der Art, dass für jedes Element 
r aus o"' 

er==r (:p) 

ist..' 7i Da :p aber ein maximales Primideal ist, so wird der Restklasseming 
:R/:p uin Körper. Daraus folgt, dass :p ein maximalns Ideal ist. Ist für 
j1•d(• ganze Zahl m immer :P=Ü (om), so ist jede I'otenz vom beliebigen 
echten Teiler von :p stets dn Teiler von :p. Nach dem obigen ausgespro­
che11on Satz muss :p idempotent oder ein maximales Ideal sein. Aber 

_ ITT ist direkt unzerlegbar, damit soll :p (•in maximales Ideal sein. Nun 
werden wir dio Exist<'nz des Einheitselementes beweisen. Ist das Null­
ideal kein Primideal, so wird 

für eme ganze Zahl 71.,csJ und daraus folgt di<➔ Exis1enz des Einheitsele­
mentes, da ITT direkt unzerlt·gbar ist. Es sei nun (O) prim. Aus Axiom 
2 folgt 

0:P=:P, oder o:p=:p2• 

Im ersten Fall gibt es orn Element r 1 derart, dass 

r1p=p 

ist,C9 l wn p <'m belfobiges Element aus :p bedeutet. Da ITT keinen Null­
teiler besitzt, so folgt da.raus, dass r1 das Einheitselement ist. Im zweiten 

(7) S. Mori, Ueber Ringe, in denen die grössten Prirnärkomponenten jedes Ideals 
eindeutig bestimmt sind, Journal oj Sei. of the Hiro~hima Unfr. 1, S. 176. 

(8) S. Mori, Ueber Teilerfremdheit von Idealen, .Jour. of Sei. ofthe Hiroshima Univ. 
2, s. 105. 

(9) S. Mo. i, Ueber Produktzerlegung der Ideale, S. 1. 
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Fall setzen wir 

:P = (pi, p2, • • • • , pn), 

und es sei r ein durch :p unteilbares Element. Dann werden 

rp,=a11p1+ .... +a,npn (i=l, 2, ... . , n), 

oder 

ailp1+ .... +(au-r)p,+ .... +a,npn=O (i=l, 2, ... . , n), 

dabei sind a,1 die Elemente aus :p. Durch Elimination ergibt sich 

a11 - 'f a12 • • • • · • • · a1n 

=Ü, 

· · · · · ....... · · · · Gnn-r 

oder 

7'n=a=O (:p), 

was aber unmöglich ist, da :p ein Primideal und r$0 (:p) ist. Hiermit 
soll 9l das Einheitselement besitzen ; also ist der erste Teil des Satzes 
bewiesen. 

Besitzt 9l kein Einheitselement, so gibt es in 9l kein von o und (o) 
verschiedenes Primideal, und folglich ist jedes von ( o) verschiedene Ideal 
a immer ein zu o gehöriges Primärideal. Für eine ganze Zahl n wird 
damit 

(1) On$0 (a), On+t=Ü (a), 

wenn a keine Potenz von o ist. Aus a=O (o) folgt auch 

a=Ü (Om), a$Ü (Om+l). m~n 

für eine ganze Zahl m, Da es kein Ideal zwischen o und 02 gibt, so 
wird nach Satz 1 

Om=(a, 0m+1). 

Durch Multiplikation mit on-.,, erhalten wir 

On= (ao"-m, 0"+1) :=Ü (a) 

gegen die erste Beziehung von (1). Also muss jedes von (0) verschiedene 
Ideal eine Potenz von o sein. 

Ist 9l ein Ring mit Einheitselement, so folgt aus dem obigen Beweise, 
dass jedes vom Nullideal verschiedene Ideal einen minimalen Teiler 
besitzt. <10> Andereseits sind die Längen der Hauptreihen eines Ideals 

(10) S. Mori, Struktur des Sonoschen Ringes, Jour. of Sei. of the Hirosh'ima Univ. 
2, s. 183. 
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identisch, die mit d<imfü--,lbrn Ideal beginnen.cm Daraus folgt die Gültig­
keit des eingeschränkten Vielfachenkettfmsatzes Ist 9't nilpotent oder ein 
9't-adischer Ring, so ist der Restklassenring 9't/om immer endlich, und 
folglich ist ':R/a auch endlich, falls·a vom Nullidt•al verschieden ist. In 
diesem Fall gilt auch damit der eingeschränkte Vielfachenkettensatz, 
also ist der letzte Teil des Satzes auch bewiesen. 

Satz 3. Werden im kommiltatiren Ring 9't A:ciome 1 und 92 '001·­
ausgeselzt, so wird 9't eine dfrekte Snmme i;on endlich vielen direkt­
unzerlegbarcn Idealen, und ba-bei ist höch,qtfns ein Ideal nilpotent, oder 
ein 9't-adischer Ring, und alle ande1·en sind Ring mit Einheitselement, 
in dem jedes von (o) ·verschiederie Pr·imideal zngleich ein maximales 
Ideal ist. Ist ein Ideal in de1· Darstellung nicht idernpotent, so sollen 
alle anderen Körper sein, und im nicht-idempotenten Ideal ist jedes von 
(o) ve1·schiedene Ideal eine Potenz vom Ideal. Fe1·ne1· ist die Darstellwng 
von 9't als clirrktc Summe von direkt-ilnzerlegbaren Idealen eindeutig 
bestimmt. 

Ist 91 direkt unzerlegbar, so ist der Satz nach Satz 2 schon ein­
leuchteud. Tm anderen Fall t·xistiert nach Axiom 1 eine Darstellung 
von 91 als direkte Summe von endlich vielen direkt-unzerlegbaren 
Idealen. Es sAi damit 

o=m1+m2+ .... +m,.. 

Besitzen zwei IdPale m1, llt2 kein Einheitsde1rnmt, so wird 

o:Jm/+m,+ .... +mn:J02• 

De11n, wenn O=nt/ +m2 + ... +mn ist, so folgt m1=Ü (m/), und folglich 
besitzt m1 das Einheitselement gegen die obige Voraussetzung. Wenn 
02 =mi2+m2 + .... +mn ist, so wird 

m/+m/+ .... +mn2 =m/+m2+ .... +mn, 

Daraus folgt die Existenz des Einheitselementes von m2 gegen die Vor­
aussetzung. Da es kein Ideal zwischen o und o~ gibt, so besitzt damit 
höchstens ein Ideal m1 kein Einheitselement. Besitzt der Ring m„ ein 
vom Nullideal und m„ verschiedenes Primideal :p,,, so ist :p=m1 + .... 
+ tltn-i + :Pn ein Primideal von ~)t und daraus folgt 

(1) :p:::::im1+ .... +m,,_1+:p/:::::i:p2• 

Denn, wenn :p=nt1 + .. +m,,_1+:p„2 ist, so wird :p,=:p/ gegen die Tat­
sache, dass ntn direkt unzerlegbar ist. Ist m1+ .... +mn-i++ln2 =:p2, so 
wird 
----------------

(11) M. Sono, On Congruences, Jfemuirs of thc College qf Sei., Kyoto Imperial Univ. 
(1917). 
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m1+ .. • • +:Pn2=mi"+ ... • +:Pn2. 
Daher folgt ein Widerspruch, dass llti das Einheitselement besitzt. Die 
Beziehung (1) widerspricht aber dem Axiom 2. Hiermit sollen alle 
Ideale m2, ms, .... m" Körper sein. Ferner besitzt m1 kein von (o) ver­
schiedenes Primideal ausser m1, sonst hätte m1 nach Satz 2 das Einheit­
selement. Da m1 direkt unzerlegbar ist, so muss nt1 nilpotent oder ein 
9?-adischer Ring sein, und ferner ist jedes von ( 0) verschiedene Ideal 
aus m1 eine Potenz von m1. Besitzt jndes nti das Einheitsc,lement, so gibt 
es nach Axiom 2 kein Ideal zwischen :p, und :pl, wenn :p, ein Primideal 
aus m1 ist. Da mi direkt unzerlegbar ist, so folgt damit aus Satz 2, dass 
jedes vom Nullidoal verschiJ·dene Primideal aus m1 zugleich ein maximales 
Ideal ist. Hiermit ist der erste Toil unseres Satzes bewiesen. Der zweite 
Teil ist aber ersichtlich. 

Aus dem Satz ergibt sich auch 
Satz 4. Ein kommv,tativer Ring, in dem die A,ciome 1 wid !J2 

erfüllt sind, ist eine direkte Summe von endlich vielen Sonoschen Ringen, 
in denen Axiom !J2 gilt. 

Hilfssatz 2. Es sei m ein Ring, in dem Axiom 1 e1füllt ist. Ist 
ein Prim ideal :p ails 9l zngleich ein maximal es Ideal v,nd existert kein 
zu :p gehöriges Primärideal zwischen :p nnd :p2 (einschl. :p2), so wird 

o=m+:p, 
wo m e-in Körper ist. 

Da es kein Primärideal zwischen :p und :p2 (einschl. :p2) gibt, so wird 

r:p=Ü (:p2), r=l=O (:p) 

für ein Element raus m. Sotzen wir :p=(p1,p2,·· ··Pn), so ergibt sich 
daraus 

rp,=ai1p1+ .... +ainpn (i=l, 2, .... , n), 

wo aiJ die Elemente aus :p sind. Durch Elimination folgt die Existenz 
eines durch :p unteilbaren Elementes r' derart, dass 

(1) r':p=Ü, r' =1·n-a 

ist, dabei ist a ein Element aus :p. Andererseits ist 

o = (:p, or1) = (:p, or12) = .... , 
da das Primideal :p ein maximales Ideal ist. Ist c ( =l=O) ein gemeinsames 
Elemeut von :p und or', so wird nach (1) 

c = 1·1 r11 , r" =:Ü (:p ). 

Das widerspricht der Tatsache, dass c =\= 0 ist. Damit soll 

o=:p+m 
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sein. Da :p ein maximales Ideal ist, so ist 11t ein Körper. 
Satz 5. Ist im Ring 91 .Axiom 1 erfüllt, so ist die Voraussetzung 

von Axiom 'l2 identisch mit de1· Voraussetzung des folgenden Axiomes: 
Axio1n ß'. E.s gibt zwischen o v,nd 02 kein Ideal, imd fiir jedes 

maximale Pr1'.mideal :p gibt es avch kein [deal zwischen :p irnd :p2• 

Aus· Axiom 2 folgt offenbar Axiom 21• Wir setzen nun die Gültig­
keit dus Axiomes 2' voraus, und wir unterscheiden zwei verschiedene 
Fälle, jo nachdem der Ring das Einheitselement besitzt oder nicht. 

1. Fall. O= 02• Es sei :p' ein nicht-idompotentes Primideal, das 
durch ein mnximales Primideal :p c,cht teilbar ist. Dann existiert nach 
Axiom 1 ein von :p verschiedenes Primideal :p" derart, dass 

:p =:):p''::::, .µ' 

ist, und dass es knin Primidenl zwischen :p und :p" gibt. Da :p1 kein 
idempotentes Primideal ist, so ist :p'' auch kein idempotentes Primideal. 
Ist :p'' noch durch ein nicht-maximales Primideal teilbar, so können wir 
auch ein nicht-maximales Primideal :p111 finden, das ein echter Teiler 
von :p" ist. Indem wir so fortfahren, erhalten wir nach Axiom 1 
schliesslich ein nicht-maximales nich-idempoü•ntes Primideal :pc">, das 
durch kein nicht-maximales Primideal echt teilbar ist. Da :pcnJ nicht 
idempotent ist, so wird c12J 

:p(n)$Ü (:p/), 

wo :p2 ein maximnles Primideal bedeutflt, dac:1 ein echter Teiler von :pc"l 
ist. Damit wird 

4i v<")=o (:p/), :p(")$O (:p}+1), z~1, 

für eine ganze Zahl l. Nach Axiom 21 ergibt sich damit 

:p/ = (:p(i'l, :p/+1). 

Das ist aber nach Hilfssatz 1 unmöglich. Hiermit muss jedes nichL 
maximale Primideal idempotont sein; also gibt es kein Ideal zwischen 
:p und :p2, wenn :p ein beliebig(>S Primideal ist. 

2. Fall. O=f'02• Ist :p ein nicht-idempotentes maximales Primideal, 
so wird ci3J 

(l) :p$0 (o'"), 

für eine ganze Zahl m. Daraus folgt 

p=O (01), :p$O (0"+1), 

für eine ganze Zahl l. Nach Axiom 2' folgt daraus 

(12), (13) Vgl. den Satz, der beim Beweise von Satz 2 gebraucht worden ist. 
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o' = (:p, o1+1). 

Also ist d0r Restklassenring fR/:p ein Körper, da :p em Primideal ist. 
Hiermit ist :p zugleich ein maximafos Ideal aus 91 Nach Axiom 2' ist 
ab0r 

:p = o:p, oder :µ2 = o:p. 

Im ersten Fall wird :p=Ü (on) für eüw ganzie Zahl n,<1·11 und wi.r erhalten 
einen Widerspruch gegen (1). Im zweiten Fall gibt es kein Primideal 
zwischen :p und :µ2 (einschl. :µ2). Nnch Hilfssatz 2 folgt dahrr 

O=:p+m, 

wo m ein Körper ist. Damit ist jedes maximale Primideal kein echter 
Teiler vom Primideal ; also gibt es kein Ideal zwischen :p und :µ2, wenn 
:p ein beliebiges Primideal ist. Aus Axiom 21 folgt damit Axiom 2. 

Satz 6. Ist im komnmtativen Ring fR Axiom 1 erfüllt, so ist die 
Vomnssctziing von Axiom 92 identisch mit de1· Vorairnsetzung des Jolge11 den 
Axiomes: 

Axiom 211 • Jedes Primärideal vom Ring ist stets eine Potenz vom 
Primideal. 

Zunäch~t setzen wir die Gültigkeit des Axiomes 2 voraus. Ist q ein 
zum Primideal :p gehöriges Primärideal, und ist q keine Potenz von :p, 
so wird für eine ganze Zahl ,1 

(1) 

Aus q=O (:p) folgt auch 
q::Ü (:pm), q $Ü (:pm+l) 

für eine ganze Zahl m. (~n). Nach Satz 1 folgt dnher 
:pm=(q, :pm+l). 

Durch Multiplikation mit :pn-m erhalten wir 

:p" = (q:p"-m, :p'i+l), 

also wird nach (1) 

:Pn==o (q) 

gegen die letzte Beziehung von (1). Aus Axiom 2 folgt dnmit Axiom 2'1• 

Es werde jetzt Axiom 211 vorausgesetzt. Existiert in ITT das Einheit­
selement, so ist jeder Teiler einer Potenz vom maximalen Primideal :p 
immer ein Primärideal,<m und folglich gibt es nach Axiom 2" kein Id0al 
zwischen :p und :p2 Enthält fR kein Einheitsdement, so wird o =r 02. Gäbe 

(14) S. Mori, Ueber. Produktzerlegung der Ideale, S. 1. 
(15) S. Mori, Ueber. Produktzerlegung der Ideale, S. 10. 
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es ein Ideal a zwischen o und o2, so würde a ein Primärideal und keine 
Potenz von o; was dem Axiom 211 widerspricht. Nach dem Beweise von 
Satz 5 folgt daher, dass jedes nicht-idempotente maximale Primideal 
zugleich ein maximales Ideal ist. ITT/:p ist nämlich ein Körper. Aus 
Axiom 211 folgt auch, dass es kein Primärideal zwischen :p und :p2 gibt. 
Wenn :p2 nicht primär ist, so wird nach Hilfssatz 2 

0=:p+m, 

wo m einen Körper bedeutet, also gibt es kein Ideal zwischen :p' und 
:p'2, wenn :p' jedes Primideal ist. Denn es gibt kein Ideal zwischen o und 
02• Es sei jetzt :p2 pr1mar. Da ITT/:p ein Körper ist, so wird 

r2=r (:p), (r-r2)2=0 (:p2). 

Daher folgt, dass für jedes Element r' aus ITT stets 1-' =C1., (:p2) ist, da :p2 

primär ist. Also wird o:p=:p, und folglich wird :p:=O (o"') für jede ganze 
Zahl m. Das ist unmöglich, da ITT kein Einheitselement besitzt und :p 
nicht idempotent istY0> Ist :p idempotent, so gibt es offenbar zwischen 
:p und :p2 kein Ideal. Nach Satz 5 gilt damit in ITT Axiom 2; also ist 
unsere Behauptung vollständig bewiesen. 

Struktur des Multiplikationsringes im Sinne von Krull. 

Wir werden zu der Voraussetzung der Axiome 1 und 2 noch das 
folgende Axiom hinzufügen : 

Axiom 3. Existenz des Einheitselementes der 21fültiplikation. 
Aus Satz 3 folgt unmittelbar die Tatsache, di,ss Axiom 3 keine 

Folge der Axiome 1 und 2 ist. Das im vorigen Paragraphen angeführte 
Beispiel ermöglicht uns den folgenden Beweis, dass aus den Axiomen 2 
und 3 Axiom 1 nicht erfolgt. Ferner ist offenbar Axiom 2 keine Folge 
der Axiome 1 und 3. Hiermit sind die drei Axiome 1, 2 und 3 von­
einander unabhängig. 

Satz 7. Ein allgemeiner kommntativer Ring ITT ist dann iind nnr 
dann ein .1lfoltiplikationsring im Sfone von Krull, wenn in ITT die 
folgenden voneinander imabhängigen Axiome erfüllt sind: 

1. 'l'eilerkettensatz. 
2. Für jedes Primideal :p (einschl. ITT) gibt es kein Ideal zwischen 

:p und :p2• 

3. E.ristcnz des Einheitselementes. 
Es werden zunächst die Axiome vorausgesetzt. Da ITT das Einheit-

(16) Vgl. den Satz, der beim Beweise des Satzes 2 gebraucht worden ist. 
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selement besitzt, so folgt aus Satz 3, dass 

0=nl1 +m2+ .... +mn 

ist, wo jedes mi das Einheitselument besitzt und direkt unz<>rlegbar ist. 
Ferner ist jedes vom Nullideal verschiedene Primideal aus 1111 zugleich 
ein maximales Ideal. Jedes Primidoal aus 9'l ist damit idempotent oder 
ein maximales Ideal. Da m1 direkt unzerlt·gbar ist, so ist jed1•s id<·m­
potente Primideal :p in der folg<mden Form darstellbar : 

:p,=m1+ .... +m;_1+m;+1+ .... +m,,. 

Zwei gegenseitig relativprime Primideale :p1 und :p2 sind damit stets 
teilerfremd, also ist o c:= (:p1, :p1). WPitor ist nach Satz 6 jndos Primäridoal 
aus 91 immer eiuo Potenz vom Primidual. Es sei nun a ein büliPbiges 
Ideal und sni 

(1) 

eine kürzf'ste Darstellung von a durch grösstA Primärideale. Sind :p1, 
.... , :Pn die zu a gehörigen Primidealo, so sind si<· gegenseitig relativ­
prim, und folglich wird 

(2) O=(:Pt,:P;) (i*j,i,j=l,'2, .... n). 

Denn, wenn :p1=0 (:p2) wäre, so würde :p1 idempotent, und daraus folgte 
Q1=Ü (q"), was der Tatsache widerspricht, dass die Darstellung (1) eine 
kürzeste ist. Da 

Qi=:P/'t (i=l, '2, .... ' ?l) 

sind, so folgt aus (1) und (2) 

a = :p/-1 .... :p/''i:i1 .... Pt, 
wo ~1, •••• , :Pi die idmnpotonten Primideale bedeuten_(17l Es sei 

O=:p/P1 .... :p/P1.:p1_:'.'t1, .. :p10/m:p/ .... :Pn1 

em Teiler von a. Dabei sind ~/, .... , µ,/ auch die idempotontt·n Primi­
deale, uud :p/,.. , :pi' die maximalen Primideale, die auch zu a gehören, 
und :p'z+i, ... , :p,,/ die maximalen Primideale, die nicht zu a gehören. Da 
I> ein Teiler von a ist, so gehört jedes zu I> gehörige idern.pokute Pri­
mideal :p' auch zu a; also ist n ~t. Ist p/ ein zu I> gehöriges nicht­
idompotentes Primidenl, so gehört :p/ auch zu a, oder ein Teiler eines 
zu a gehörigen idempotenten Primideals V;, das nicht zu o gohört. Im 
erstenFnllseies:pi'=:Pi(i=l,2, .... ,l). Darm wird A, 1~p;. Denn, wäre 
P1>X;, so würde 

(17) Ygl. M. Sono, On congrm-nces, 2, S. 117. E. Noether, Idealtheorie in Ringberei­
chen, Jfath. Ann. 83. S. 51. 
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a=:p/;I'=O (µ/?,), µ/';=1:=0 (:p/P;), P=1:=0 (µ/), 

wo P ein Eloment aus ~H bedeutet. Di,s widerspricht der Tatsache, dass 
:p/Pi t,in Primärirfoal ist. Im letzten Fall ist offenbar iw/Pi = p l· Mit den 
Ergebnissen können wir a in der folgenden Form darstellen : 

U=(:P/P1_ ... :p/P1:p,+/P1+1 _ ... :p,,/Pm:p/ .... l),,')(µ/\1-Pt .... :p/"-1-P1l1,Hl· ... Vi-n). 

Also wird a = bc. Da ITT das Einheitsdement besitzt, so ist auch o = 02• 

Hiermit ist ITT ein Mnltiplikationsring im Sinne von Krull. 
E::, sei ITT ein Multiplikationsring im Sinne von Krull. Dann ist 

die Gült.ikeit der Axiome 1 und 3 leicht ersichtlich. risJ Es sei :p ein 
maximales Primideal und es sei a ein Ideal von der Art, dass 

(3) 

ist. Dmm soll a=:p''a' sein, da ITT ein Multiplikationsring ist. Da ITT das 
Einlwitse lumen t besitzt, so soll a' =l= o sein. Damit ist a' durch em von o 
vorschiedenes Primideal :p" teilbar; also wird a' =:p'a". Daher folgt 

(4) a=-µ"µ'a 11 • 

wobei :p =l=:P' ist, sonst würde a=O (:µn+ 1) gegen die Voraussetzung (3). Aus 
(3 J nnd ( 4) folgt aber 

:pn+l = Ü (:p'). 

Also ist 1J 1 ein (•chter Teifor von :p und von o wrschieden. Das ist 
unmöglich, da :p ein maximales Primideal ist. Hierniit gibt es kein 
Ideal zwischen :p und µ2, wenn :p ein maximales Primideal ist. 
NBch Satz 5 ergibt sich damit, duss in ~H Axiom 2 gilt. Also ist unser 
Satz vollständig bewiesen. 

Mit Hilfe von Satz 3 und Satz 7 nhalten wir leicht 
Satz 8. Jedc1· Multiplikationsring im Sinr1e von Kr·ull ist direkt 

zerlegbar in die direkte Summe von endlich vielen dfrekt-nnzerlegbaren 
Idealen, in denen jedes von (o) verschiedene Primideal :p stets ein 
maximales Ideal ist, und e.~ kein Icleal zwischen :p nnd :p2 gibt. Ferner 
besitzt der Ring das Einheitselement. 

Struktur des Multiplikationsringes im Sinne 
von Akizuki. 

Satz 9. Ein allgemeiner komrmdativer Ring ITT ist dann und nur 
daim ein 11inltiplikationsring im Sinne von A.kivnki, wenn in ITT die 
folgenden voneina11de1· unabhängigen Axiome gelten: 
---·~---·----------

(18) Y Akizuki, Bemerkungen über den Aufbau des NuJlideals, S. 253 .. 
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1. Teilcrkettensatz. 
2. Für jedes Primideal :p (einschl. o) gibt es kein Ideal zwischen 

:p und :p2• 

3. Jede Potenz vom Primideal ist stets ein P1·imärideal.<19> 

Es sei zunächst ITT ein Multiplikationsring im Sinne von Akizuki. 
Da im Multiplikationsring der Teilerkettensatz vorausgesetzt wird, so 
gilt in ITT Axiom 1. · 

Gibt es in ITT das Einheitselement, so können wir in gleicher Weise 
wie im Beweis von Satz 7 beweisen, dass es für jedes maximale Primi­
deal :p kein Ideal zwischen :p und :p2 gibt. Nach Satz 5 gilt in ITT Axiom 
2. Hiermit ist nach Satz 3 jedes. Primideal idempotent oder ein maxi­
males Ideal. Da jede Potenz vom maximalen Primideal aus Ring mit 
Einheitselement immer Primärideal ist, c20> und da die Potenz jedes 
idempotenten Primideals offenbar auch ein Primärideal ist, so gilt in 
ITT auch Axiom 3. 

Wir nehmen nun an, dass ITT kein Einheitselement besitzt. Dann 
ist o =!= 02• Ist 

o :::Ja =:Jo2, 

so wird nach der Eigenschaft vom Multiplikationsring 

a=oa', 
wo a' ein Ideal aus ITT bedeutet. Daher fo]gt a=O (02) gegen unsere 
Voraussetzung ; also gibt es kein Ideal zwischen o und 02• Es sei :p ein 
maximales Primideal und vom Nullideal verschieden. Dabei ist :p nicht 
idempotentent; sonst würde 0=:p +m, m=l=m2• Folglich gäbe es kein 
Ideal a derart, dass tn=0U ist, gegen die Eigenschaft des Multiplikati­
onsringes. In ITT gibt e<J ein Ideal a' derart, dass 

:P= oa' 
ist. Da :p em Primideal und :p=O (a') ist, so soll :p=a' sein. Also ist 

:p=0:p. 

Hiermit gibt es in ITT ein Elment r derart, dass für jedes Element p aus 
:p stets ?"P=P ist.<21> Für jedes m ist damit 

(19) Aus dem im ersten Paragraphen gezeigten Beispiel folgt unmittdbar, dass 
Axiom 1 keine Folge von den Axiomen 2 und 3 ist. Im Sonoschen Ring mit Einheit­
selement gelten die Axiome 1 und 3, aber Axiom 2 gilt nicht im allgemeinen. Ist 
o=m+m„ wo m, ein Körper und m nilpotent ist, und ist jedes Ideal aus m stets eine 
Potenz von m, so gelten in lR die Axiome 1 und 2. Dabei ist m ein Primideal, aber m• 
ist kein Primärideal. Hiermit sind die Axiome 1, 2 und 3 voneinande,· unabhängig. 

(20) S. Mori, Ueber Produktzerlegung der Ideale, S. 10. 
(21) S. Mori, Ueber Produktzerlegung der Ideale, S. 1. 
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+J=Ü (om), 

was aber unmöglich ist, da :p nicht id0mpotent ist, und m kein Einheits­
element besitzt.<221 Damit gibt es in m kein Primideal ausser o und (o); 
also geltrm in ITT die beiden Eigenschaften 2 und 3. 

Wir setzen die Gültigkeit der Axiome 1, 2, und 3 voraus. Besitzt 
m das Einheitselement, so ist 91 nach Satz 7 offenbar ein Multiplika­
tionsring. Im anderen Fall ist m nach Satz 3 in der Form 

o=m+m1 + .... +mn, m=l=m~ 

darstellbar, wo !lt, ein Körper und m ein nilpotentor Ring oder em 
91-adischer Ring ist. Ist ab2r m direkt zerl<·gbar, so gilt in m nicht Axiom 
3. Hiermit ist m direkt unzerlegbar, und ~t besitzt kein von (0) ver­
schiedenes Primideal au~ser o. :-Jach Satz 2 ü,t damit jedes vom Kull­
ideal verschiedene ld<ial aus ITT stets identisch mit einer Potenz von o ; 
also ist dn Ring ein MultiplikatiousrÜ!g im Sinne von Akizuki. 

Wir können Satz 9 auch in folgender Weise aussprechen: 
Satz 10. Ein kommvtative1· Ring mit 1'eilc1·kettcnsatz ist dann 

wu7 nu1· dann ein lliiultiplikationsring im Sinne ·von Akiz11ki, il'enn 
jedes Pri märideal des Ringes stets identisch mit einer P,denz vmn 
Primideal ist, und um,gekchrt. 

Aus diesem Satz folgt auch der 
Satz 11. Ist m ein .lJ,f1lltiplikationsring im Sinne 'VOn Akiznki, so 

lässt jedes Ideal von ITT sich als ein Proclnkt de1· Potenzen von Primi­
dealen darstelle11.u"J 

Nach Satz 10 ist jedes Primärideal aus !Heine Potenz vom Primideal. 
Existiert in ~ df-ls EinhPi.tselement, so sind je zwei Primärideale, die 
gegunseitig rolativprim sind, auch tP-ilr-rfremd, und folglieh gilt die 
Behauptung. Enthält ~H kE'in Einheitselemont, so gilt nach Satz 9 auch 
dio Behauptung. 

Ringe, deren Ideale sich als Potenzprodukte von 
Primidealen darstellen lassen. 

Satz. 12. Es sei m ein kommmtativcr Ring, in dem der Teilerket­
tensatz gilt. Dann ist es notwendig und hinreichend dafür, dass jedes 
Idccil aus m s,ich als Prodiikt der Potenzen von Primidealen darstellen 
lässt, dass in 9i'. die folgenden voneinander unabhängigen Beding,ungen 
erfüllt sind : 
--·- --- ---------

(22) Vgl. den Satz, der beim Beweis des Satzes 2 gebraucht worden ist. 
(23) Die Umkehrung gilt dagegen nicht. 
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1. Pü1· jedes Prirnideal µ (einschl. o) gibt es kein Ideal zwischen 
µ und µ2• 

2. Für jede ·von o vc1·schicclenc,i Prin1;idmlc :p1 und :p2, die wn­
ci11andr1· ·verschicilen iind, ist im,11ier :p1 :p2=[µ1, +12J. 

Zunächst nehmen wir an, das:,; jedes Ideal ans 91, sich als Potenz­
produkt der Primideale darstellen lässt. Es sei µ ein Primideal, so gibt 
es kein Ideal zwischen :p und :µ". Denn, da nach Voraussetzung jedes 
Primärideal als eine Potenz vom Primideal darstellbar ist, so folgt aus 
Satz 6 die Behauptm1g. Damit ist rnwh Satz 3 je<ks von o verschiedene 
Primideal µ ein rrnnimales Ideal oder idempote11t. Es sei mm b=[:p1 , 

:p2], so wird 1,11:p2=Ü (b). Da nach Voraussetzung b=µi"\1 .... :p,,°'n ist, so 
soll 

sein, und folglich wird 

:P1:P2=ü(:p//..i) U=l,2, .. . ,n), 

:p/"1 .... p,,'/..n==Ü(:p,), (:p2) 

:P1 =:Pi', :P2=:P!, 

falls :P1$Ü (:pz), :P2=l=Ü (l')1) ist. Also wird 

b = +11 :P, = [:p1, :P2J. 

Wenn P1=Ü (:p2) ist, so wird offenbar :p1=b. Arnlt•rerseits ist nach Satz 
3 aber :P1 idempotent. Daher folgt auch p1 :P2=1,.Ji. Hiermit ist Bedingung 
2 auch notwendig. 

Wir setzen nun die Gültigkeit der Bedingungen I und 2 voraus. 
Besitzt 91, das Einhei.tsolement, so folgt aus Satz 3, dass erstens jedes 
Primiiri<leal immer eine Potenz vom Primideal ist, und jede gegenseitig 
relativprimen Primideale teilerfremd sind, zweitens dass ein Primido:.il :p 
idempotent ist, wenn ll durch ein von o verschiedenes Primideal echt 
teilbar ist. Daraus folgt, dass jedes Ideal aus 91, sich als ein Produkt der 
Potenzen von Primidealen darstellnn lässt. Enthält 9l kein Einhnits­
elemunt, so wird nach Satz 3 und Bedingung 2 

O=m+m1, od(•r o=m, 

wo m1 ein Körper und m ein ITT-adischer Ring oder nilpotent ist. In 
m ist ferner jedes Ideal eine Potenz von m. Damit lässt auch jedes 
Ideal ans 9r sich als ein Produkt aer Potenzen von Primidealell dar­
stel1en. 

Satz 13. Es sei (H ein lcornrn·utativer Ring, in dern der 1'cil, rlcet­
tensatz erfüllt iit. Dann ist notwendig und hinreichend dafür, dass 
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jc1lc.s Ideal aus fR sich ein de ntig afo ein Putcnzprodnkt i'on Prirni d caleri<"4 i 

darstellen lässt, dass in fR d-ie folgenden voneinander miabhängigen 
Bedingungen erfüllt sind: · 

1. Fnr jedes Prirnideal :p (eirwchl. 91) gilJt es kein Ideal zwischen 
:p nnd :p". 

2. Olme Nullteiler. 
Zunächst nehmen wir an, dass jedes Ideal aus fR sich eindeutig als 

Potenzprodukt von Primidealen darstellen lässt. Dann gilt nach Satz 
12 in 91 Bedingung 1. Für jedes von (o) und o verschiedene Primideal 
:p muss immer 

:pn "Cf :pn+l 

sein, da die ProduktzerlE·gung jedes Idc•,tls eindeutig ist. Hiermit folgt 
aus Satz 3, dass 91 ein Ring mit Einheitselement, ohne Nullteiler, 
ist, in dem Bedingung I gilt, oder dass fR ein fR-adischer Ring ist, in 
dem jedes Ideal eine Potenz von o ist. Daher folgt die Gültigkeit der 
Bedingung 2. 

Werden in 91 Bedingungen 1 und 2 vorausgesetzt, so ist nach Satz 
3 jedes Ideal als Potenzprodukt der Primideale darstellbar, und jede 
Potenz vom Primideal ist stds ein Primärideal. Daraus folgt nach 
Bedingung 2 die Eindeutigkeit von der Zorlegm1g jedes Ideals. 

(24) Hier ist eine Bemerkung wesentlich, dass wir die Zerle~ungen ,pn=o,pn als 
gleiche ansehen werden. 
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