Axiomatische Begriindung des Multiplikationsringes.
Von

Shinziro MORI.

(Eingegangen am 30. 9. 1932.)

Nach Herrn W. Krull® heisst ein Ring %, in dem der Teilerketten-
satz gilt, Multiplikationsring, wenn in R aus der Teilbarkeit von a
durch b stets die Giltigkeit einer Gleichung a=bc folgt. In einer vor
kurzem erschienenen Arbeit® hat Herr Akizuki die Definition des
Multiplikationsringes etwas verallgemeinert und seine Struktureigenschaf-
ten untersucht. Dabei heisst ein kommutativer Ring mit Teilerkettensatz
Multiplikationsring im Sinne von Akizuki, wenn im Ring aus der
echten Teibarkeit von a durch b stets die Giltigkeit einer Gleichung
a=bc folgt. In der vorliegenden Arbeit m#chte ich aus drei voneinander
unabhiingigen Axiomen schrittweise die Struktur von immer stirker
eingeschrinktem Ring bis hin zu dem Multiplikationsring untersuchen,
und in die Struktur desselben tiefer eindringen. Der Multiplikationsring
ist aber nur ein spezieller Fall von Ringen, die als eine direkte Summe
von endlich vielen Sonoschen Ringen® darstellbar sind.

Besitzt der Multiplikationsring im Sinne von Akizuki keinen Null-
teiler, so ist im Ring jedes Ideal eindeutig als Potenzprodukt der
Primideale darstellbar. Zum Schluss wird damit die Struktur des
kommutativen Ringes gezeigt, in dem jedes Ideal sich eindeutig als
Produkt von Potenzen der Primideale darstellen lasst. Wie wohl bekannt
ist, haben Prof. M. Sono und Frl. E. Nocther dasselbe Problem nach
verschicdenen Giesichtspunkten behandelt. Prof. Sono’s Theorie ist auf
der Voraussetzung entwickelt, dass der zugrunde gelegte Ring die
folgenden Eigenschaften besitzt :

(1) W. Krull, Ueber Multiplikationsringe, Sitzurgsber. d. Heidelberger Akademsie,

Math-naturw. Klasse, 1925.
W. Krull, Ueber den Aufbau des Nullideals in ganz-abgeschlossenen Ringen mit

Teilerkettensatz, Math. Annalen 102, S. 368.

(2) Y. Akizuki, Bemerkungen tiber de1 Aufbau des Nullideals, Proceedings of the
Physico-Mathematical Soc. of Japan, 3. 13, S. 258,

(3) Der Sonosche Ring ist ein kommutativer Ring, in dem der Teilerkettensatz und
der eingeschrinkte Vielfachenkettensatz vorausgesetzt werden.
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1. Ecxistenz der Hauptreihe von Idealen, die mit einem von (0)
verschiedenen Ideal beginnt.

2. Existenz des Einheitselementes.

Frl. Noether hat auch vorausgesetzt, dass jedes vom Null- und
Einheitsideal verschiedene Primideal keinen von R verschiedenen echten
Teiler besitzt, und dass die Umkehrung auch gilt, und daraus die Ex-
istenz des Einheitselementes und den Teilerkettensatz abgeleitet. Welche
Bedingungen notwendig und hinreichend sind, damit jedes Ideal im
allgemeinen kommutativen Ring eindeutig als Potenzprodukt von Primi-
dealen darstellbar ist ? Die Antwort auf diese Frage scheint uns von
grosser Schwierigkeit zu sein, und wir kénnen hier nicht weiter auf sie
eigenhen. Im folgenden wollen wir aber nur nach der Voraussetzung
des Teilerkettensatzes das Problem behandeln.

Struktur der Ringe, in denen jedes Primarideal eine
Potenz vom Primideal ist.

Es sei N ein allgemeiner kommutativer Ring, in dem die folgenden
Axiome gelten :®

Axiom 1. Teilerkettensatz.

Axiom 2. Fur jedes Primideal p (einschl. das Einheitsideal) gibt
es kein Ideal zwischen p und p°.%®

Fir diesen Ring gilt der

Satz 1. Ist p ein beliebiges Primideal (einschi. N), so gilt es kein
Ideal zwischen p* und p™' fir jede ganze Zahl n.

Ist p=9p® so wird offenbar p"=p"*' fir jede ganze Zahl n, und
folglich wird unsere Behauptung einleuchtend. Wir nehmen damit an,
dass p nicht idempotent ist. Dann folgt aus Axiom 2, dass fir ein durch
p° unteilbares Element p aus p

p=(p, 9"

(4) Die folgenden Beispiele zeigen die Unabhingigkeit der beiden Axiome.

Beispiel 1. Es sei R der Polynombereich von abzidhlbar unendlich vielen Unbes-
timmten wx: mit ganz rational-zahligen Koeffizienten. Aber ® enthilt keine ganze
rationale Zahl als Element. Wir betrachten den Restklassenring R'=%®/a, wo a=(v;—z:%
To—Zh. .., Xy, .. ..) 1k ist. Dann wird R’ eine direkte Summe von abzéhlbar unend-
lich vielen Idealen und fiir jedes Primideal p' aus R’ gibt es kein Ideal zwischen p’ und
p'2 In R gilt aber nicht der Teilerkettensatz.

Beispiel 2. Es sei & der Polynombereich vom Unbestimmten x mit Koeffizienten
aus dem Ring von ganzen rationalen Zahlen, und ® enthilt alle ganzen rationalen
Zahlen. Dann gilt in R der Teilerkettensatz, aber nicht Axiom 2.

(5) Dieser Begriff rithrt von Prof. Sono her.
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ist. Daraus folgt auch

pn_(pn :pn»ﬂ)

= R .

Wenn p"Da>Dp™** ist, so wird
pn:)a2a13p11+1’

wo o' =((r+e)p”, p**) ist. Dabei bedeutet r ein Element aus R und e
eine ganze Zahl. Da (r+o)p"£0 (p**) ist, so soll r+ o kein Element
aus p sein. Andererseits ist aber nach Axiom 2
p=((r+o)p, p°), oder p’=((r+c)p, p°).
Der zweite Fall ist unmoglich, da daraus (r + e)p”=0 (p™*") folgt. Hiermit
erhalten wir aus dem ersten Fall
p=0 ((r+e)p, p),
also wird
p"=0 (((r +e)p”, p*'1), oder p"=0 (a).

Das widerspricht der obigen Voraussetzung, damit ist unsere Behauptung
bewiesen.

Zur Bestimmung der Struktur dieses Ringes beweisen wir vorerst
den ‘

Hilfssatz 1. Es set R ein Ring, in dem Aviom 1 erfullt ist. Ist
v’ ein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal, das ein echter Teiler
vom anderen Primideal p ist, so ist es unmdglich, dass fur eine endliche
ganze Zahl m

p7=(p,9"")

48t.

Ist p™=(p, p'™*"), so wird p=0 (p'™). Da im Ring der Teilerkettensatz
erfillt ist, so kénnen wir

=0, p,pds. . p), p/E0 () (1=1,2,... ,5)

setzen ; dabei soll offenbar p=p sein, da p’ ein echter Teiler von p ist.
Daher folgt :

(1) pl=aup! +anp+ . .. +aispsd (p) (1=1,2,... ,s),
wo a;; die Elemente aus p’ bedeuten. Multiplizieren wir (1) mit einem
durch p' unteilbaren Element ¢, so wird

(2)  rpl=adpl+adpd+ . Fadpd () (1=1,2,....,9),
wo ai auch die Elemente aus p’ sind. Durch Elimination von p),....,
ps aus (2) ergibt sich

(*—a)p/ =0 (p),

wobei ¢ ein Element aus p’ ist. Da p/=0(p) ist, so soll »*—a=0 (p)
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sein, und folglich ist

r*=0 (p').
Das ist aber unméglich, da p' ein Primideal und r==0 (p') ist; damit ist
unsere Behauptung bewiesen.

Satz 2. Werden im kommutativen Ring R Azxtome I und 2 vor-
ausgesetzt, und ist R direkt-unzerlegbar, so ist RN nilpotent, oder ein
R-adischer Ring, oder ein Ring mit Einheitselement, in dem jedes von
N und (0) werschiedene Primideal zugleich ein maximales Ideal ist.
Existiert in R kein Einhettselement, so ist j:des vom Nullideal ver-
schiedene Ideal immer eine Potenz von R. Folglich gilt in R der
eingeschrdnkte Vielfochenketiensatz.

Gibt es in N kein Primidal ausser ¢ und (v), so soll R nilpotent,
oder ein Korper, oder ein N-adischer Ring sein. Es sei p jetzt ein von
N und (0) verschiedenes Primideal. Dann folgt aus Axiom 2 und Satz
1, dass fir jede ganze Zahl n kein Ideal zwischen p"” und p**' existiert.
Ferner ist stets p*=£p™*!, falls p"4=(0) ist, da R direkt unzerlegbar ist.
Es sei p' ein von R verschiedenes Primideal, das ein echter Teiler von
p ist. Dann ist p==p"*! fiir jede ganze Zahl n. Da es zwischen p™
und p™** kein Ideal gibt, so folgt

p'=(p, "), oder p"=(p,p")-
Nach Hilfssatz 1 ist aber der erste Fall unméglich. Damit soll nur der
zweite Fall méglich sein, und folglich wird auch

p"=(p,p"), oder p”=(p,p").
Aber der erste Fall ist auch unméglich, und folglich soll der zweite Fall
moglich sein. Indem wir so fortfahren, folgt, dass jede Potenz von
jedem von R verschiedenen primen Teiler von p stets ein Teiler von p
sein muss. Ist a ein echter Teiler von p, so sollen damit alle Primér-
komponenten von a™ in der kiirzesten Darstellung a"=[qy, qz,. - - -, Gu]
durch grosste Primirideale ein Teiler von p sein. Mit anderen Worten
ist jede Potenz eines echten Teilers von p stets ein Teiler von p, wenn
wir annehmen, dass p kein maximales Primideal ist. Andererseits gilt
der Satz, dass ein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal p idempotent
oder ein maximales Primideal vom Ring mit Einheitsclement sein soll,
wenn jede Potenz vom beliebigen echten Teiler von p stets ein Teiler
von p ist.” Da aus der Voraussetzung, dass R direkt unzerlegbar ist,
p==p® folgt, so ergibt sich ein Widerspruch, wenn wir annehmen, dass

(6) S. Mori, Ueber Produktzeriegung der Ideale, Journal of Sci. of the Hiroshimn
Univ. Ser. A, 2. S. 6. '
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p kein maximales Primideal ist. Damit muss jedes von (0) verschiedene
Prithideal von 9 immer ein maximales Primideal sein.

Nach unserer Voraussetzung, dass e¢s kein Ideal zwischen o und o*
gibt, ergibt sich

0°=(p, 0), oder o=(p, o°).
Im ersten Falle folgt daraus auch
0’=(p, 9°), oder 0°=(p, 0%,
da es nach Satz 1 kein Ideal zwischen o® und o® gibt. Indem wir so
fortfahren, gelangen wir schliesslich zum Resultat, dass fiir eine endliche
ganze Zahl m o™=(p, o™"") ist, oder dass p durch jede Potenz von o stets
teilbar ist. Ist o™=(p, 0™"), so wird
" =(p, 0" ) =(p, ™) =.....
Damit existiert in o™ ein Element ¢ von der Art, dass fiir jedes Element
r aus o™
er=r (p)
ist.”  Da p aber ein maximales Primideal ist, so wird der Restklassenring
R/p cin Koérper. Daraus folgt, dass p ein maximales Ideal ist. Ist fir
jede ganze Zahl m immer p=0(0™), so ist jede Potenz vom beliebigen
echten Teiler von p stets ein Teiler von p. Nach dem obigen ausgespro-
chenen Satz muss p idempotent oder ein maximales Ideal sein. Aber
R ist direkt unzerlegbar, damit soll p ein maximales Ideal sein. Nun
‘werden wir die Existenz des Einheitselementes beweisen. Ist das Null-
ideal kein Primideal, so wird
0)\:0>\+1
far eine ganze Zahl A® und daraus folgt dic Existenz des Einheitsele-
mentes, da R direkt unzerlegbar ist. Es sei nun (0) prim. Aus Axiom
2 folgt
op=p, oder op=yp_.

Im ersten Fall gibt es ein Element r, derart, dass

np=p
ist,” we p ein beliebiges Element aus p bedeutet. Da R keinen Null-
teiler besitzt, so folgt daraus, dass ry das Einheitselement ist. Im zweiten

(7) S. Mori, Ueber Ringe, in denen die grossten Primirkomponenten jedes Ideals
eindeutig bestimmt sind, Journal of Sei. of the Hiroshima Univ. 1, S. 176.

(8) 8. Mori, Ueber Teilerfremdheit von Idealen, Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ.
2, S. 105. '

(9) 8. Mo.i, Ueber Produktzerlegung der Ideale, S. 1.
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Fall setzen wir
p=(101, Poyee- ,Pn):
und es sei » ein durch p unteilbares Element. Dann werden
rp=aupit ... Famp. (=1,2,....,0),
oder
aupit .. .. +lau—r)pit+ ... Fawp.=0 (:=1,2,....,n),
dabei sind a;; die Elemente aus p. Durch Elimination ergibt sich

AQyy—7T Q2.+ -« -« .. Qin
(0231 Q22 —T ....
.. —_—'O’
- Aup—"T
oder
"=a=0 (p),

was aber unmoglich ist, da p ein Primideal und r==0 (p) ist. Hiermit
soll N das Einheitselement besitzen ; also ist der erste Teil des Satzes
bewiesen.

Besitzt R kein Einheitselement, so gibt es in R kein von o und (o)
verschiedenes Primideal, und folglich ist jedes von (o) verschiedene Ideal
a immer ein zu o gehoriges Primérideal. Fur eine ganze Zahl n wird
damit

1) 0"%0 (a), 0"*'=0 (a),
wenn a keine Potenz von o ist. Aus a=0 (o) folgt auch

a=0 ("), a=0(0™"). m=n
fur eine ganze Zahl m. Da es kein [deal zwischen o und o* gibt, so
wird nach Satz 1
0" =(a, o"*).
Durch Multiplikation mit 0"™ erhalten wir
0" =(a0"™™, 0"*") =0 (a)

gegen die erste Beziehung von (1). Also muss jedes von (0) verschiedene
Ideal eine Potenz von o sein.

Ist 9 ein Ring mit Einheitselement, so folgt aus dem obigen Beweise,

dass jedes vom Nullideal verschiedene Ideal einen minimalen Teiler
besitzt.”  Andereseits sind die Lingen der Hauptreihen eines Ideals

(10) 8. Mori, Struktur des Sonoschen Ringes, Jour. of Sci. of the Hiroskitma Univ.
2, S. 183. .
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identisch, die mit demselben Ideal beginnen.”” Daraus folgt die Giiltig-
keit des eingeschriankten Vielfachenkettensatzes Ist R nilpotent oder ein
R-adischer Ring, so ist der Restklassenring R/o™ immer endlich, und
folglich ist R/a auch endlich, falls'a vom Nullideal verschieden ist. In
diesem Fall gilt auch damit der eingeschrénkte Vielfachenkettensatz,
also ist der letzte Teil des Satzes auch bewiesen.

Satz 8. Werden im kommutativen Ring R Axiome I und 2 vor-
ausgeselzt, so wird N eine direkte Summe wvon endlich vielen direkt-
unzerlegbaren Idealen, und babei ist hichstens ein Ideal nilpotent, oder
ein R-adischer Ring, und alle anderen sind Ring mit Einheitselement,
wn dem jedes von (0) wverschiedene Primideal zugleich ein mazimales
Ideal ist. Ist ein Ideal in der Darstellung nicht idempotent, so sollen
alle anderen Korper sein, und im nichi-idempotenten Ideal ist jedes von
(0) verschiedene Ideal eine Potenz vom Ideal. Ferner ist die Darstellung
von R als direkte Summe von direkt-unzerlegbaren Idealen eindeutig
bestimmdt.

Ist N direkt unzerlegbar, so ist der Satz nach Satz 2 schon ein-
leuchtend. Tm anderen TFall existiert nach Axiom 1 eine Darstellung
von N als direkte Summe von endlich vielen direkt-unzerlegbaren
Idealen. Es sei damit

0=my 4N+ . ... F M.
Besitzen zwel Ideale my, ms, kein Einheitselement, so wird
oM+ My ...+ M, D0%
Denn, wenn o=m+m,+ ... 4m, ist, so folgt m;=0 (m;°), und folglich
besitzt m; das Einhecitselement gegen die obige Voraussetzung. Wenn
o =m+my+ . ... +m, ist, so wird
me+ml 4. mtEmt L
Daraus folgt die Existenz des Einheitseleméntes von m, gegen die Vor-
aussetzung. Da es kein Ideal zwischen o und o® gibt, so besitzt damit
hochstens ein Ideal m; kein Einheitselement. Besitzt der Ring m, ein
vom Nullideal und m, verschiedenes Primideal p,, so ist p=m,+ . ...
+ 1,1+ 9P, ein Primideal von 9 und daraus folgt

(1) :po1+ e +mn_1+p,;23p?.
Denn, wenn p=ny+ . ..+m,4+p, ist, so wird p,=p,’ gegen die Tat-
sache, dass m, direkt unzerlegbar ist. Ist wy+ ....4+Mu_+pS=p° so

wird

(11) M. Sono, On Congrﬁences, A[e;noirs of the College of Sci., Kyoto Imperial Univ.
(1917).
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met .. pl=mlt L pak

Daher folgt cin Widerspruch, dass my das Einheitselement besitzt. Die
Beziehung (1) widerspricht aber dem Axiom 2. Hiermit sollen alle
Ideale my, my,. ... m, Koérper sein. Ferner besitzt m, kein von (o) ver-
schiedenes Primideal ausser my, sonst hitte m; nach Satz 2 das Einheit-
selement. Da m,; direkt unzerlegbar ist, so muss m, nilpotent oder ein
R-adischer Ring sein, und ferner ist jedes von (o) verschiedene Ideal
aus my eine Potenz von m,. Besitzt jedes m; das Einheitselement, so gibt
es nach Axiom 2 kein Ideal zwischen p; und pd, wenn p; ein Primideal
aus m; ist. Da m,; direkt unzerlegbar ist, so folgt damit aus Satz 2, dass
jedes vom Nullideal verschiedene Primideal aus m; zugleich ein maximales
Ideal ist. Hiermit ist der erste Teil unseres Satzes bewiesen. Der zweite
Teil ist aber ersichtlich.

Aus dem Satz ergibt sich auch

Satz 4. Ein kommulativer Ring, in dem die Axiome 1 und 2
erfullt sind, ist eine direkte Summe von endlich vielen Sonovschen Ringen,
in denen Aziom 2 gilt.

Hilfssatz 2. Es sei R ein Ring, in dem Aziom I erfillt ¢st. Ist
ein Primideal p aus N zugleich ein mazimales Ideal und existert kein
zu p gehdriges Primarideal zwischen p und p°* (einschl. %), so wird

o=m+p,
wo m etn Korper ist.
Da es kein Primirideal zwischen p und p* (einschl. p?) gibt, so wird

rp=0 (p°), r==0(p)

fir ein Element r aus R. Setzen wir p=(pi, ps,.. ..pa), so ergibt sich
daraus

TPe=0uPit ... Famp. (0=1,2,....,n),
wo ay die Elemente aus p sind. Durch Elimination folgt die Existenz
eines durch p unteilbaren Elementes ' derart, dass

(1) ’I"I):O, ,,J:,rn_a
ist, dabei ist ¢ ein Element aus p. Andererseits ist
o=(p, or')=(p,0r"")=....,

da das Primideal p ein maximales Ideal ist. Ist ¢ (34=0) ein gemeinsames
Element von p und o/, so wird nach (1)

c=r'v"", v"=0(p).
Das widerspricht der Tatsache, dass ¢0 ist. Damit soll
o=p+m
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sein. Da p ein maximales Ideal ist, so ist m ein Korper.

Satz 5. Ist im Ring R Adxiom I erfillt, so ist die Voraussetzung
von Aziom 2 identisch mit der Voraussetzung des folgenden Awmiomes:

Axiom 2. Es gibt zwischen o und o° kein Ideal, und fiir jedes
maximale Primideal p gibt es auch kein Tdeal zwischen p und p’.

Aus Axiom 2 folgt offenbar Axiom 2. Wir setzen nun die Giiltig-
keit des Axiomes 2' voraus, und wir unterscheiden zwel verschiedene
Fille, je nachdem der Ring das Einheitsclement besitzt oder nicht.

1. Fall. o=9°. Es sei p' ein nicht-idempotentes Primideal, das
durch ein maximales Primideal p echt teilbar ist. Dann existiert nach
Axiom 1 ein von p verschiedenes Primideal p'* derart, dass

pOp =y
igt, und dass es kein Primideal zwischen p und p’" gibt. Da p’ kein
idempotentes Primideal ist, so ist p” auch kein idempotentes Primideal.
Ist p” noch durch ein nicht-maximales Primideal teilbar, so kénnen wir
auch ein nicht-maximales Primideal p'" finden, das ein echter Teiler
von p"’ ist. Indem wir so fortfahren, erhalten wir nach Axiom 1
schliesslich ein nicht-maximales nich-idempotentes Primideal p™, das
durch kein nicht-maximales Primideal echt teilbar ist. Da p™ nicht
idempotent ist, so wird ™

P =0 (p),
wo p, ein maximales Primideal bedeutet, das ein echter Teiler von p™
ist. Damit wird

q p(n)EO {x)zl), p(n)$0 (pzl-f-l), l%l’

fir eine ganze Zahl [. Nach Axiom 2’ ergibt sich damit

pzl——— (p(n), pgl—l-l)'

Das ist aber nach Hilfssatz 1 unméglieh. Hiermit muss jedes nicht.
maximale Primideal idempotent sein; also gibt es kein Ideal zwischen
p und p’, wenn p ein beliebiges Primideal ist.

2. Fall. ox0’ Ist p ein nicht-idempotentes maximales Primideal,
so wird ™

(1) - ' p==0(o™),
fir eine ganze Zahl m. Daraus folgt

p=0(0), p=0 (o™,

fiir eine ganze Zahl [. Nach Axiom 2’ folgt daraus

(12), (183) Vgl. den Satz, der beim Beweise von Satz 2 gebraucht worden ist.
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Dl:(p, o'*1),
Also ist der Restklassenring R[p ein Korper, da p ein Primideal ist.
Hiermit ist p zugleich ein maximales Ideal aus . Nach Axiom 2' ist
aber
p=op, oder p’=op.
Im ersten Fall wird p=0 (0") fiir eine ganze Zahl n,"¥ und wir erhalten
einen Widerspruch gegen (1). Im zweiten Fall gibt cs kein Primideal
zwischen p und p® (einschl. p°). Nach Hilfssatz 2 folgt daher
D=p+m,

wo m ein Korper ist. Damit ist jedes maximale Primideal kein echter
Teiler vom Primideal ; also gibt es kein Ideal zwischen p und p*, wenn
p ein beliebiges Primideal ist. Aus Axiom 2 folgt damit Axiom 2.

Satz 6. Ist im Lommutativen Ring R Axiom I erfillt, so ist die
Voraussctzung von Azxiom 2 identisch mit der Voraussetzung des folgenden
Aziomes:

Axiom 2. Jedes Primdrideal vom Ring ist stets eine Potenz vom
Primideal.

Zuniichst setzen wir die Giiltigkeit des Axiomes 2 voraus. Ist q ein
zum Primideal p gehoriges Primérideal, und ist q keine Potenz von p,
so wird fiir eine ganze Zahl n

(1) p""'=0(q), p"=0 (a).
Aus q=0(p) folgt auch
q=0(p"), 40 (™"
fir eine ganze Zahl m (=n). Nach Satz 1 folgt daher
p"=(a,p""").
Durch Multiplikation mit p"~™ erhalten wir
pn: (qpn -m’ :pn+1)’
also wird nach (1)
p"=0(q)
gegen die letzte Beziehung von (1).  Aus Axiom 2 folgt damit Axiom 2.
Es werde jetzt Axiom 2’7 vorausgesetzt. Existiert in 3%t das Einheit-
selement, so ist jeder Teiler einer Potenz vom maximalen Primideal p
immer ein Primérideal,™ und folglich gibt es nach Axiom 2/ kein Ideal
zwischen p und p° Enthilt R kein Einheitselement, so wird 00  Gibe

(14) S. Mori, Ueber. Produktzerlegung der Ideale, S. 1.
(15) 8. Mori, Ueber. Produktzerlegung der Ideale, S. 10.
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es ein Ideal a zwischen o und o°, so wiirde a ein Primérideal und keine
Potenz von o; was dem Axiom 2" widerspricht. Nach dem Beweise von
Satz 5 folgt daher, dass jedes nicht-idempotente maximale Primideal
zugleich ein maximales Ideal ist. $R/p ist ndmlich ein Kérper. Aus
Axiom 2" folgt auch, dass es kein Primérideal zwischen p und p* gibt.
Wenn p* nicht primdér ist, so wird nach Hilfssatz 2

o=p+m,
wo m einen Korper bedeutet, also gibt es kein Ideal zwischen p' und
P, wenn p' jedes Primideal ist. Denn es gibt kein Ideal zwischen o und
0. Es sci jetzt p* primdr. Da %Rfp ein Korper ist, so wird

r=r(p), (r—r)’=0(p’).

Daher folgt, dass fir jedes Element o/ aus R stets »'=er' (p°) ist, da p°
primér ist. Also wird op=p, und folglich wird p=0 (o) fiir jede ganze
Zahl m. Das ist unméglich, da N kein Einheitselement besitzt und p
nicht idempotent ist.”® Ist p idempotent, so gibt es offenbar zwischen
p und p* kein Ideal. Nach Satz 5 gilt damit in R Axiom 2; also ist
unsere Behauptung vollstindig bewiesen.

Struktur des Multiplikationsringes im Sinne von Krull.

Wir werden zu der Voraussetzung der Axiome 1 und 2 noch das
folgende Axiom hinzufiigen :

Axiom 3. Euistenz des Einheitsclementes der Multiplikation.

Aus Satz 3 folgt unmittelbar die Tatsache, duss Axiom 3 keine
Folge der Axiome 1 und 2 ist. Das im vorigen Paragraphen angefiihrte
Beispiel erméglicht uns den folgenden Beweis, dass aus den Axiomen 2
und 3 Axiom 1 nicht erfolgt. Ferner ist offenbar Axiom 2 keine Folge
der Axiome 1 und 8. Hiermit sind die drei Axiome 1, 2 und 3 von-
einander unabhingig.

Satz 7. Ein allgemeiner kommutativer Ring R ist dann und nur
dann ein Multiplikationsring im Sinne von IKrull, wenn in R die
Jolgenden wvoneinander unabhingigen Azxiome erfillt sind :

1. Teilerkettensatz.

2. Fir jedes Primideal p (etmschl. R) gibt es kein Ideal zwischen
P und P~

3. Existenz des Einheitselementes.

Es werden zundchst die Axiome vorausgesetzt. Da R das Einheit-

(16) Vgl. den Satz, der beim Beweise des Satzes 2 gebraucht worden ist.
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selemont besitzt, so folgt aus Satz 8, dass
0:m1+nlg+ ceee +1nn
ist, wo jedes m,; das Einhcitsclement besitzt und dirckt unzerlegbar ist.
Ferner ist jedes vom Nullideal verschiedene Primideal aus my zugleich
ein maximales Ideal. Jedes Primideal aus R ist damit idempotent oder
ein maximales Ideal. Da m,; direkt unzerlegbar ist, so ist jedes idem-
potente Primideal p in der folgenden Form darstellbar :
P=nh4 .. N Mt L L.
Zwel gegenscitig relativprime Primideale p, und p, sind damit stets
teilerfremd, also ist 0=(p;, p,). Weiter ist nach Satz 6 jedes Primirideal
aus N immer eine Potenz vom Primideal. Es sei nun a ein beliebiges
Ideal und sei
(1) a=[a, . ., 9]
eine kirzeste Darstellung von a durch grosste Primérideale. Sind p,,
. P die zu a gehoérigen Primideale, so sind sic gegenseitig relativ-
prim, und folglich wird
(2) Dz(pz, pJ> (Z:‘:J, 1,_]:1, 2. ?L)
Denn, wenn p,=0 (p;) wire, so wiirde p; idempotent, und daraus folgte
q:=0 {q:), was der Tatsache widerspricht, dass die Darstellung (1) eine
kiirzeste ist. Da ‘
q=pM (t=1,2,....,n)
sind, so folgt aus (1) und (2) ‘
a=pM....pMpi.. ..,
WO Py,....,p, die idempotenten Primideale bedeuten.” Es sei
7.

1P. i ’p, I P!
b:pl ..., I'pl+1l+l"' Puw™r1 ... Pa

ein Teiler von a. Dabei sind p/,....,p,/ auch die idempotenten Primi-
deale, und p,,.. ,p/ die maximalen Primideale, die auch zu a gehoren,
und p'rey, ..., Pa/ die maximalen Primideale, die nicht zu a gehoéren. Da

b ein Teiler von a ist, so gehort jedes zu b gehorige idempotente Pri-
mideal p’ auch zu a; also ist n=t. Ist p/ ein zu b gehoriges nicht-
idempotentes Primideal, so gehédrt p/ auch zu a, oder ein Teiler eines
zu a gehorigen idempotenten Primideals p;, das nicht zu b gehort. Im
ersten Fall sei es p/=p;(1=1,2,....,1). Dann wird M=p;. Denn, wire
P>\, so wiirde ‘

(17) Vgl. M. Sono, On congruences, 2, S. 117. E. Noether, Idealtheorie in Ringberei-
chen, Math. Ann. 83. S. 51.
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a=p P=0 (p/"), p =0 (p/"), P=0(p/),
wo P ein Element aus 3t bedentet. Das widerspricht der Tatsache, dass
p/? ein Primarideal ist. Tm letzten Fall ist offenbar pp/fi=p; Mit den
Ergebnissen kénnen wir a in der folgenden Form darstellen :
a=P/" . op P P )T /N TP ).
Also wird a=bc. Da 9N das Einheitsclement besitzt, so ist auch o=0"
Hiermit ist R ein Multiplikationsring im Sinne von Krull.

Es sei N ein Multiplikationsring im Sinne von Krull. Dann ist
die Giltikeit der Axiome 1 und 3 leicht ersichtlich.”® Es sei p ein
maximales Primideal und es sei a ein Ideal von der Art, dass

(3) pnjajpn+1

ist. Dann soll a=p"a’ sein, da N ein Multiplikationsring ist. Da 9 das
Einheitselement besitzt, so soll a’%0 sein. Damit ist a’ durch ein von o
verschicdenes Primideal p° teilbar ; also wird ¢’ =p’a”. Daher folgt

(4) a=p'pa
wobei p 1’ ist, sonst wiirde a=0 (p***) gegen die Voraussctzung (3). Aus
(3) und (4) folgt aber

=06,

Also ist p" ein echter Teiler von p und von o verschieden. Das ist
unmdoglich, da p ein maximales Primideal ist. Hiermit gibt es kein
Ideal zwischen p und p’, wenn p ein maximales Primideal ist.
Nach Satz 5 ergibt sich damit, dass in i Axiom 2 gilt. Also ist unser
Satz vollstindig bewiesen.

Mit Hilfe von Satz 3 und Satz 7 erhalten wir leicht

Satz 8. Jeder Multiplikationsring im Sinne von Krull ist direkt
zerlegbar in die direkte Summe wvon endlich wviclen dirckt-unzerlegbaren
Idealen, in denen jedes won (o) wverschicdene Primideal p stets ein
maximales Ideal ist, und es kein Ideal zwischen p und p° gibt. Ferner
besitzt der Ring das Einhetlselement.

Struktur des Multiplikationsringes im Sinne
von Akizuki.

Satz 9. Ein allgemeiner kommutativer Ring R ist dann und nur
dann ein Multiplikationsring im Sinne von Akizuki, wenn in N die
Jolgenden voneinander unabhdngigen Axiome gelten :

(18) Y. Akizuki, Bemerkungen iiber den Aufbau des Nullideals, 8. 253. ,
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1. Teilerkettensatz.

2. Fir jedes Primideal p (einschl. 0) gibt es kein Ideal zwischen
p und p* :

3. Jede Potenz vom Primideal ist stets ein Primdrideal. ™

Es sei zunidchst R ein Multiplikationsring im Sinne von Akizuki.
Da im Multiplikationsring der Teilerkettensatz vorausgesetzt wird, so
gilt in N Axiom 1. '

Gibt es in R das Einheitsclement, so kénnen wir in gleicher 'Weise
wie im Beweis von Satz 7 beweisen, dass es fiir jedes maximale Primi-
deal p kein Ideal zwischen p und p* gibt. Nach Satz 5 gilt in it Axiom
2. Hiermit ist nach Satz 3 jedes. Primideal idempotent oder ein maxi-
males Ideal. Da jede Potenz vom maximalen Primideal aus Ring mit
Einheitselement immer Primérideal ist,” und da die Potenz jedes
idempotenten Primideals offenbar auch ein Primérideal ist, so gilt in
N auch Axiom 3.

Wir nehmen nun an, dass R kein Einheitselement besitzt. Dann
ist o0’ Ist

0 DaD0%
so wird nach der Eigenschaft vom Multiplikationsring

a=oa,
wo a' ein Ideal aus R bedeutet. Daher folgt a=0 (0°) gegen unsere
Voraussetzung ; also gibt es kein Ideal zwischen o und o*. Es sei p ein
maximales Primideal und vom Nullideal verschieden. Dabei ist p nicht
idempotentent ; sonst wiirde o=p+m, m=Ew’. Folglich gibe es kein
Ideal a derart, dass m=oa ist, gegen die Eigenschaft des Multiplikati-
onsringes. In I gibt es ein Ideal a’ derart, dass

:p:D(l,
ist. Da p cin Primideal und p=0 (a’) ist, so soll p=a’ sein. Also ist
p=0p.

Hiermit gibt es in R ein Elment r derart, dass fiir jedes Element p aus
p stets rp=p ist.”® Fir jedes m ist damit

(19) Aus dem im ersten Paragraphen gezeigten Beispiel folgt unmitt-lbar, dass
Axiom 1 keine Folge von den Axiomen 2 und 8 ist. Im Sonoschen Ring mit Einheit-
selement gelten die Axiome 1 und 38, aber Axiom 2 gilt nicht im allgemeinen. Ist
o=m+m;, wo m; ein Korper und m nilpotent ist, und ist jedes Ideal aus m stets eine
Potenz von m, so gelten in R die Axiome 1 und 2. Dabei ist m ein Primideal, aber m?
ist kein Primirideal. Hiermit sind die Axiome 1, 2 und 3 voneinande: unabhingig.

(20) S. Mori, Ueber Produktzerlegung der Ideale, S. 10.

(21) S. Mori, Ueber Produktzerlegung der Ideale, S. 1.
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p=0(o"),
was aber unmdglich ist, da p nicht idempotent ist, und 3t kein Einheits-
element besitzt.*” Damit gibt es in N kein Primideal ausser o und (o) ;
also gelten in N die beiden Eigenschaften 2 und 3.
Wir setzen die Giiltigkeit der Axiome 1, 2, und 3 voraus. Besitzt
N das Einheitselement, so ist % nach Satz 7 offenbar ein Multiplika-
tionsring, Im anderen Fall ist ! nach Satz 3 in der Form

0=+ 1y + . ... U, NFEW

darstellbar, wo m; ein Kérper und wm ein nilpotenter Ring oder ein
N-adischer Ring ist. Ist aber N direkt zerlegbar, so gilt in N nicht Axiom
3. Hiermit ist R dirckt unzerlegbar, und % besitzt kein von (0) ver-
schicdenes Primideal ausser o. Nach Satz 2 ist damit jedes vom Null-
ideal verschicdene ldeal aus N stets identisch mit ciner Potenz von o;
also ist der Ring ein Multiplikationsring im Sinne von Akizuki.

Wir kénnen Satz 9 auch in folgender Weise aussprechen :

Satz 10.  Ein Lommutativer Ring mit Teilerkettensatz ist dann
und nur dann ein Multiplikationsring im Sinne von Akizuki, wenn
Jedes Primdrideal des Ringes stets identisch mait einer Potenz vom
Primideal ist, und wmgekehrt.

Aus diesem Satz folgt auch der

Satz 11. Ist R ein Multiplikationsring im Sinne won Akizuki, so
lisst jedes Ideal von R sich als ein Produkt der Potenzen von Primi-
dealen darstellen.®™

Nach Satz 10 ist jedes Primirideal aus R eine Potenz vom Primideal.
Existiert in 9% das Kinheitselement, so sind je zwei Primdirideale, die
gegenseitig relativprim sind, auch teilerfremd, und folglich gilt die
Behauptung.  Enthilt 9%t kein Einheitselement, so gilt nach Satz 9 auch
die Behauptung.

Ringe, deren Ideale sich als Potenzprodukte von
Primidealen darstellen lassen.

Satz. 12. Es sei R ein kommutativer Ring, in dem der Teilerket-
tensatz gilt. Dann ist es notwendig und hinreichend dafir, dass jedes
Ideal aus R sich als Produkt der Potenzen von Primidealen darstellen
lisst, dass in R die folgenden voneinander unabhingigen Bedingungen
erfullt sind :

(22) Vgl den Satz, der beim Beweis des Satzes 2 gebraucht worden ist.
(23) Die Umkehrung gilt dagegen nicht.
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1. Fir jedes Primideal p (einschl. v) gibt es kein Ideal zwischen
p und p.

2. Fir jede von o werschiedenen Primideale py und p;, die won-
etnander verschicden sind, st immer Pipe=[ps, PoJ.

Zunichst nehmen wir an, dass jedes Ideal aus R sich als Potenz-
produkt der Primideale darstellen lédsst. KEs sei p ein Primideal, so gibt
es kein Ideal zwischen p und p®. Denn, da nach Voraussetzung jedes
Priméarideal als eine Potenz vom Primideal darstellbar ist, so folgt aus
Satz 6 die Behauptung. Damit ist nach Satz 8 jedes von o verschicdene
Primideal p ein maximales Ideal oder idempotent. Es sei nun d=[p,,
p.], so wird p,p,=0(d). Da nach Voraussetzung d=p/*....p,/*» ist, so
soll

ppe=0(p/" (=12, .. ,n),
P p/Me=00py), (1e)

gein, und folglich wird

n=p, p=p),
falls p;==0 (p.), p.=*0(p,) ist. Also wird

D=1 P.=[ps, .
Wenn p;=0 (p,) ist, so wird offenbar p1=b. Andererseits ist nach Satz
8 aber p, idempotent. Daher folgt auch p, p.=p,. Hiermit ist Bedingung
2 auch notwendig.

Wir setzen nun die Giiltigkeit der Bedingungen I und 2 voraus.
Besitzt 9% das Einheitselement, so folgt aus Satz 3, dass erstens jedes
Primiirideal immer eine Potenz vom Primideal ist, und jede gegenseitig
relativprimen Primideale teilerfremd sind, zweitens dass ein Primideal p
idempotent ist, wenn p durch ein von o verschiedenes Primideal echt
teilbar ist. Daraus folgt, dass jedes Ideal aus R sich als ein Produkt der

Potenzen von Primidealen darstellen ldsst. Enthilt Rt kein Einheits-
element, so wird nach Satz 8 und Bedingung 2
o=m-+m,, oder o=,

wo 1y ein Korper und m ein R-adischer Ring oder nilpotent ist. In
m ist ferner jedes Ideal eine Potenz von wm. Damit lisst auch jedes
Ideal aus N sich als ein Produkt der Potenzen von Primidealen dar-
stellen.

Satz 13. Es sei N ein kommutativer Ring, in dem der Teil rket-
tensatz erfullt ist. Dann ist notwendig wnd hinreichend dafir, dass
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Jedes Ideal aus R sich eindeutig als ein Potenzprodukt von Primidealen®™
darstellen ldsst, dass in R die folgenden voneinander unabhdngigen
Bedingungen erfillt sind : ' :

1. Fur jedes Primideal p (etnschl. ) gibt es kein Ideal zwischen
p nnd .

2. Ohne Nullteiler.

Zun#chst nehmen wir an, dass jedes Ideal aus R sich eindeutig als
Potenzprodukt von Primidealen darstellen lisst. Dann gilt nach Satz
12 in N Bedingung 1. Fir jedes von (o) und o verschiedene Primideal
P muss immer

N1

piFp
sein, da dic Produktzerlegung jedes Ideals eindeutig ist. Hiermit folgt
aus Satz 3, dass R ein Ring mit Einheitselement, ohne Nullteiler,
ist, in dem Bedingung I gilt, oder dass R ein NR-adischer Ring ist, in
dem jedes Ideal eine Potenz von o ist. Daher folgt die Giiltigkeit der
Bedingung 2.
Werden in i Bedingungen 1 und 2 vorausgesetzt, so ist nach Satz
3 jedes Ideal als Potenzprodukt der Primideale darstellbar, und jede
Potenz vom Primideal ist stets ein Primiirideal. Daraus folgt nach
Bedingung 2 die Eindeutigkeit von der Zerlegung jedes Ideals.

(24) Hier ist eine Bemerkung wesentlich, dass wir die Zerlegungen p"=op» als
gleiche ansehen werden.
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