
Ueber Sonosche Reduktion von Idealen. 

Von 

Shinziro Mori. 

(Eingegangen am 15. 5. 1932.) 

In seiner Arbeif1l „ 0 n the Reduction of Jdea,l~" leitet Herr Prof. 
M. Sono den folgenden Satz ab: 

Es sei ITT ein Sonoscher Ring. Ist ein Ideal a von erster ,41-t teilbar 
dv.rch v maximale Ideale der ersten Art, so lüsst a ei1ie Darstellung als 
Durchschnitt von v primären [dealen zu, die zu den v rnaximalen Idealen 
gehö1·en. 

Dabei bedeutet ein Ideal der ersten Art ein Ideal, das kein Teiler 
jeder Potenz von ?Je ist, und unter primäres Ideal verstehen wir ein 
Ideal, das teilbar durch ein einziges maximales Ideal der ersten Art ist. 
Ein maximales Ideal von erster Art ist hiermit ein maximales Primideal 
im Sinne von Noether, und im Sonoschen Ring gilt auch die Umkehrung, 
falls es ein vom Nullideal verschiedenes Primideal gibt. In diesem Ring 
sind ferner die maximalen Ideale von erster Art, die Teiler eines Ideals 
a ( =tc (0)) sind, die höchsten Primideale von a (im Sinne von Krull). 
Aber im allgemeinen kann ein höchstes Primideal eines Ideals kein 
maximales Ideal sein. Um die Geltnng des Sonoschen Satzes auf den 
allgemeinen Ringbereich anszuclehnen, werde ich hiermit die Sonosche 
Definition für primäres Ideal in folgender Form modifizieren. 

Besitzt ein Ideal ein einziges höchstes Primidcal, so hcisst das Ideal 
,,primäres Ideal inl Sinne von Sono." 

In den vorliegenden Abhandlungen wird für den kommutativen 
Ring ?Jl mit Teilerketterrnatz die Existenz einer Darstellung jedes Ideals 
als Durchschuiit von den eben definierten primären Idealen nachgewiesen 
uml die eindeutige Darstellbarkeit untersucht. Für Primideal und 
höchstes Primideal eines Ideals werden wir nach den von Noether und 
Krull gegebenen Vorbildern in folgender Form definieren : 

~~in Ideal :p heisst „ Primideal," wenn ab durch :p nur dann teilbar 

(1) M. Sono, On the Reduction of Ideals. Memoirs of the College of Science, Kyoto 
Imperial University, Series A, 7 (1924), zitiert mit „ S." 
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ist, falls a oder 71 durch :p teilbar ist.<1l 

Ein Primideal :p, das Teiler eines Ideals a ist, und kein echtes 
Primidealvielfaches mit der gleichen Eigenschaft besitzt, heisst „ höchstes 
Primideal von a."l2l 

Primäre Ideale im Sinne von Sono. 

Im Sonoschen Ring ist jedes vom Nullideal und von o verschiedene 
Primideal zugleich ein maximales Idealr:iJ und folglich sind die höchsten 
Primideale jedes vom Nullideal verschiedenen Ideals erster Art zugleich 
maximale Ideale von erster Art. Um unsere Definition für primäres 
Ideal also als speziellen Fall die Sonosche Definition unter sich zu be
greifen, haben wir in folgender Weise zu definieren. 

Definition. B e.~itzt ein Ideal q ein einziges höchstes Pr·irnideal :p, 
so heisst q ein „ zu :p gehöriges p1·imärcs Ideal." Ist :p 'Von o rcrschiedcn, 
so hcisst q das „ eigentliche primärr Ideal " iw d sonst hc·isst es das 
,, imeigentliche primäre Ideal." 

Aber die Gesmtheit 9 aller Elemente h von der Eigenschaft, dass 
eine Potenz von h durch a teilbar ist, ist ein Ideal und alle zugehörigen 
Primideale von 9 sind sämtlich die höchsten Primideale von a<4J; womit 
aus der Definition folgt 

_Ist q ein w :p gehör,i_ges primäres Ideal, so wird :p1'·=0 (q) für eine 
endliche ganze Zahl A. 

Die Definition des primaren Ideals lässt sich auch so aussprechen : 

Ein Ideal q heisst primär, wenn ai{S ab=.0 (q) notwendig folgt 
wenigstens eines von a;.=0 (q), bA=O (q), wo der E:i.:ponent ;\ eine en
dliche ganze Zahl ist. <5J 

Bei dieser Definition ist die Gesamtheit :p aller Elemente, deren 
endliche Potenz durch q teilbar ist, das zu q gehörige Primideal. 

Es handelt sich im folgenden um den Zusammenhang zwischen 
Sonoschen und Noetherschen primären Idealen. 

Satz I. Die beiden Primärideale ( die Sonoschen und die N octher-

(1) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen. Math. Ann. 83, zitiert mit „ N." 
(2) W. Krull, Idealtheorie in Ringen ohne Endlichkeitsbedingung. Math. Annalen 

l01. 
(3) S. Mori, Struktur des Sonoschen Ringes, dieses Journal 2, S. 185 
(4) S. :\Iori, Ueber Ringe, in denen die grössten Primärkomponenten jedes Ideals 

eindeutig bestimmt sind, dieses Journal 1, S. 100, zitiert mit „ M.'' 
(5) Vgl. ,, N." S. 37. 
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sehen) vom Ring '.J1 stimmen dann iind nur dann iiberein, wenn 91 das 
Einheitselement l,esitzt irnd 91 die direkte Swrnrne von endlich vielen 
Idealen wird, ,in jedem einzelnen von denen jedes vom N1illideal ver
schiedene Pri'.mideal ma.1;im.al ist, odM· we11n in 91 kein vom Nnllideal 
nnd vom Ei11 heitsideal o verschiedenPs Primideal existiert. 

Wir nehmen zunächst an, dass im Ring 91 die beiden Begriffe 
übereinstimmen werden. "\V enn es in 91 kein Primideal ausser o und 
( o) gibt, so stimmen offen bar die beiden Begriffe überein. Ist µ ein von 
o und (o) verschiedenes Primideal, so muss µ idempotent, oder ein 
maximales Primideal vom Ring mit Einheitselement sein. Denn, sonst 
würde µ durch eine Potenz ar des echten Teilers a von µ unteilbar sein. eil 

Aus dem Noetherschen Hauptsatz folgte, dass ar=[q1, .... , qn.] ist, und 
,venigstens eines, etwn q1, aus q1, •••• , qn kein Teiler von µ ist. Da a ein 
eehter Teiler von µ ü,t, so würde q1 durch µ unteilbar sein. Damit sollte 
b=[q1, µ] eine kürzeste Darstellung sein. Aus aP=O (q1), l)=Ü (a) folgte 
damit µA=O (b) für eine endliche ganze Zahl A. Hiermit würde b ein 
Sonosches primäres Ideal, aber kein Noethersches Primärideal sein. Das 
widerspricht der obigen Voraussetzung. Gibt es in 91 kein idempotentes 
Primideal, so besitzt 91 damit das Einheitselement und alle von (o) ver
schiedenen Primideale sind maximale Ideale. 

Ist µ idempotent, so wird 
O=l) +11, 

wo lt direkt-unzerkgbar und µ=l=(o) ist. Gibt es im Ring n ein von (o) 
und n verschiedenes Primideal, m. a. W. L,t µ durch ein von o ver
schiedenes Primideal µ' echt teilbar, so kann µ' nicht mehr idempotent 
sein, uad fernn besitzt o das Einheitselement. Es ist leicht ersichtlich, 
dass im Ring 11 alle vom Nullideal und 11 verschiedenen Primideale 
nicht-idtnnpotent und maximal sein sollen. Besitzt 11 kein von (o) ver
schiedenes Primideal, so können wir zwei verschiedene Fälle betrachten, 
je nachdem µ ein von µ verschiedenes Primideal besitzt oder nicht. Im 
ersten Fall ist 11 teilbar durch ein von o verschiedenes Primideal µ" und 
folglich erkennen wir auch, dass das Ideal n idempotent sein soll ; also 
ist n ein Körper. Im zweiten Fall ist n durch Primideal ausser o echt 
unteilbar, nu<l :p ist ein Körper, da µ=:p 2 =l=(o) ist. Folglich ist 11 auch 
ein Primi<leal und n muss auch das Einheitselement besitzen, also ist lt 
auch ein Körper. Zusammenfassend besitzt o stets das Einheitselement 
und jedes von (o) verschiedene Primideal von n ist maximal. ]st µ noch 
zerlegbar, so wird 

(1) S. Mori, Ueber Produktzerlegung der Ideale, dieses Journal 2, S. 6. 
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P = Pr + PJ + · · · · + Pn, 
wo p, direkt-unzerlegbar sind. Folglich soll jedes vom Pi verschiedene 
Primideal von p1 ein maximales Ideal oder ~ullideal r:;ein. Hiermit be
sitzt ITT das Einheitselement, und ferner wird ITT die direkte Summe von 
Idealen, in denen jedes Primideal das Nullideal oder ein maximales 
Ideal ist. 

Es seien die Bedingungen hier vorausgesetzt. Im zweiten Fall 
stimmen die beiden Begriffe offenbar überein. Im ersten Fall ist jedes 
Primideal idempotent oder maximal. Nach dem in der Fussnote aus
gesprochenen Satzrri folgt daraus, dass jedes Sonosche primäre Ideal 
zugleich ein Noethersches Primärideal ist, und umgekehrt. 

Reduktion eines Ideals durch primäre Ideale. 

In diesem Paragraphen betrachten wir nur die primären Ideale im 
Sinne von Sono. Ist a ein beliebiges Ideal, so können wir nach dem 
Teilerkettensatz die Existenz der endlich vielen verschiedenen höchsten 
Primideale von u und ihre Eindeutigkeit ganz unabhängig von Frl. 
K oether beweisen und ferner ergibt sich 

Satz 2. Besitzt ein Ideal a die v 'verschiedenen höchsten Primideale, 
so ist a dantellbar als Durchschnitt von v primären Idealen, die zu den 
höchsten Primidealen gehören, und dabei ist die Darstellung eine kür
zeste. <2l 

vVenn wir nur die Darr:;tellung durch eigen~liche primäre Ideale 
betrachten, so gilt der folgende Satz, der dem Sonoschen Hauptsatz0> 

entspricht. 

Besitzt ein Ideal a, das kein uncigentliches primäres Ideal ist, v 

höchste Primidealc, so ist a darstellbar als Durchschnitt von v eigentlichen 
primären ]dealen, die zu den höchsten P1·i1nidealen gehören. 

Die Primärkomponenten in der Darstellung emes Ideals sind be
kanntlich nicht allgemein eindeutig bestimmt. Aber dafür gilt der 
folgende 

Satz 3. Der Rfog ITT besitzt wen„igstcns zwei von o verschiedene 

ll) Satz. Ist \) ein maximales Prirnidenl Ton dem Ring !R mit Efohe-it~leement, w ist 
jeder Teiler einrr Potenz xon V eiri Primä-rideol (im Si~.ne von Noetl,.er). Vgl. S. Mori, Ueber 
Produktzerlegung der Ideale, S. 10. 

(2) S. Mori. Zur Zerlegung der Ideale, Physico-Math. Soc. of Japan 3rd. Scr. Vol· 
13. s. 305. 

(3) ,, S." S. 203. 
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geqenseitig relatii'])rimc Primideale.<0 Die Rednktiori jedes Ideals al.~ 

Dw·chschnitt der p1·imciren Idealr ist dcinn wul nvr dann eindeutig 
bestimmt, wenn in ITT die folgenden Bedingungen e1jüllt iind:c2> 

1. m i1esitzt drL;; Ei t1heitscl cnient. 
2. Sind zwsi Primideale :Pi und :P2 in 9t gegenseitig rclati·vprim, 

80 sind sie teile1jremd, also ist (:P1,:P2)=0. 
Zunächst nehmen wir an, chs;-; die Reduktion jedt>s Ideals c-indeutig 

bestimmt ist. Es seien :P1 und :p2 zwei von o verschiedene gegenseitig 
relativprime Primi.deale und es sei b = [p1, :p2]. Dann muss nach unserer 
Voraussdzurig 

:P1=(b,:pi)= ... , P2=(b,:PD= · · • · 

sein. Im Restkhs„euriug '.n' = fll/b ergibt sich damit 

wo :pi', :p/ die Pi,:µ entsprechernlen Primideale m ITT' si11d,C~J und folglich 
wird ITT'= (pi',µ/) ; also muss 

st,irt, womit die zweite Be<lingung not,vendig ist. 
Es sind zwei verschiedene Fälle denkbar; entweder nämlich ist das 

Nullideal primär, oder 11icht. Im zweiten Fall wird nach Satz 2 

(o)=[q1, .... , q„l n22. 

Aus unsrm·r Voraussetzung folgt damit 

:µ/''=µ/i•+ 1 = .... (i=l, 2, .... , n). 

Da aber o = (:p,, :p") ist, so ergibt sich daraus 

für eine hinreichend gros,e ganze Zahl A. und folglich ,vird 11nch 

1,. 1,. ( • O=O +n, ll = o). 
---~- -- ---------·----

(1) Sind µ, und µ, zwei solche Primideale, ,lass P,tO (P,), 1J,$0 (1J1) ist, so sind die 
b~id-.Jn Pcimid0,üe gegenseitig relativprirn und es gilt aud1 die l:"rnkehrung, falls 1Ji, P2 
von o verschieden sind. Vgl. ,. N." S. 45. 

(2) -wenn in ITT zwei von D verschiedene gegenseitig relati\'prime Pdmidoale nicht 
existit'.ren, so soll jedes Ideal in lR primär s.·in. Zum Beispiel betrachten wir einen 
solchen Ring lR, das3 

lR=m+n 
ist, wo mein Körper und 11 ein nilpotentes Ideal be,leutet. Dann besitzt lR kein Prirnideal 
ausser n und o und jedes Ideal ist primär (im Sinn von Sono). 

(3) ,, M." S. 176. 
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Ist 11::J::(o), so erhalten ,;vir zwei verschiedene Reduktionen vom Nullidf'al 
durch primäre I<lcale 

(o)=[:p~•, .... , :p~r,J=[(:p?', 11), .... , :p~n] 

gegen die Vorans,:,ctzung, womit 

O=O" 

seiu muss, also besitzt :lt das Einheit:wlement. 
Im ersten Fall sei 11 die Gesamtheit aller nilpotenkn Elemente aus 

'Je, dann wird 'Jl/n keinen Nullteiler besitzen, da 11 das zu (o) gehörige 
Primideal ist. Sind :P1 und :p2 die von o yerschie<lenen gegenseitig relativ
primen Primideale, so soll 11 durch :P1 und :P2 teilbar sein, da 11 nilpotent 
ist. Wir können zwei Elemente p1 Ull(] p2 <lernrt findPn, dass 

p1-=o (:Pi), p1*0 (:p,,); p2-=o (:p2), p2*0 (:p1) 

ist. Setzen wir 

so ist 

p$o (11), 0]Jc==0 (:p1), Op=o (:p2). 

Ferner ist op kein primäres Ideal. Denn jede Potenz von p1 und p2 
ist unteilbar durch op und es ist p;p~=o (op). Für den R!:'stklasseu
ring ?TI' ='Jl/op können wir o' = o'" genau wie beim vorigen Beweise nach
weisen. Folglich besitzt 'Je' das Einheitselement e' und wir erhalten 
damit 

(1) p=e'p+r'p=ep. 

Da p$o (n) ist, so wird auch c$o (11), 
solche ganze Zahl ist, dass 11P = ( o) ist. 
folglich wird nach der Eigenschaft vom 

also ist 

sonst würde pP=o, ·wo p eme 
Aus (I) folgt p(e-l)=o, und 
Pl'imideal 11 

(2) eP=eret, e1$0 (11) 

wo e1 ein Element von 'Je bedeutet. Ist r ein beliebiges Element aus 91, 

so folgt aus (1) 

p (r-er)=o, r-er=o (11), (r--er)P=o, rP=cr', 

wo r' ein Element von 91 ist. Daher folgt o"=O (oeP) für eme hinrei
chend grosse Zahl A, und daher folgt auch e~ = r 1er. Aus (2) ergibt sich 
damit 
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also soll nach oeP = oeP e~ 

9r=nt' + 11', 1n'2 =m',. 11'1.' = (o) 

sein. Aber nach uneerer Voraussetzung muss ll'=(o) sein, sonst hätten 
wir zwei verschiedene Reduktionen b = [p;', :p1'J = [ (:p~', n'), :pn durch primäre 
Ideale. Also muss 9l das Einheitselement et besitzPn, womit die erste 
Bedingung auch notwendig ist. 

Es seien jetzt die Bedingungen vorausgesetzt. Es sei auch a ein 
beliebiges nicht-primäres Ideal und seien :p1, :P2, .... , :Pn die höchsten 
Primideale von a. Dann wird nach den vorausgestzton Bedingungen 
(:pt, :pJ)=O (i=l='j) für jede ganze Zahl 71. und folglich wird<1J 

(3) (:p}, b/') = o, b/' = [:p~, .... , :pL, :P~1, .... , :p~J 

für jede ganze Zahl X. Es seien 

zwei Reduktion von a durch primäre Ideale. Setzen wir ferner 

a=[q; b;]=[q;, bJ, b;=[Q1, . • ·., Qi-t, Qi+1, · · · ·, qnJ, 

so wird wogen (3) (q;,b1)=o, (qi,fi1)=o. Ist 91'=9l/a, so wird damit 

ITT' =q/ +b/ =-c:q/ +bi', 

wo die Ideale q/, q;', b/, ti/ die zu q;, 11;, b1, b, entsprechenden Ideale in ITT' 
bedeuten und ferner sie sämtlich idempotent sind. Da eine Potenz des 
zu :p1 entsprechenden Primideals :p;' durch q;' und q/ teilbar ist, so sind 
b;' und b/ direkt-unzerlegbar, und folglich wird q/ =qi' also ist qi=(li. 
Die Bedingungen sind hiermit auch hinreichend, also ist unser Satz voll
ständig bewiesen. 

Besitzt in das Einheitselement und sind je zwei gegenseitig relativ
prime Primideale teilerfremd, so werden je zwei von o verschiedene 
gegenseitig relativprime Ideale a und a' auch teilerfremd sein. Denn, 
sind :P1, .... , Pm (:pi', .... , :p,,') die höchsten Primideale von a (a'), so soll 
stets (p;, :p/)= o sein. Es seien jetzt a=[q1, •••• , q,,,], a' =[qi', .... , qn'J die 
Reduktionen von a und a', dann folgt damit (q;, q/)=O und folglich 
wirdc2i 

(1), (2) ,, N:' S. 51. 
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(q;,a')=o (i=l,2, ... ,m), 

also muss auch (a, a')=o sein. Sind umgekehrt a und a' teilerfremd, 
so sind sie auch gegenseitig relativprim. 0 J Im Ring mit Ein
heitselement stimmen die Begriffe gegenseitig relativprim und teilerfremd 
dann und nur dann überein, wenn je zwei gegenseitig relativprime 
Primideale teilerfremd sind. Damit können wir auch den obigon Satz 
in der Form aussprechen : 

Satz 3'. Es sei 91 ein Ring, in dem wenigstens zwei von o ve·r
schiedene gegenseitig relativpri . e Primideale existieren. Die Reduktion 
jedes Ideals avs 91 dvrch primäre Ideale ist dann und nur dann ein
dev.tig bestimmt, wenn in 91 die beiden Bcgri.Jre gegenseitig rclativprim 
und teile1jremd zvsammen Jallen. 

Beispiele : Es sei 91 ein Ring, der sich als direkte Summe der 

Ideale von 91 in folgender Form darstellen lüsst : 

91=m1 + .... +mn+ll, m,=m; (i~-=l, 2, 

11P =(o), 11 =ic(o), 

, 11) n~2, 

wo jedes vom Nullideal verschiedene Primideal von mi stets ein maximales 
Ideal von m, ist. Die Existenz eines solchen Ringes ist aber ersichtlich, 
da ein Sonoscher Ring dieselben Eigenschaften besitzen kann.rsi In 
diesem Ring ist die kürzeste Darstellung jedes Ideals durch grösste 
Primärideale (im Sinne von Noether) immer eindeutig bestimmt. 3l Aber 
in 91 gilt nicht mehr die eindeutige Reduktion jedes Ideals durch primäre 
Ideale (im Sinne von Sono). 

Es sei 1H der Ring der ganzen rationalen Zahlen und sei auch 91[x] 
der Polynomring, der aus 91 duach Adjunktion einer Unbestimmten 
~; abgeleitet ist. Dann besitzt 91 [:r] das Einheitsclpmeut uud ist ferner 
kommutc1,tiv. Ist v eine Primzahl und n (~2) eine ganze Zahl, so ist 
a = (p:r, xn) ein Ideal in 9l [:c]. Betrachten ·wir jetzt den Restklassenring 

91' =91 [x]/a, 

so ist :p' = (x) ein nilpotentes Primi<leal von 91'. Da p' nilpotent ist, so 
ist :p' teilbar durch jedes vom Nullideal verschiedene Primideal von 91', 
und daher folgt, da,,s jedes Yon :p' = (x) verschiedene Primideal aus 

(1) ,, ~-" S . .51. 

(2) S. Mori. Struktur des Sonoschen Ringes. S. 28. 
(3) ,, M." S. 190. 
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9?' sich stets in der Form (p', :r) clürstellen läs-,t, wo p' eine Primzahl 
bedeutet. Im Ring 9?' gilt mithin die eindeutige Reduktion jedes Ideals 
durch primäre Ideale (im Sinne von Sono), aber es gilt nicht mehr die 
Eindeutigkeit der kürzesten Darstellnug jedes I<kals durch griissÜ' Pri
märi<kale (im Sinlle vo11 Noether). 11 

Ueber minimale primäre Ideale eines Ideals. 

Ist -p ein hüchc:fos Primicleal eines Ideals a und ist 

(:p\ a) = (:p1..+1' a) = 

für eme endliche gauze Zahl A, 80 8oll das primiire Iclenl (-p.\, a) ,, das 
z1,1, -p gehö,·ige minimale prirn.ü-re Ideal von a" heissen. Es seien -p1, •• 

. . , :p,,, die höchsten Primideale eines Ideals a. Existiert da8 zu -p, ge
hörige minimale primüre Ideal q; von a, so lässt a die eindentigc Re
duktioll a =[q1, .... , qn] durch mininrnlc primäre IdPnle (im SinnP von 
Sono) zu. Für solche Reduktion von Idealen gilt dc-r folgende 

Satz 4. Jedes Ideal im Rfag 9l lässt clann und nur donn die 
ci ndeutige Reclu/;tion dnrch minimale primäre Ideale zu, 11·cnn für ie zwei 

von o verschiedene y('genseitig relati'l1prime Primideale :P1 und :P2 immer 
o = (:p,, :pJ 0ist, imd 'iH/:P1 wid 9?/:p, ein Einheitselement besitzer1. 

Zum Beweise nehmrm wir zuniiehst an, dass für jedes höchste 
Primideal -p eines Ideals a das :p entsprechende minimale primäre Ideal 
von a immer existiert. Sind -p 1 und :p2 zwei von o verschiedene gegen-;eitig 
relativprime Primideale, und ist b=[:p1, :pJ, so ,drd nach der Vorausset
zung 

(:p{', b)=(v~'+1, b)= .... , (:p~ 2 , b)=M•+', b)= .... , 

und folglich ist 

(o)= [:pi', :p/] 

wo :pi', :p; die :Pi, :P2 entsprechende11 Primideale wm 9f bedeuten. Da 
aber :pt' ein Primideal und :p/$0 (:pn ist, so muss m1=0 (:p,') sein. 
Daher folgt 9?' =:pi'+ :pa', und folglich werden 

(:p,,:pJ::::::O, +1:=(:p;,b)= .... , :P2=M,b)= ·. · .. 

(1) ,, M." S 190. 
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Ferner folgt daraus, dass 'Jl/µ1 und 'Jl/µ2 ein Einheitselement besitzen. 
Es seien in 'Je die Bedingungen erfüllt, e'l sei auch a ein nicht

primäres Ideal und es seien 'Pi, .... , :p„ die höchsten Primideale von a. 
Dann sind 'P1, .... , µ,. von o verschieden und auch gegenseitig relativ
prim. Da 'Jl/µ1 das Einheitselement c besitzt, so ist 'Jl=(e, :p1). Aber 
aus unserer Voraussetzung folgt auch 

wo p, ein Element aus -p; bedeutet. Folglich wird auch 

o=(:µ,. • • • +>n, +>1), O=(b1, +>1), b1=[+>2, .... , :p,,]. 

Im allgemeinen erhalten ·wir 

O=(bi,+li), b;=[+>1, .... ,:P1-1,'Pi+1, .... ,p,.] (i=l,2, .... ,n). 

Setzen wir jetzt 

b=[Pi, :µ,, .... , :Pn], 

so '\Verden 

'Jl'='Jl/b=bi'+µ/, b/=b,'2 (i=l,2, ... . ,n), 

und folglich wird 

'Jl'=bi'+bz'+ .... +b,.', b/=b/2. 

Damit besitzt 'Je' das Einheitselement e', also ist e' 2=e' (b). Da für eine 
endliche Zahl ::\ bi..=O (a) ist, so soll 

(1) (e'-e'2Y:=o (a), e'i..=ec'" (a), e'k$o (:p;) (i=l, 2, ... . ,n) 

sern. Für jedes Element 1· aus 'Je ergibt sich damit 

r-re'=o (b), (,i--re'/'=o (a), /=e'r' (a), 

wo / em Element von 'Je bedeutet. Folglich wird 

(2) 

für eine endliche ganze Zahl p. Ist m die Gesamtheit aller Elemente rn 
derart, dass rn=em (a) ist, und n die Gesamtheit aller Elementen derart, 
dass ne=Ü (a) ist, so wird offenbar a=[m, n]. Da aber wegen (I) oe'"=o 
(m) ist, so mü'lsen nach (2) 

o"=O (m), e•-==e.e• (a), er=c'• (a) 

sein. Die eben gewonnenen Relationen ergeben 
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ITT"=ITT/a=11t" +n", 11t" =ln"2, n"P=(o). 

Aus O=(b,, :p,) folgt damit 

(3) -(bp r )-(bP+l P+l ) m- ;,:p,,a - ; ,:p; ,a = ..... 
A11dcrerseits ist aber nach Satz 2 a = [(:pt•, lt), .... , (:p/n, a)J für hinrei
chend grosse Zahlen p1, ..•• , Pn UIL(l daraus folgt 

U=[(b/'·, tt), (pt', a)] 

für eine hinreichend grosse Zahl p', also muss nach (3) 

( P' ) ( P'+l ) :p, ,a = :p, ,a = .... 
sein. Damit ist die Reduktion jedes Ideals durch minimale primäre 
Ideale eindeutig bestimmt. 

Spezialisieren wir Satz 4 auf den Fall, dass in ITT das Nullideal kein 
primäres Ideal ist, so erhalten wir : 

Satz 5. Es sei das Nullideal im Ring fH kein zwimüre8 Ideal. Die 
Reduktion jedes Ideals von ITT durch rninirnale primäre Ideale ('irn Sinne 
von Sono) ist da,in und nur dann e1:ncle1äig bestimmt, wenn 

ITT= o' +11, o' = o'2, nr = (o) 

ist, und wenn 1,n o' jede gegenseitig relativprirnen Prirnidenle irnrnei· 
teile·rfrernd sind. 

Dass im Satz Li die Existenz des Einheitselements uicht nötig ist, 
zeigt das folgende Beispiel : Die Gesamtheit :H aller geraden Zahlen 
bildet einen R,ing. _Wir werden ans ITT durch Adjunktion einer un
bestimmten x den Polynomring ITT [x] ableiten. Ist a = (2x, x"), so besitzt 
dPr R(\stklasscmring ITT [x]/a die im obigeu Satz ausgesprochenen Eigen
sclui.ftl'n, abc;r kein Einheitselement. In diesem Restklassenring gilt di(, 
eindeutige Reduktion jedes Ideals durch minimale primäre Idea!P, dagegen 
gilt nicht 1nehr die eindeutige 7,erleguug jedes Ideals durch grösste 
Prinüirickaln (im Sinne von Noether), und auch nicht die eindeutige 
Zerlegung jedes Ideals durch primäre Ideale (im Sinne von Sono). 

Es sei ITT der Ring, der aus zwei Unbestimmten x und y abgeleitet 
ist, und sei a =(x-i', :cy, 2y-y2) ein Ideal in ITT. Dann wird der Rest
klassenring ITT' =ITT/a von der Form 

:Jf =m+m,, nt=m2, tn=(x), llt1=(y), 

wo m Ull(l m1 beide Primideale sind. Ferner gibt es in nt1 kein Ei11-
h(•itsel<-mc-nt. Im Ring 91' gilt damit die Eindeutigkeit der Darstellung 
jede, Ideals als kürzesten Durchschnitt Yon grössten Primäridealcn (im 
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Sinne Yon Noethr>r), aber f'S gilt nicht mehr die eindeutig Reduktion 
jedes Ideals durch minimale primäre Ideale (im Sinn von Soho). 

Herrn Professor Dr. M. Sono bin ich für seine Anregung zu dieser 
Arbeit und sein <larwrndes Interes<oe an ihrem Fortgang zu gross< m 
Dank vnpliichtet. 
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