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Unter dem Titel „ 0 n Congrv.ence8 " hat Prof. Sono seine Ideal
theorie im kommutativen Ring entwickelt, in dem die Existenz einer 
Hauptreihe, die mit jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal beginnt, 
vorausgesPtzt wird,<1J und nachher hat Frl. Noether auch gezeigt, dass 
die Voraussetzung der Existenz 0iner Hauptreihe im Restklassenring 
gleichwertig dem Doppelkettensatz istt2i. In der vorliegenden Untersuch
ung werde ich einen mehr konkreten Einblick in die Struktur des 
Sonoschen Ringes geben und einige Eigenschaften der Hauptreihen von 
den zu demselben Primideal gehörigen Primäridealen untersuchen. 

Im folgenden wird der allgemeine kommutative Ringbereich m zu
grunde gelegt, der nur dem 'Tei lerkettensatz genügen muss, dass jede 
Kette von Idealen im Endlichen abbricht, bei der jedes Ideal ein echter 
Teiler des vorangehenden ist. 

Neue Definition für die Darstellung eines Ideals 
durch grösste Primärideale. 

Sind i11, .••• , µ,, die zugehörigen verschiedenen Primideale eines von 
o verschiedenen Ideals a, so existiert eine kürzeste Darstellung a=[q1, 
.... , QnJ, wobei q, ein zu µ, gehöriges Primärideal von der Eigenschaft 
ist, dass für jedes durch a unteilbare Element qt aus Qi steif, µ; ='fU : (q1) 
ist. <~J Aus der Eigenschaft von µi folgt die Existenz eines Elementes 

pi derart, dass 

:p;=a: (p;), p;=i=O (a) 

(1) M. Sono, On Congruences 1., 2., 3., Memoirs of the College of Science, Kyoto 
Imperial University (1917-11!). 

(2) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und 
Funktionenkörpern, Math. Annalen 96 (1926). 

(3) S. l\fori, Minimale Primärideale eines Ideals. dieses Journal, 2, S. 22. 
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ist.°l Nach dem Teilerkettensatz folgt hieraus auch die Existenz eines 
zu :pi gehörigen maximalen Primärideals 0;, das ein Teiler von a ist, 
von der Art, dass für jedes durch a unteilbare Element qi aus 0 1 stets 
p; '=\= a: (q;) ist. Sind 01, .... , On die so zu :P1, .... , :Pn gehörigen Pri
märideale, ':30 wird auch 

(1) 

Denn, wenn a'=l01, .... , On] ein echter Teiler von a ist, so existiert in 
a' ein durch a unteilbans Element et' derart, dass :p=ll: (u') ist. Dabei 
muss :p auch ein zu a gehöriges Primideal sein ;'2> also ist :p identisch 
mit einem, etwa :p;, aus p1, .... , Pn. Nach der Eigenschaft von 0, soll 
a' durch 01 unteilbar sein; das widerspricht der Tatsache, dass a'=O(Oi) 
ist. Hiermit ist die Darstellung (1) als richtig und ferner als eine kür
zeste erwiesen.<~> Ist ein Ideal b ein echter Teiler von O;, so wird 

ll,:\=[Ü1, .... , li, Ü;+1, .... , Ün]. 

Denn in b gibt es ein Element b derart, dass b=taO (a), :p;=ll: (b) ist.r41 

Sind :p;" .... , :P,e aus :pr, .... , :Pn alle echten Teiler von :pi, so ist 

O,u ... . ,O,,,ba;:,O(a). 

Daraus folgt die Existenz eines Elements // derart, dass 

b'*O(a), b'=O(li), b'=O(OJ (j=l, .... ,i-1,i+l, .... ,n) 

ist. Wir können somit zusammenfassend sagen: 
Die Darstellv.ng a=[Ü1, .... , On] dnrch d 0ie zn verschiedenen P1·imi

dealen gehörigen Prirnärideale ist eine kü1·zeste, nnd kein 0, lässt sich 
durch einen echten 'Peiler ersetzen. Die Darstellung heis5t in diesem 
Fall „ kürzeste Dantellung von a durch grösste Prirnciridcale."("l 

Bei dieser Definition gilt die eindeutige Darstellbarkeit jedes Ideals 
durch grösste Primärideale in etwas breiterem Ring als den, in dem die 
eindeutige Darstellbarkeit durch Noethersche grösste Primärideale gilt. 
Weitergehende Untersuchungen dieses Probl(,ms beabsichtige ich in einigen 
weikren Abhandlungen folgen zu lassen. 

Struktur des Sonoschen Ringes. 

Ein echter Teiler b eines Ideals a heisst ,, rniwi:maler 'Teiler vom 

(11 S. Mori, Ueber Ringe, in denen die grössten Primärkomponenten jedes Ideals 
eindeutig b~st.immt sind, dieses Journal, 1, S. 170. 

(2) Do. 

(3), (4) Vgl. Minimale Primärideale eines Ideals, S. 26. 
(5) Vgl. E. Noeter, Idealtheorie in Ringbereiehen, Math. Annalen 83, S. 42. 
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Ideal a," wenn jeder f)chte Teiler von a kein echtes Vielfaches von o 
ist. Ist r ein durch a unteilbars Element und ist n die kleinste, von 
Null verschiedene positive ganze Zahl, für welche nr=O (a) i'3t, so heisst 
n die „ Orcln-ung von 1· in bezug a-uf a. '' Ist r ein durch a unteilbares 
Element, so heisst r „ Totalniillteiler in beziig a/u.f a," wenn or=O (a) 
ist. Durch Einführung df'r obigm1 Begriffe und Benutzung der neuen 
Definition für die Kürzeste Darstellung jedes Ideals durch grösste Pri
märideale können wir den folgenden Satz beweisen. 

Satz I. Ein Ideal a besitzt drinn und n,nr dann einen minimalen 
'l'eil, r, wenn ein zu a gehöriges Prim ideal ein maximales Ideal ist, oder 
wenn rin 'l'otalnullteiler vun endlicher Ordnung in bezug auf a existie1'l. 

·wir nehmen zunächst an, dass a einen minimalen Teiler a' besitzt. 
Es sei a=[01, •••• , 0„J eine körzeste Darstellung von a durch grösste 
Primiirideale, dann ist a' unteilbar durch eines, etwa 011, aus O; (i=l, 
.... , n), und folglich soll 

(1) a=[a', 0,.] 

sein, denn a' ist ein minimaler Teiler von a. Ferner ist t = (a', 0,.) auch 
ein minimaler Teiler von 0,.. (lJ 

Es si11d nun zwei Fälle denkbar: Entweder nämlich gehört 0., zu 
o, oder nicht. Im ersten Fall ist t auch ein zu o gehöriges Primärideal, 
und folglich gibt es in t einen Totalnullteiler 1--: ill bezug auf a, da t 
ein echter Teiler von 0„ ist. '2> Es sei damit 

r=qn+a', 
wo q„ ein Element aus 0,,, a.' ein Element aus n' ist. Aus o1~=0 (a), 
a=O (0,,) folgt damit 

(2) oa'=0(On), a'$0(n). 

Andererseits ist aber oa'=0(n'); daher folgt wegen (1), (2) 

oa' =0 (n) 

Aus unserer Voraussetzung, dass a' ein minimaler Teiler Yon n ist, ergibt 
sich für eiue Primzahl p 

pa'=O (a), a'=i=O (n). 

\Vir haben daher einen Totalnullteiler a' von endlicher Ordnung m 
bezug auf a. 

(1) M. Souo, On Congrunences. Satz. E$ "eien a und li zu·e·i Ideule, nnd es ~ei auch 
V=[a, b], t=(a, !.>). TVenn a ein minimr.tier Teiler von t> ist, so wird t auch ein minimaler 
Teiler von li. 

(2) Vgl. den vorigen Paragraphen. 
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Im zweiten Fall sei +ln das zu 0„ gehörige Primideal. Besitzt +ln 
einen von o verschiedenen echten Teiler b, so wird für ein durch On 
uuteilbares Element t aus t 

t=(bt, On)=(Ot, On), 

da 0„ em Primärideal ist. Daraus folgt 

bt=rt (On), (r--b) t=0 (On), 

wobei b em durch 0„ unteilbares Element aus b, r em durch b unteil
bares Element aus ITT bedeutet. Da O" ein Primärideal ist, so folgt daraus 

r-b=0 (vn), r=0 (b) 

gegen die obige Voraussetzung. Hiermit muss Vn ein maximales Ideal 
sein. 

Es sei a=[01, .••• , 0„J eine kürzeste Darstellung von a durch grösste 
Primärideale und sei r ein Totalnullteiler von endlicher Ordnung in 
bezug auf a. Dann ist o das zu a gehörige Primideal und für eine 
endliche ganze Zahl k ist kr =O (a). Ferner gehört eine, etwa On, ans 
den Primärkomponenten von a zu o und rsi,,0 (On) ist. Es sei k=k'p, 
wo p eine Primzahl ist, dann ist k'r='F0 (a), und ferner ist t=(On, (k'r)) 
ein zu o gehöriges Primärideal und ein minimaler Teiler von 0,.. Set
zen wir nun 

a'=[01, .... ,On-1,tJ, 

so ist offenber a=0 (a'). Da o(k'-1~)=0 (a) ist, so soll k'r=0 (01) (i=l, 
.... , (n-1)) sein, denn O; die Primärideale sind; also soll k'r=0 (a'), 
k'rsi,,0 (a) sein. Hiermit ist a' ein echter Teiler von a und es gibt kein 
Ideal zwischen a' und a; womit a' ein minimaler Teiler von a ist. 

Es sei nun das zu 0„ gehörige Primideal :p„ ein maximales Ideal. 
Wenn +ln=On ist, so setzen wir O=t. Dann gibt es kein Ideal zwischen 
t und On. Im anderen Fall können wir ein Element Pn in µ,, finden, 
so dass 

+lnPn=Ü (Qn), ]Jn$Ü (Q,,) 

ist. Bilden wir ein Ideal t = (On, Opn), so ist t auch ein zu +ln gehöriges 
Primärideal. Denn, da ITT/µ,, ein Körper ist, so ist es unmöglich, dass 
für ein durch +ln unteilbares Element 1· und ein durch t unteilbares 
Element pn' aus +Jn 

ist ; sonst würde 

1·pn' = qn + r'pn, r' * 0 (µn), 

da Or. em Primärideal ist, daraus folgte 
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Folglich würde 

r'pn'=qn'+r'r"p,., ,/"$0 (pn), r"*0 (pn), qn'=0 (Dn), 

dabei becleutet r" ein Element von der Art, <lass 1-' =rr" (p 11 ) ist Da 0,11 

C'in Primürideal ist, so folgte daraus 

p,: -r"pn=0 (D,,), p,,' =0 (t) 

gegen die Voraussetzung. Weiter gibt c•s offenbar kein Ideal zwischen 
D„ und t, da i1„pn=0 (011) und 9l/:pn ein Körper ist. Setzen wir wieder 

a' = [D1, .... , D,._1, t], 

so ist a' ein echter Teiler von a, denn aus der Eigenschaft der kürzester 
Darstellung von a soll a' von a verschieden sein. Da t ein minimaler 
Teiler von Dn. ist, so folgt aus a = [b, D„J, a' = [b, t], b = [D1, .••• , D,._1], 
dnss es kein Ideal zwischen a und a' gibt ; ,rnmit unser Satz vollstündig 
bewieseu ist. 

:\Iit Hilfe dieses Satzes gelangen wir lPicht zum 
Satz 2. Im Ring ffi gibt t'S dann 1uid nur dann eine Hav,ptreihc, 

die mit jedem 'VO?n Nullideal verschiedenen Ideal aus ffi beginnt, 1renn 
in ~n die folgenden Bcdingungcn'1J erfüllt sind: 

1. Jedes vorn Null,ideal und o ve1·schiedene Priniideal ist zugleich 
ein maximales Ideal. 

2. Für jedes zu o gehörige Primärideal q ( =I= (0)) ist der Restkla,s
sem·ing ffi/q stets endlich. M. a. W.: Für jedes Ideal q ( =1=(0)) von zweiter 
Art ist ffi/q im.1ner endlich. 

Es sei im Ring ffi die Existenz einer Hauptreihe vorausgesetzt, die 
mit jedem vom Nullideal verschiedenen Idf'al beginnt. Es sei q auch 
ein zu o gehöriges, von (0) vershie<lenes Primürideal. Dann soll eine 
Hauptreihe q, q1, q2, .... , qn, o existieren. Da jedes Element ans q1 der 
Totalnullteiler in bezug auf q ist, so muss die Ordnung jedes Elementes 
aus V1/q endlich sein; sonst wäre q1 kein minimaler Teiler von q. Damit 
besitzt q1/q nur endlich viele verschiedene Elemente. Auf gleiche Weise 
erkennen wir, dass der Restklassenring q2/q1 auch endlich ist. Indem 
wir in solcher Weise fortfahren, gelangen wir zum Resultat, dass alle 

(1) Die Bedingungen sind äquivalenz mit den wohl bekannten Noetherschen Bedin
gungen: 

1. Teilerkettensatz: Jede Kette von I,lealen, bei der jedes Ideal ein echter Teiler 
des vorangehenden ist, bricht im Endlichen ab. 

2. Vielfachen-Kettensatz modulo jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal. 
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Restklassenringe Q1/q, Q2/Q1, .... , o/qn sämtlich endlich sind. Daraus folgt, 
dass die zweite Bedingung notwendig ist. Ist :µ ein vom Nullideal und 
o verschiedenes Primideal, und ist o ein minimaler Teiler von :P, so ist 
o=o. Denn, ist o=!=o, so wird fiir ein durch :µ unteilbares Element b 
aus o 

rb p'b (:p), r=iE0 (o), p'-=0 (o), p' =1=0 (:P), 
da (ob, :µ)=(ob, :p)=o ist. Daraus folgt 

1·-p'=0 {:p), r-=.0 (o) 

gegen die Voraussetzung. Jedes vom Nullideal verschiedene Primideal 
besitzt damit kein von o verschiedenes Ideal als echten Teiler. 

Es seien jetzt die Bedingungen voramgesetzt. Ist a ein vom Null
ideal verschiedenes Ideal, so gibt es eine kürzeste Darstellung und jedes 
zu a gehörige Primideal ist ein n~aximales Ideal, oder das Einheitsideal. 
Ist a kein zu o gehöriges Primärideal, so existiert damit nach Satz I 
ein minimaler Teiler von a. Im anderen Fall ist nach der Bedingung 
2 91' = 91/a endlich, und damit existiert ein Totalnullteiler von endlicher 
Ordnung in bezug auf a. Die Bedingungen sind hiermit auch hinrei
chend. 

Um einen Einblick in die verschiedenen möglichen Ringtypen zu 
gewinnen, haben wir den folgenden Satz zu beweisen. 

Satz 3. Es .~ei 9l ein Sonoscher Ring. 
l. Ist das Nullideal kein Primide. l, so wird 

0=nt1+m2+ .... +mn+ll, 

wobei jedes Ideal m; ein Ring, in dem es nu1· Nidlteiler imd Einheiten 
gibt, und n das nilpotente Ideal ist. 

2. Ist (0) P1·imideal und gibt es kein Primideal av,sser (0) ·und o, 
und 

{a) exi.~tiert das Einheit.selement, so ist 9l ein Körpe1·, 
(b) e:i.:istiert kein Einheitselement, so besitzt ITT die folgenden Eigens

chaften: (I) Für jedes Element r aus ITT gilt stets )..r=er, )... > 1, wo X 
eine bestimmte ganze Zahl, e ein bestimmtes Element au.s 9l bedeutet. 
(2) Für jede Elemente a und b ( =\= O) gibt es ein Element b' so das.~ an= 
bb' ist. <1) 

Der erste Teil des Satzes folgt leicht aus dem in der Fussnote aus
gesprochenen Satz<2J und aus der Eigenschaft des Sonoschen Ringes. 

(1) In diesem Fall ist iR ein iR-adischer Ring. 
(2) S. Mori, Ueber Teilerfremdheit von Idealen, dieses Journal 2, S. 105. Satz. Ist 

jede.~ Primideal (:j::o) aus iR zugleich ein maximale.~ Ideal, so wird o"=o"+ 1 für eine en
dliche ganze Zahl -;,., 
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Der zweite Teil ist auch einleuchtend. cii 

Wir werden nun den letzten Teil beweisen. Da kein von (0) und 
o verschiedenes Primideal und kein Einheitselement in 91 existiert, so 
wird für jedes vom Nullideal ven:chiedPnc Ideal a 

o"=O (a), 

wo p 1:ino endliche ganze Zahl be<kutet. Für jede Elemente a und b ( =!=O) 
existiert damit ein solches Element b', dass an= bb' ist. Setzen wir a = 
oj, wo j( =l= 0) ein Element aus 91 ist, so ist a von (0) verschiede11, denn 
das Nullideal ist prim. Ist f=0 (a), so wird J=fr', wo r' ein Element 
aus 91 ist, und folglich ist 1·' das Einheitselement gegen die Vorausset
zung. Hiermit ist f durch a unteilbar. Da nach Satz 2 aber der Rest
klassenring 91/a endlich ist, so muss für eine endliche Zahl X 

Xf=ef, X>l 
S(0 i11, wci e E·in Element aus 91 ist. Daher folgt für jedes Element r aus 91 

Ar=er, r,_ >l. 

Umgekehrt gilt der folgenclf:' 
Satz 4. Existiert für jede Elem•>i1te a und b( cr-0) aus 91 stets e1,1i 

solches Elernent b', dass 

· an=bb' 

i,st, so gibt es in 91 kein Primideal ( =l= (0)) ausser o, und 91 .ist nilpotent, 
oder besitzt keinen Nullleiler. Ist insbesondere n stets gleich 1, so ist 
91 ein Körper. 

Zum Beweis des ersten Teils nehmen wir an, dass 91 nicht nilpotent 
ist. Dann ist kein Element nilpotent; 8onst würde 91 nilpotent. "\Venn 
ab=0, a=!=0, b=l=0 ist, so folgt HU8 bn=aa' 

bn+ 1 =baa' =0 

gegen die Tatsache, das8 kein Element nilpotent ist. Hiermit gibt es in 
91 kf:'Üwn Nullteiler. Im zweitPn Teil besitzt 91 ein nicht-nilpotentes 
Element, da für ein von Null verschiedenes Element e die Gleichung 
e=ee' gilt. Folglich gibt es in 91 keinen Nullteiler; also muss 91 ein 
Körper sein. 

Hauptreihen von Primäridealen. 

In diesem Paragraphen wollen ,vir nur die zum von o verschiedenen 
Primideal gehörigen Primärideale betrachten. 

(lJ Vgl. etwa. S. Mori, Ueber Ringe., 8. 177. 
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Definition. Eine Reihe i·on Pn:n,cirideulcn von ITT 

q, q1, • • , qn 

he·isst eine „ IIauptre·ihe von qn, die mit q beginnt." werw jedes ci,i 
echter Teiler des vorher·gehenden ist nnd wenn kein Primärideal von ITT 
dazwischen geschaltet werden kann, das in qt enthalten ist und qi-1 en
thält. 

Satz 5. Sind q und q' zwei z1;, e·inem von o vers hiedenen Primideal 
p gehörige verschiedene Pri,märideale, imd ist q' der echte Teilei· von q, 
so e, istiert einl' H aiiptreihe 

q, q1, q2, · · • •, q' 

von endlicher Länge. 
Es sei p der Exponent von q, dann wird 

:Pp=o (q), :P0-1 *o (q). 

Daraus folgt 

:p"q'=:O (q), :p"-1q'et=O (q) 

für eine ganze Zahl <T(~p), und dalwr folgt auch die ExiHtenz eines 
Elementes q1 von der Art, dass 

(1) :pq1=Ü (q), q1 $Ü (q), q1=Ü (q') 

iHt. Ist U1=(q, (q1)) kein Primärideal, so wird für ein durch :p unteil
bares Element r der Idealquotient a2=a1: (r) ein echter Teiler von a1. 
l st a, noch keiu Primürideal, so ist auch für ein durch p uuteilbares 
Element r' der Idealquotient ll3=a,: (rr') ein echter Teiler von a". Aber 
nach dem Teilerkettensatz erhalten wir endlich eiu Primäri<leal q1 und 
ein Element r 1 Yon der Art, dass 

(2) r1 $Ü (:p), q,r1=Ü (n1) 

ist. Da ll1=Ü (q') und q' ein Primärideal ist, Ho muss ll1 durch q' teilbar 
sern. Existiert ein Primärideal qi' derart, dass 

q<q/<q1 

ist, so muss q1 durch qi' unteilbar 8Cin; 8orn,t wünlc q1=Ü (qi') gegen 
die Voraussetzung, da qi' ein Primärideal ist. Ferner können wir in qi' 
em durch q unteilbares Element qi' finden, m1<l aus (2) folgt 

(3) r1qt'=q+(r+a)q1 q1*Ü (qr'), qi'et=O (q), 

dabei ist r ein Element aus ITT, '1 ein Element aus q und Cl eine ganze 
Zahl. Durch :Multiplikation von (3) mit einem durch p unteilbaren 
Element r' folgt 
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wo r"=r' (r+a) ein Element aus ITT ist. Da q1 durch das Primärideal 
qt' unteilbar ist, so soll 

r" =o (P) 

sein. Aus (1), (2), und (3) folgt damit 

1w'qi'a.O (q), r1'f'=iaO (µ), qi'=iaO (q). 

Das widerspricht der Tatsache, dass q ein Primärideal ist ; womit es kein 
Primlrideal zwischen q und q1 gibt. 

Falls es noch ein Primärideal zwischen q1 uud q' gibt, so finden wir 
in <lerselben Weise eiu neues Primärideal qz, so dass es kein Primärideal 
aus ITT zwischen q1 und q2 gibt; und indem wir eine endliche Anzahl 
von Malen fortfahren, gelangen wir nach dem Teilerkettensatz zn euiem 
Schluss. Also erhalten wir eine Hauptreihe von Primäridealen 

q, q1, q2, • • , ·, q' 
vou endlicher Länge. 

In Analogie mit dem Beweise von Prof, Sono11i wollen wir die 
Eindeutigkeit 1ler Längen der Hauptreihen, die mit demselben Primärideal 
beginnen. Dazu müssen wir zunächst den folgenden Satz zu beweisen 
suchen. 

Satz 6. Sind q1 und q2 zwei zu demselben Primideal µ(:;\=o) ge
hörige Primäridcale nnd ist b ihr Durchschnitt, q das zu :p ,r;ehöri,ge 
rninimale Primärideal'2l von (qi, q2) nnd gibt es ferner kein Primärideal 
zwischen b und q1 so gibt es anch !:ein Prirnä1·ideal zwischen q2 mid q. 

Der Durchschnitt b ist offenbar ein zu p gehöriges Primäridcal. Ist 
q1 durch % oder q2 durch q1 teilbar, so ist der Satz einleuchtend. Im 
folgenden uehmen wir hiermit au, dass q1 und q2 durcheinander unteilbar 
sind. Es sei nu11 q' ein Primärideal derart, dass 

q,<q' <q 

ist. Ist q1 =[q1, q'J, so wird q1=0 (q'), (q 1 q2)==0 (q') und folglich wird 
q=q' gegen unsere Voraussetzung, da q das minimale Primärideal vo11 
(q1,q") ist. Damit muss b'=[q1,q'J ein echtes Vielfaches von q1 und ein 
Teiler von b sein. Nach unserer Voraussetzung soll damit 

(1) 

sein. Aus der Eigeuschaft von q folgt die Existenz: eines Elementes r 
derart, dass 

(l l M, Sono, On Congrnences, S. 217. 
(2) Da p das höchste Primideal von (q„ q2) ist, so ist die zu I' gehörige Primärkom

ponente q von (q1, q2 ) das minimale Primäridcal von (q,, q2). Vgl. S, Mori, Minimale 
Primärideale eines Ideals, S. 31. 
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(2) 

ist ; <lenn q2 ist ein Primäri<leal und q' ein echter Teiler von 
können wir damit ein durch qc unteilbnres Elem0nt t/ finden. 
q' $ 0 (q 1) sein ; sonst würde nach (1) 

q'-=0 (b), q'-=0 (q2) 

1m Widerspruch. Aus (2) folgt hiermit 

(3) q'=q1+q2, q1c/-=Ü (b), q2c/-=Ü (b\ 

q2. In q'1· 

Dabei rnll 

wo q1, q2 <lie Elemente aus q1, q2 sind. Da q,=Ü (q') ist, so soll r_/-q2=0 
(q') sein, und damit folgt aus (1) und (3) 

qFcc=q' -q2=Ü (b). 

Das ist aber unmöglich. Hieraus folgt also, <lass zwischen q2 und q kein 
Primärideal existiert ; womit <ler Satz bewiesen ist. 

Aus Satz 6 ergibt sich nun <ler 
Satz 7. Die Längen zweier Ilauptreihen desselben Primärideals q', 

die mit demselben Pr0imär-ideal q btginnen, .~timmen überein. (lJ 

Der Satz ist selbstverständlich, ,vem1 es kPin Primärideal zwischen 
q und q' gibt. Zum Beweis des Satzes wenden wir Yollstän<lige Induktion 
an. Der Satz sei bewiesen, falls die Länge einer Hauptreihe von q' nicht 
grösser als eine bestimmte ganze Zahl n ist. Es seien 

(1) 
(2) 

q, q1, .... , lln-1, q' 

q, qi' • • • •, qm-t, q' 

zwei Hauptreihen von q'. 1st q1 =qi', so gilt n=m nach Voraussetzung. 
Im anderen Fall bilden wir das minimale Primärideal q/' von (q1, qi'). 
Dann gibt es nach Satz 6 kein durch q/' teilbares Primärideal, dae ein 
echter Teiler von q1 oder qi' ist. Wir können daher zwei Hauptreihen 

(3) 

(4) 
q1,q/', • ... ,qi-1",q' 

qi',q/', .... ,qi-1",q' 

bilden und uach unserer Voraussetzung folgt n=l aus (1) und (3), also 
folgt n = l = m aus (2) und ( 4). Die Längen de'!' IIauptrc·ihen stimmen 
damit übPrein. 

Definition. Ist ein P1·imärideal q' ein echter 'Peiler e·incs Primär
ideals q 11nd gibt es kein P1·imärideal ans fü zwischen q vnd q', so heisst 
q' ein „ rninimaler primärer Teiler 'Von q." 

----~---------

(1) Dabei gehören q und q' zum selben Primideal. 
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Falls em Primärideal und sein minimaler primärer Teiler zu den 
verschiedenen Primidealen gehören, so gilt der folgende 

Satz 8. I.st q ein znm Primideal (:p-='fO) gehöriges Primärideal 1md 
gehört der minirnalc primiirc Teiler q' von q zum von :p 1·erschiedene1i 
Primideal v', so soll 

sein. 
Wegen q=O (q') soll :p' ein echter Teiler von :p sein. Es sei p der 

Exponent von q' und sei (:p'P+\ q)i=(:p'P+k+t, q) für jede ganze Zahl k. Es 
sei zunächst auch :p' i= o. Dann ist (µ'P+i-, q) kein Primärideal und q' ist 
das minimale Primürideal dieses Ideals. Hiermit existiert ein Element 
r derart, dass 

q'r=O ((µ'Pt-\ q)), r=i=O (p') 

ist. ciJ Setzen wir 

:p'=(pi', .... ,pn',µ), k>np, 

so w0rden 

wo au die Elemente aus :p' sind. Durch Elimination von p/P, .... , p~ 
ans (l) ergibt sich 

1J1'P(rn - a) = 0 (:p) 
\ ' 

wobei a ein Element aus µ' bedeutet. Da :p ein Primideal und p/$0 (:p) 
ist, so erhalten wir 

was unmöglich ist. Damit ist 

(:p'\ q) = (µ'\+]' q) 

für eine endliche ganze Zahl :>.., und daher folgt auch 

(l1'\ :p) = (:p'A+l' ;1), 

Da p aber ein Primideal ist, so wird 

0 =p' = (p'\ :p) 

gegen die Voraussetzung ; nJso muss o ":p' se111. In diesem Fall ist 
q'=(q'2, q), so wird auch 

(1) S. Mori, l\linimale Primärideale., S. 28. 
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O=q', :p=q, 

da q' der minimale primäre Teiler von q ist. 
Mit Hilfe des Satzes gelangen wir zum 
Satz 9. Ist q ein ziirn Prim ideal :p( =l= o) gehöriges Primäri-deal, so 

besitzt q dann mid nur dann einen einzigen minimalen 7,rimären Teiler, 
wenn es kein Primärideal zwischen t=q: :p und q gibt. 

Zunächst werden wir beweisen, dass t ein Primärideal ist. Ist :p = 
q, so wird t=0 und folglich ist unsere Behauptung einleuchtend. ·wenn 
:p=l=q ist, so wird offenbar b=O (:p). Ist t nicht primär, so ·wird 

pr=O (t), p$0 (t), r$0 (:p), 

wo p ein Element aus :p, r ein Element aus ITT ist. Daraus folgt wegen 
t=q: :p 

JJ1·:p=Ü (q), r$Ü (:p). 

Da q aber em Primärideal ist, so soll p:p=Ü (q) sern, und daher folgt 

gegen die obige Voraussetzung. Damit muss t Primärideal sem. 
Es sei q' ein einziger minimaler primärer Teiler von q. Ist :p = q, 

so ist q' = o nach Satz 8, und folglich gibt es zwischen t und q kein 
Primärideal. Es sei jetzt q von :p verschieden. Dann muss q' =Ü (:µ) 
sein, sonst würde ein von q' verschiedener minimaler primärer Teiler q" 
von q existieren.<1J Da t=q: :p ein echter Teiler von q ist, so können 
wir in t ein durch q unteilbares Element q1 finden. Bilden wir das 
minimale Primärideal q1 von (q, (q1)), so soll nach der Voraussetzung 
q' = q1 seinY> Da die Au~wahl von q1 aus t beliebig und q1 =O (q') ist, 
SO lllUSS 

t=O (q') 

sein. Andererseits ist aber 

q'r=Ü ((q, q1)), :pq'r=O (q), 

wo r ein durch :p unteilbares Element bedeutet. Aus r$Ü (:µ) folgt 
:pq' =0 (q) ; also ist 

q' =Ü (t). 

Folglich ist q' = t, womit die oben ausgesprochene Bedingung notwendig 
ist. 

(1), (2) Vgl. den Beweis des Satzes 5. 
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Es sei nun vorausgesetzt, dass es kein Primürideal zwischen t und 
q gibt. Ist :P=Q, so ist die Bedingung offenbar hinreichend. Im an
deren Fall ist t=O (:p). Ist q" ein minimaler primärer Teiler von q, 
so muss q" gem1ss Satz 8 zu :p gehören, und folglich ist 

t = q", oder q = [t, q"J, 

cla t das zu :p gehörige Prim:irideal ist. Im letzten Fall existiert em 
Element q" von der Art, dass 

:pq" =Ü (q), q" $ 0 (q), q" =Ü (q") 

ist. Daher folgt q"=O (t), also wird q=l=[t,q"] 
setzung, womit der letzte Fall unmöglich ist. 
einzigen minimalen primären Teiler t. 

gegen die obige Voraus
Hiermit besitzt q einen 

Hauptreihen der zu o gehörigen Primärideale. 

Ist q ein zu o gehöriges Prinürideal und besitzt der Restklas':'enring 
n/q endlich viele Elemente, so stimmen die Liingen der Hauptreihen 
von o, die mit q beginnen, überein. Ferner stimmen auch die Rest
klassenringe zweier aufeinanderfolgenden Primürideale der Reihen in 
ihrer Gesamtheit, aber nicht notwendig in ihrer Reihenfolge, überein.°l 
Ist aber :H/q nicht endlich, so gibt f'S wenigstens ein Element r von 
unendlicher Ordnung in bezug auf q. 

Definition. Ist q ein zn o gehöriges Primärideal 11.nd ist die 01·
dnung jedes durch q unteilbaren Elemcnte,q in bezug nnf q unendlich, 
so heisst q das „ zn o gehörige P1'imärideal erste1· . .1frt." 

Für die Primärideale erster Art gelten auch die folgenden Sätze 
wie im vorigen Paragraphen. 

Ist q das zu o gehör·ige Primärideal der r:rsten Art, so existiert eine 
Havptre·ihe von den P1·i?näridealen der enten Art q, q1, .... , o. 

Sind q1 und q" zwei zn o gehörige P.rimärideale von ersten Art nnd 
ist b=[q1, q;] nnd q das minimale Prirnäridral der ersten .Art von (q1, q2) 
unrl gibt es kein Primärideal der ersten Art zwischen b 1.1.nd q1, so gibt 
es auch kein Primäl'ideal de1· ersten Art zwischen q~ imd q. 

Mit Hife des Satzes können wir wie beim Beweis des Satzes 7 den 
folgenden Satz beweisen. 

Die Längen de,· zwei Hauptrethen von o, die mit demselben Pri
marideal von der ersten Art beginnen, stimmen überein. 

(1) M. Sono, On Congruences, S. 220. 
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Es ist mir eine angenehme Pf-licht, auch an dieser Stelle memem 
hochverehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. M. Sono für das rege Interesse 
und die vielfachen Anregungen, die er mir zu dieser Arbeit gegeben 
hat, meinen aufrichtigen Dank auszusprechen. 
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