
Greenの定理．に就て

小笠原藤次郎，

（昭和 17年6月8日受附） ． 
J.P. SchauderfD, IまGross-Jansenの測度論を根城として或る條件を滴足す

る有限面測度の境界をもつ有界領域の楊合に就て，空間積分と面稼分との闘

聯を表すものとして知られてゐる Greenの定理の成立する條件を精密にし

た。その後 J.F. Randolph<2> Iま 2次元空間の有界領域につき Schauderの

證明を簡箪にした。本論文では境界が低次元零測度の集合を除いた各励で局

所的に Lipschitz條件を洲足するといふ椴定のもとに Greenの定理を論ずる

•ことを目的とする。但境界が有限面測度をもつといふ瞑定はしない。その證

明法は Kolmogoroffの測度論(3)をもとにして，上述の Schauder-Randolphの

方法に腺る。

1. A. ICoimogoroff の測度論~4) 、 ． 

n次元 Euclid空間即， nは 1より大な照敷，の解析集合を E及びそれ

に添敗又は屑符をつけたもので表し，斤の二塁~·p,q の距離を d(iJ,q)で表

すことにする， Eから E'全盟への一債寓像 p'=牧p),p e E, p'e E'につ

き，任衣二勘 P1,P2EE とその像 P~.~EE'との間に d(p1,p0~ad(Pi, pJが

成立つ正?~常敷 aが存在するとき曲）は L胆chitz條件を滴足・する，或は
<p(p). は有界伸長窃像である，そして E'は E の有界伸長像といふ。特に

a=lのとき非伸長窃像及び非伸此像といふ言葉を使ふ。さて R"_のすべて

の Eに負ならざる有限敷又は無限敷 μ(E).が到應し

(1) E,., n = 1, 2, 3, …，区En::::>E(f)と送図μ(f}:ぶ益(E),

(2) E .. , n~l, 2, 3, ... , が互に索で ~E.. cEのとき因μ(E")_:s;μ(E). 

(3) E' が E の非伸長像のとき µ(E')~-µ(E).. 

(4) E が K 次元邪．位甑間， O<k~n, のとき μ(E)=l.

. ----- --

(1) Fund, Math. 8 (1926), 1遮
(2) Tran訊ctionsA. M. S., 38 (1!)36), 531-548. 
(3) Math. Ann. 107 (1!>:13), 351-366. 
(4) f,;J上`

• I 
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が成立つとき Kolmogoroffに従つて p(E)は K次元測度函敷であるといは

れる。 Kolmogoroffは K次元測度函敷に就て次の事宜を證明した炉即ち， K
次元測度函散には最大のもの.μ(E) と最小のものど(E)が存在し，任意の

p(E) に到し µ(E)~p(E)~f:.(E) が成立つ。特に E が K 次元空間の解析

集合 Tの有界伸長像のとき μ(E)=p(E)が成立し，もし T から Eへの

宴像 X1=叫ti,½, …，tk), ... 叩＝叫ti,~. …，む）が一到ーの、ときは E・の K次

元測度は'

り・・・1✓ ~ { o(Xi1, 知…x,)r dt幽…dtk
(l'it. ゎ,・・・ik o(ti,'tz. • • :, tr,)・--

: 

で表される。但しこの式中の・因は 1から nまでの藍敷のなかから取出さ

れた K個の自然敷の組のすべてについて和を求めることを示す。 (n個の函

敷叫ti,½, • • •, tk), …x .. (ti, tz…，tk) は殆ど到る所全徴分可能となることに注

衣）。従つて n=kのとき Lebesque領］度となる。尚 k次元測度が有限な集

合は Kより大きい次元で測度が o・となる。

以下に於ては k=n-1 の勘合のみを考へる~ • • .' 

ゥ..,. 境界に就て。

以下Gをかの有界な開集合， B をその撹界として B につき次の仮定

を餃く。 ．・

（ ある (n-;-1)次元測度函数につき (n-1)次元測度零の集合を除いた B） 
の各期の B 上の近傍のうちに (n-1)次元開球の＇一針ー非伸長像となるも

のがある。

このことをfinY1lに B は殆ど到る所 Lipschitz條件を滴足するといふこと

にする。この仮定から Bの殆ど到る所で ((n-1)次元測度零の集合を除い

ての衣）切平面をもち従つて法線が存在することが判る，和の勁 Pの座椋

を叫，咋…ぷとし Bの部分集合氾m,芍00,B"', Bi, Buを次の様に定義する。

~m: Bに屈する期のうちその期を通る叫軸への平行線が B と丁度節

個（節は自然敷）の期を共布するやうな期の全骰。 ' 

氾°":Bに凪する聞のうちその.Wiを涌る叫軸への平行線が B と無敷に

多くの黙を共・イjするやうな聞の全盟。

(1) Kolmogoroff : 11りm。
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炉： Bに屈する詰のうちその貼を通る幻1軸への平行線上その黙の下方

に丁度 (m-l)個の Bの曲が存在するやうな貼の全盟。

B、:B に屈する謡のうちその開liを通る叫軸への平行線上その勁を下端

とするある開賑間が Gに含まれるやうな誂の全囮。

B.,: B に屈する闘のうちその識を通る X1 軸への平行線上その既を上端

とする或る開版間が G に含まれるやうな幽の全盟。

このと呑次の補助定理が成立する。

補助定理 1.氾m戌r,Bm,Bl―氾°",B., ―想°° は Borel集合である。
k h+l 證明。,kを自然敷としこーく呪<-~= 2'" , 

k==O, 土1,土2,.;. を祁足する

B の部分非合を BZ とすると，氾m~こ凪する貼は B の肱のうちその関を通

る叫，軸への平行線が K が充分大となるとき丁度 m 個の B~ と出會ふとい
ふことで特性づけられる。 BZの各既を通る叫軸への平行線上のすべての黙

からなる集合を WI:とすると
町 =LimEk, 絃に E戸 ~ cwかw:2... wt"'-.. ~ wc>13. 
kや 0. . hi.hz, ••• ~m . . h虹 1,知...h 

Ill . 

と奢かれる。 図 は互に粟なる加個の旅敗 hi,h.i, ... hmのあらゆる組に
111,h2, ••• hm 

ついて加へることを窓味する。 weが Borel集合となることが容易に判る
から上式からおm'i;;Borel集合となるこ。とが判る。芍°° は定義から

ぉ""=B-~mm

が成立つから芍°° もBorel集合となる。

炉の叫iは Bの既のうちその謡を通る叫柚への平行線が Kが充分大な

ときにその諜i;の下方（こ丁度 (m-1)個の Biと出合やうな謡の全祖として特
性づけられるから次の等式が成立つ。

Bm=Lim恥，玄とに恥＝ 図 (Wかw:,2…wたー 図 Wf.•)Bが‘
百ふ h1<hぷ··•<h111 ・ h¾l&t, 松,... hm 

h<h1,. 

この式から B"'が Borel集合となることが分る。 ・ 

1 B、(/)盟iのうちその識を下端とする長さーの叫軸に平行な開線分が G
k 

に含まれ、るときかやうな曲の翠認 Biふで表すと Bi=区Bいが成立する

ことが判る。 Bぃの具屯国のうちふに屈しない閲iはその期をf端とする山

柑Iに平行な短い線分が Bに含まれることになるから町に属する、。従つて
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B, ―想00c~Jj、,Kーお文区 B,―沿°°

となり B,-58""は Borel集合となる。

B .. ―お°° は B,ー町のときと同様にして Borel集合となることが證明され

る。 以上。 ． 
以下 E の (X2,Xa, …x,.)-面への射影を E,i:,で表すことにするとき
稲助定理 2. (n-U次元測度が有限な閉集合 F の各期を通り叫軸に平

行な直線が F と無敷に多くの誂を共有するとき F<i:1 の Lebesque測度

1n,._1(F:i:,) = 0である。

1 
證明。 加を任蹂の自然散とすると考 m正1(F:i:,)~ー—µ(F) となることを

m 
h h+f . 

證明すれば充分である。—―三呪<-,- h=O; 土1,士2,…を滴足する r
2" 2"'・  ・ 

の部分集合を Fl:とする。 F の聞でその識を通る叫軸への平行線が少くと

も切個の Fl:と共有謡をもつやうな諜の全開を凪とすれば E1cは I.301・el

集合となる。何者 weを前と詞1様に内の各期を通るの1軸今の平行線上
のすぺての期からなる集合とすれば

E戸 ~ w. がW炉...w;m(F. が+F.がヤ..+FZ"') 
h1,hz, ..• hm 

が成立つからである。このとき Ekを
, ,. 

品=EkF,が十EkF/:•+.. ,+EkF, げ， p~m 

なる形で表すと

" 潤 xm,.ー1{(Ek)ぷ.}~泊n-1{(E1.:F'.か）.,.}+…十飢几ー1{(EkF.ピ）工J
. " ~ µ(EkFt•) + ; ・・十p(EkF.り

=µ(Ek)·~µ(E). 

故に
1 ＇叫1HEふ}~ —·—µ(E): 
rt~ 

然るに k-->・十00 のどき Ek→Eとなるから (E山→E.,,,, 従て．叫ー1{(.E;山｝

→叫1(Eぶ,),l¥lつて
、 1・

り］虹1(E,,,.)~ —µ(E) .. 
m 

翻唸定理 3. • m,.-1{(町）,,.}=O .. 

以上。

（證明） 伽，.-i{(町），，,}>O とすると・き 1n.,._1(E)>O なる(~""),,, のIU-1部分

非介 Eが({在する。＇妓に Eの各四，りは B」況渾食外聞の射影でないとしてよ
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い。何者 B上の除外勁の集合は (n-1)次元零測度であるからその射影は

Lebesgue測度雰となるから。 Eの各謡を通つて X1軸に平行線を引き Bと
の交鈷の全閤を F とするとき F は有界閉集合で F の各謡には B上の近

傍として (n-1)次元開球の一翌トー非伸長像が存在する。 Fはかやうな有限

個の近傍で被覆することが出来るから F.の (n-1)次元測度は有限である。

因て補助定理2から mn-1(E)=Oとならね、ばならない。これは飢霞ー1(E)>O

に反する。 • 以上。

補助定理 4. Bの部分集合 Eにつき nい (E:eJ.=Oのとき Eの殆ど到る

所法線は叫軸と垂直である。

證明。 Eが Borel集合で B 上の除外期を含まないときにつき證明すれ

ば充分である。 E の各既には (n-1) 次元D~球の一翌トー非伸長像からなる B

•上の近傍が対應する。 Lindel団の定理から月はかやうな近傍の可附番個で

枝悛される。従つて Eが一つの近傍に含まれるときにつき證明すればよい。

(n-1)次元開球からかやうな近傍への非伸長窃像を功=x1(f1占，…t.. ー1),… 

心=:c,.(t凶，...t .. -1)としこの寓像で Eの原像を Tとする。 Tの殆どすべて

娼で壺立;!_,~叫
a(ti, tz, ... t .. ー1)

=Oを證明すればよいことになる。 —·a(xむ唸，．．．心・_ I a(ti, ti, …い）、I
>a>Oを湖足する Tの部分集合の測度が 0でないとする。かやうな部分

集合は株l集合として淡支ない。これを T'で表しその像を E'とする。 E'm

で E'の期のうちその期を通る叫軸への平行線上その期の下方に E'の期

が丁度 (m-1) 個あるやうな勁の全盟を表すと E乍=~E'm となる。 E'"'1の
原微を T'"'とすると E'mと T''nとは一到ー到應し__E'"'. と (E'"')ztにつ

し～ても同様のことが成立するから

暉い(T''~)~H … i 、 1-~包互戸叫 dt幽;•. dtn-1 
T'm 3(t1, f2, …tかJI

=1n,. —1((E'1;')~1) =O 

が成立つ。これから叫-1(T'm)=O,従て m正 1(T')=Oとなる。 aは任滋の1E

数としてよいから Tの殆どすべての曲で烈些％…叫） =0となる。、
a(ti, t2, ... t,.-1> 

以上。

補助定涅 5. EこB とし E の各＇期を通る叫軸への平行線は E と唯一
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謀を共"{Jするとする。 f(p)をE上で定義されたμ-可猿分函敷とすると f(p)

は E、1上の函敗とも考へられる。 Bの殆ど到る所存在する法線と叫軸との

なす角の餘弦の紐到値を !cos(n, 叫Iで表すならば 一

り…)f(p)d心 3…d.叶 f(p)l~os (n~ お1)I dp. • 
Ez1 . E 

の成立つ • 

證朋。 Eが(n-1)次元闊j球の非伸長像に含まれるとき證明すれば充分で
ある。叫=x1(t1,ti, ... tn-J, …Xn=叫t1,な...'tn-1)を(n-1)次元開球の非伸
長窃像とし Eの原像を Tとする。

) f(p) I cos (n, xi) Idμ 
E 

_= r r. • -J Tf(p) 1 : 岱・::・.::・t::!)l dt幽•… dt;.―1, 
噌•·j·f(p)d砥和…伍．｀

応 1

以上。、 ．
 

B,. 及び Biの殆どすべての四jで法線が存在するが Buの黙では X1軸の負
冗

の向きと一より大とならない角を作る法線の向きを内部に向ふ法線の向き．
2 . 

と定める。 Btの期では叫軸の正の向きを考へ内部に向ふ法線の向きを定義

する。従て B,ふの期では内部に向ふ法線の向きが二通りに定められる。以

‘下では'B11Blの：期は異なつた：：：曲からなるものとして面萩分をする。内部に

向ふ法線の向きを匹・で表す。鼻

3. G上て定装せられる函数に開する瑕定。

F(む1,:l'.2, ・・・x,.)を Gで定義せられた函敗で全く Gに含まれる任認の n次

元1虚間に方臼て X1! のみの函敗と考へたと殆どすべての (X2.,X3, …叫に到して

oF' 
X1の紹紺沌禎函数とする。従て一ーは（叫，知．．．％）の函敗として殆ど到る

・0X1 • ・ 

所で在在し可測函敗となる。次に摂昇上で次の仮定を設ける。 B、の殆どす

べての四Iiでは Bi上の曲を下端とする叫軸に平行な線分に浩ふてその期に

牧欲する {I~絃の敗列につき F(叫，咋，...x .. )が極限をもつとしこの極限を f,(p_)

で表す。 B,.の特についても同様に f,,(v)を定義する。他の投界謡ではf(p)
aF 

をfI滋に麟する。夏に一―,fi(P), f..(p)について夫々.G, Bi一芍.,.,• B,. 三~""
如，

て窄f/¥j及び面秋分が可能とする。

ヽ.., 
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4. Greenの定理の證明。

定理。 有界OO集合 G の投昇 B の殆ど到る所で Lipschitz條件が滴足

されてゐるとする。、 G上の函敷 F(叫，~.…x,.)が 3節の條件を滴足ずるな
らば

り・・・！翌血d咋… d~n=·-J • . 爪p)cos(廊叫）dμ ― f~(p) cos(匹ぷ）dp 
G妬. • • • B,-~oo -. f B16記・、..
證明。補助定理 3から叫ー1((町）a:1)=0なることを注慈して

リ…!空~d吟•••ら噌…！ ・綽知・吋空dxx.:・ ・ ・ 
GO功 (B錫叫嘩"°>.,,. . .、0X1・

aF . 
が成立つ。但し ―-dx1 Iま叫軸への平行線と G との交りの上での萩分を, J . . 

a叫
表す。従て ~(f... -f.)の形に害かれる。

B=町＋区町（補助定理 1から）．を注滋して上の等式の右邊は次の様に

裟形されることが判る。

訓J-・・J. '. f.,dx,dxa .. : dゃーり…I而 BJ/e) <~mB Bら 紐ふ・・・年｝．．．
U :i:1 .、: _:i:1 

然るに補助定理 5・ から

り．．．し，n11Bk) f,,da:2dX3・・・年＝ーI炉 0n,.f .. cos(衛，叫dμ
. " :i:1 , 1'.  

H…I叩 B位）zfzdx2dx3 ..• dx-n =}炉BBk_fz COS (?t立 1)dμ." .. 

B叶B、―氾"°=区 ~m(B.. +Bz)がなることから
m,k 

H J a F・  
•• , G冨 lx1&i:..1…fi:-i;m=士、-'ll""/i(p)cos、（街，叫c~µ-JB,、嘩00/,:(p)c_os(n. 立1)dp

なることが分る。 以上。

F(xi, 窃，…％）の定義を投界 B上で次の様に披大する。

peB .. B、では F(p)= f1(1>).:_ f,(p) 

peB,.-B1では - F(p)=J:、,{p) 

匹 B1-=-B,、ては F(p)=.ft(p) 

PE B-(B叶 B1)では F(p) =_f(p). 

また B,.Biの盟iでは怯線の内部に向ふ[(1jをBiの期として定義されたもの
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を使ひ， B-(B.. +Bi)では法線の内音15に向ふ向きを任慈とするならば定理の

等式は

り・・・！丘五dxn=-J F(p) cos (n丘1)dp.
→ Ga叫 B・

環かれることが補助定理 4及び ・B-(B叶瓦＋町）の殆ど到る所法線が

叫軸と垂直となることから判る。 ， 

本研究に於て御懇切な御指部を賜つた前田数校に深く殴謝する。尚本研究

は文部省科學研究費の補助に依つてなされたものである。

ヽ ・I
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