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可換環沢の任意のイ、デヤ/VQ が有限個の強準索イデヤ）Vの共通分として

表はされるには，如何なる條件が必要且充分であるか。 この問題に位いして著

者が以前に論じたとき，(1)索イデヤJVの約鎖律の成立を椴定した。従つて完全

な解炭を得たとはいへない。 この條件についての研究は他日に臨り，本論で

は強準索イデヤ炉についての上の研究を弱準索イデヤ）Vの場合に慨張して，

可換環 、 9しが如何なる構造を持つときに限つて，• 沢のイデヤ /Vが布限個の
弱準素イデャ）Vの共通分として表はされるか。,. . ｀

 
といふ間題を取扱ふ。然し沢には矢張索イデヤ}~の約鍬律を椴定し，• これに

由つて研究を進めてゐるから．，完全な解決に逹したとはいへない。 この問題

は Krull'2'等に由つて論じられたが， Stiemkeの熊限次代敷盟に於てのやう

に一煎環の場合であつた。然し本論は主として多戒環の揚合を論じてゐるか

ら， Stiemkeの盟に於てのイデヤJV論はその特殊の楊合として含まれる。又著

者の以前の研究(3)と闘聯して， Stiemkeの無限次代敷憫の釜数を係数とする多

項式の環に於て，イデヤJV分解を論じ得るが，その詳細は追つて粒表する。

必、 要‘條・ 件 ・

本節では某礎の環汎を可換とし，その上次の條件を恨定する。

條件(4) 索イデヤだの部鎖 hこ炉c::::加c::::…に於て知がJVは直前のイ`

デヤJVの其の約数であるとき，この迩飢は有限個の項で終る。 ．． 

定理 1. 環汎の凡てのイデヤJVが有限個ヽ弱準索イデヤだの共通分とし

て表はされるならば，沢は次の性質を持つ。

任衣のイデヤJV・aに開して器零でない元索 rで述娯

(1) S. Moti, 本誌； 11 (1942), 129. 
F,. Kamei, Proc: Imp. Ac叫.Tokyo XVII (19-Jl), 95. 

(2) W. Krull, Math. Zeit. 29 (1928), 42.、
li. Mol'iya, 北泊誼帝因大學迎學郊祀要 3(1935), 107. 

(3) S. Mori,・ 本誌,10 (1940), 1. ・ 
(,J) この作件が必要條作であるか否かは未だ1連りである。
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a c::: a : (r) C::: a : c,.2) c::: a : c,.a) c::: …・ 

を作れば，最初の有限個の項から後は皆イデヤJVtに等しくなる。又このや

うにして得るイデヤJV.tの総敷は， a.が一定である限り布限である。

謡仮定に由つて

(1) . . a=q1rヽ.Q2rヽ… nq鶉 9

此臨で q、は索イデヤJVV、に凪ずる弱準索イデヤJVを示してゐる。 rを.aに

闊して踏苓でない元索とすれば，f が qi,qi, ~.. の凡てに闊して器零ではあり

得ない。それで r は伽•••池 (l~k~n) に閥しては堺零でなく， qい1, ... ,q.・ 

に関しては堺オであるとする。これに由つて ．．． 

(2) '. rctl'i (i=l, ... ,k), , rC:::p; (j=k+l, ... ,n) 

なる閥係を得る。それ故に m を遥営に大きく取れば， (1)から． 、

,.' 

-a: (r"')=q1 :.(r"') 0 ... A叩：(r"'), 

q,: (r"')=q、(i=l,…, k), . Q;: (r"')=沢 (j=k+l,... ,n) 

を生ずる；従つて

(3) Q1 ("'¥… AQ戸a:に）=a :(r"'+l)=… =t 

dに開して忍訟でない他の元索 yから，前と同様にして得たイデヤJVを，t'

とずれば，

q、,n... ~ ·q、,.,=a.: (た')~a: (た'+l)=·••~t'
となり， Q;,;••• , Qi/t;', は (1).に於ける ~l,. -••• , 知の一部分である。それ故に t'

が E と災つてゐるならば，組 'li,,…， q、ビは組 Qt,…, Qkと異なってゐる。従

つて上のやうな述組に由つて生ずるイデヤJVtの総！数は， 0 が一定である限

り布限である。

． 充 ． 分 1条件 ・

本節では某礎の環沢は可換で，大の二條件を滴足するものとする。・

條件 ,1. 索イデヤJVの述鎖 v1c::::~izc:::: ... c::::v.c::::vi+¥ c:::: …が典へられ， p、+1

は i1i の其の約敷であるならば，この連鎖は1f限個の項で終る。

條件 ・2. (lが沢の任衣のイデヤ JVであり， rが aに闘して牒苓でなぃ元

索であるとき，イデヤJV商の連鎖 llC:::: 曹a:(r) C:::: a : (r2) C:::: … ・の最初の相異な

砂誤側の項から後は皆イデヤJVtに等しくなる。"!-のやうなイデヤ）V tの
線釣心Q~,.;~ノLである限り布限である。
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上の二條件を原として環 9しのイテ；ヤJV分解を論ずるのであるが，先づ川語

の設明から始める

aを汎と異なるイヂャ JVとし，これを含む一つの索イデヤJVを Pとする。

若し q=a:(r), が七aなるイデヤJVqが Pに凪する弱準索イデヤ JVであるや

うに，元素 rを取り得るならば， Pを aに贔する素イデヤ！レといふ。 ． 

イデヤJVQが索イデヤJVpに含まれ，雨省の間には他の索イデヤだが存在

し得ないとき， Pを aの最ヽ Jヽ素イデヤルといふ。・

a, bを二つのイデヤJVとする。 aの少くとも一つの元索が bに闘して怨零

でないとき， aは bに関して蜀零てないといひ， aの凡ての元索が bに闘し

て器零であるならば， aは bに関して馨零てあるといふ。

上の定義に於て aが bに闘して盈訊呑であつても， a";砂なる有限の照数

nが存在するとは限らない。

定理 2. fJを沢の半索イデヤだとすれば，りに屈する索イデヤJVは布限

憫で，互に他を含まない。これらを拙転:・・p,.とすれば，り=).11"•.• "匹と

なる， ＼ ， 

證りが索イデ切Vならば，定理は明かに成立つ。それでりを素でないと

すれば，

T1Ti :::, lJ , . T1 ftり， 竹中り

なる二元索 Ti, r~ が存在する。これからイデヤJV商 r,.=り： (ri) を作れば，

が集に由つてり1:::,りを得る。若しり1が半索イデヤJVでないならば， r'q:加

r'" C: 1)1なる元索 r'が存在し (r'ri)kC: りとなる。然るにりは半索イテ~ヤJV
であるから占ヤ請，従つて r'C:91なる矛屈を生ずる。それ故にり1は半索

イデヤJVであつて，り戸lJ:(,·~}.=lj :・(?・?}=…となる。 [Jiが索イデヤJVである

ならば，• これはりに底する索イデヤJVである。若し索でないならば，前と同

様にして ・

l;2= 1)1: (心＝り：(rirか）＝り：(ri・r'J2:=…，1{1{c切，りi:::,り1:::,り

なる半素イデヤだり2を得る。然し條f牛2に由つてぃの手紐は布限[allで終ら

ねばならないから，遂にりに屈する一つの素イ？’ヤJVを得る。又條件 2に

由つて， このやうな索イデヤJVは:{j限個であるから，これらの凡てを P1tV-1, 

...'i,,. とすれば，これがりに］此する凡ての索＂イデヤ JVになつてゐる(>そ して

P、＝り：('r,), rヽctr)ti=1, …,'¥ し）なる元索 1'iが(1:在し，りは半ぷイ デヤJVでお
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るから， i,、は r,を含まない。従つて μ., .•. , v. は互に他を含まなI{-¥0 

Ph …， P" の各々はりを含むから， ~~P1r'\•-·" ゎとなる。若し ~C::Pir'\

.. : r'¥ iらならば， f>10 …~r'\p,. には含まれ bには含まれない元素 rを遮常に

取って，前と同様に lJ=t:(r)を作れば，これは ri,... , r~ • を含む素イデヤJV

で，りの奥の約歎てある。．従つてこの Pは P直=1,…，n)の一つである。然

るに和．．．，なを含むから矛盾する c 故にり=l>tnp,zn…('"'¥i,, 贔である。・'.-. 

半索イデヤJVから任意のイデヤJンに移れば，その最I卜索イデヤJV及びそれ

に屈する索イデヤJVに就いて次の定理が成立する。 ‘ 

定理 3. aを環沢の任意のイデヤJVとすれば， aを含む最小索イデ．ヤJV

は布限個存在し，これらは aに屈する索イデヤJ'!-'である。 ｀

鐙 aに閲して堺雰である凡ての元菜の集合をりとすれば，りは牛索イデ

ヤJVであり， aに闊して賂雰である c 前定理からりに凪する素イデヤJVは1f

限個であるから，これらを恥..., p!, とすれば，前定理に由つて・v必...p霜こり
なる問係が成立し， p、=り： (r、），,.、といi=l,... , n)なる元索 mが存在する。 ・

r、は v,に含まれないから， aに開して硲零ではない。 Piは他の索イデヤJV

Vi (j=l, 2, …，i-1, i+ 1, ... , n) には含まれない元索 r~ を含むから， .r,~c:·lj, 

(r必）k C: Q となる。故に r~k C: a : ,, , rヽ ［にたて， K、を適嘗に大(;'),'l~k ct: り中） 1 

きくすれば，條件 2から ..、9

t:=a: (n)~a : (が）＝・・・。

叉 rぷ Piに山つて P,2rとなる c 然も Pdまtに開して郡零である。．そう

ヽ

でないと， p、の元索広がtヽに閥して霜呑．でなくなり， p,-r,_Cりから 1>trlCa, 

吠C:し・となつて矛盾を生ずる。若し tが V,に屈する準索イデ切Vでないと

すれは',bv.-・c t, b <tv、,p; cl>、,p心 rなる二元索 b,P, が存在する。．これか

ら連鎖 a:(ゆ）竺託(r、b)lc'+tS・・・ を作れば，條件 2 に由つて t~·t· sl>、
なるイデヤJV'r を得る。又1底件 2に由つて tや（のやうなイデ切Vは有

限rmであるから，適＇蒋に元索 r を取iしば Pぶ~ -q 、 =a:(r)=a: (1J:+l)=・・・とな

り， q,Iま iヽ、に屈する弱準索イデヤだとなる。故に l>,はa に屈する案イデ

ヤ）Vである。 ， •

次にμ,:.:, μ':::, aなる索イラ-ヤ/Vp'があれば，叫...V,、力~p' . に含まれない

ことから，・イデヤ炉帥ヽ…μ..は'nに開して牒零でない。然るに加2• .-._ P, ぶ2り

に111つて叫't・・・p,.Iま aに闊して裕苓であるから，矛屈を生ずる。故に V,は
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aの故／卜索イデヤ;vである。そして拙…， p霜以外に aの最小索イデヤJVが

存在しないことは，叫...pぷりに由つて罰jかである。

一定理 4. aを環沢の任意のイデヤだとし， ・aを含む任窓の素イデヤ;vを

Pとする。 Pの打限個の元索 Pi,四…匹を逝賞に選んで，イデヤノV b=(pi, 

応 ・,Pm,a)を作れば， Pは bに開して認堪となる。 9 

證 加を aに屈する半素イデヤJVとする。若し加=pであるならば， b=.a

-- ~ あつて定理は成立する。故に加キPとすれば，定理 2に由つて IJuに凪

する有限個の索イデヤJVp山 P四..•, l>in, が存在して-

(1) I 加=Pu 0 l>12 n .. • r'¥ P111, 

となる。 aれから Pu匹… 加 ぷIJuCpを得るから， Pu,…，Ptn1の一つは P

に含まれねばならぬ。、それ故に

(2) ｀ · Pn~V 
とする".今 . /-- . 

(3) 肱=Pu"P13"…npぃ::>'u
と rnけば，茄 1ま半索イデ•ヤ JVである。元索 h~ を恥に含まれ，りu に含ま

れないものとし，イデヤJV (h~1, 加）に凪する半索イデヤJVを加とすれば，

(1) に由つ文 Pt~(vu ... Pli-tPli+l ... Pi,.,) s加， Pu・・・趾tPli+l…加工加 (i=l,

3~... , 叫であるから，加，加，．．．，記はいづれも加に屈する索イデャJVであ

る。 p,(i=l, 2, …，81)を加に屈する他の素イデヤだとすれば， (1)から V11P12

••如S_I.JuC り12S 硲を得る。従って定理 2 に由つて｝油三訴を生ず。今

庄 V.とすれば， 9出は加， p血．．．，加，のいづれにも含まれ，(~)に由つてりu
に含まれて不都合だ。 • それ故に p五＜凶である。りしの元素で加に含まれ

ず， hり 13("'¥…np1,.,n翫恥…np;, に含まれるもの品を取り， (lふ，

加）に屈する半索イデャJV加を作る。 (3)から 1 

茄::>{Jiz ::> 0出，加），加=V~nP1a" … np旧npi"凶" ... I"'¥ v~. . 

であるから，上のやうに元素 l出を選び得るのである。・
／ 

前の扱合と同様に加，枷，..., V恥.~ 凶，…， P~. は加に凪する索イデヤJV

である。他にこれに屈する索イデヤJV 約＇が存在すれば， P11i1u・・ ·Pin,~ 凶．．．

,,,,l~ 加C り13Cp;' に由つて v~~函’となる。此虞で V.1' は v~ の其の約敷で

ある。何となれば若し P『 =i,~ であれば， 1出が加に含まれて矛厨を生ずる。

それ故に加ci1icv『なる脱係を得る。然し條件1に由つて，この連fWまff
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限で終り，恥は

(4) 

に闘して器塔となる。次に

(l出， h~...,h知加）

(5) 肱=Pnnμ1, ("'¥・・・・("'¥ P1霜I::>りし

とすれば， I加は半索イデヤJVであつてり伍C::Pu~P となり，それに屈する索

イデヤJVは加，加…，P1n,である。それで前と同様にして元索姑，ぬ，...;~ 

を狐内に噸次逝常に選べば，りしは（品，姑b…,h~z• (瓜）に閥して牒零となる。

斯くじて加は

(6) ・ (l!ii,_ ... , h伝，品，…，瓜，…， ~1-ll• …, h~I—1 k~1_1, a) 

に閥して怨零となる。 (2)に於て加=pなれば， b=(h的..., h伝，...,h~ 己k霞,-i'a)

とすれば定理は成立する。

P1iCpなるときは， Pの中に加に含まれない元索 P を取り，イデヤ戸

炉 (p,加）を上の場合の aと見倣して，同様に進めば， a1に凪ずる一つの索

イデヤ;vPn は加 C:::P.1.1~p を洲足し，その上

-(7) . (l瓜， l溢，…， h~-11•.. : h:lー1k,.2_1, 11, -1,lu) 

に閥して怨本となる。條件 1に由つて素イデヤJVの連鉗は布限で終るから．

(6)及び (7)に由つて Pは，涸常に選んだ有限個の Pの元索 Pi・乃，...,p'"で

作れるイデヤ;v-b = (pi, P2, ••• , p,,,, a)に閥して怨零となる。

定涅 5. 哀 ~l の任立のイデヤJV Q に凪する素イデヤJVは打限個である。

麿 p、を aに屈する素イデヤだとすれば，定義に由つて

(1) q、=a:(叫，,.,cj:: a 

なる，｝に凪する弱準索イデヤJVq、が存在する。従って aに屈する索イデ

ヤJVが連銀

(2) ・ ・ ・ aCl,>1C屈c... cv霞 ．．

を作るとすれば，條件 1に由つてこの連鎖の最大索イデヤJV比が在在する0-

(2)に由つて q霞には含まれ，他の Pi・(i=l,2, ●…，正1)には含まれない元素

,-~ が存在し，これに剪しては (1)に由つて

r,、,=a:(ん）k"=a: (1;.:tn+1=···• r謁＞在， r,.::pに 1,tn :p r,. -・2, …， r .. ::pr, 

なる閻係を生ずる。次に q.,.及び q,.-1にほ含まれ，他の p,(i= 1, 2, ... , n-2) 

には含まれない元，，，~trい．を取れば，．
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ら 1=a:(か）Kか 1=a:(r~-l"• +l=…, 
't11-t ::::> T n, t,.-1::::, なー1,-'tn-1 ::P な—2, …, tnー1:p Tt 

を得る。斯くして順次 tか 2, ••• 心を得るが，これらは皆相異なつてゐる。・然

るに條件 2に由れば，このやうなイデヤ戸 t,は有限個だけ存在し得るから，

連鎖 (2)の項敷は有限である。,・

定理 3から aの最小索イデヤ）Vは・有限個であるから，これらを加，枷，．．．，

尻とする。次に aに屈する素イデヤ）V 知，枷…，を適常に選べぱ，上に得

た結果に由つて，これらは Pu,·••, Piniの少くとも一つを含み，それとの問に ，

は aに屈する索イデャJVを有しない。従って枷脳…，加，．．．は互に他を

含まない。條件 2に於けるイデヤJV tの総敷 lは有限であるから， l<m

とすれば，矛りな生/ことを次に示そう。加，饂．．．，転に到應する弱準素

イデヤJVq21, Q22, ... , 2111 Iま互に他を含み得ないから，徊に含まれ枷，…， P,1..,,

のどれにも含まれないで，従つて a に闘して怒零でない元索必を取れば，

(1)に由つて

、t21=a.: (r~)kf,,;,a : (r: ら）年J=・・・， t-n. :::, r~, t21 :P r:z:z .•• t21 :t:> T2,,.・ ' 

同様に知に含まれ枷伽，．．．，松m のどれにも含まれず，従って a.tこ閥して

謀零でない元素んを取れば， (1)に由つて

rzz~a: (, 釣 =a:(r'~kl+l= ・・・， r迂1'21, t22 ::, 1·22• • • t22わ r2~

斯くして條件 2の性質を持つイデヤJVtを，その総敷 lよりも多く作り得る

ことになつて，矛盾である。それ故に上に述べた索イデヤJV知，知，...P: 年,... 

は有限個である。9

上の二つの結果を粽合すれば， aに凪する素イデヤJVの総数は打限でなけ

ねばならぬ。 '

定速 6• . p をイデヤJ~a に屈する索イデヤJV とすれば， a を含み P に凪
する弱準索イデヤJVqを涸営に選んで， ．

a : (r), ・ r cf:: a 

が Pに屈する弱準索イデヤJVになる様な元素 rは q内に存在しないやうに

なし得る。 ＇

證定理 4にrhつて Pは • 

. _ b=(P1, 釦，・・・_,Pm, a), p,Cp. 

に1絹して'1,1劣であり， P1は aに閥し・て牒右でないと見倣してよい。従つて
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條件 2に由つて

(1) t1=a:(加）=a: (pr•+l)~... ~a: (吠呵

なる正整敷四が存在する。次に
. (2) . . a1=(pr•, a)・

と誼いて，乃は 01に閥して怒零でないとすれば，

(3) .、 t2=a1:(炉）=a1: 伽~-+1)= … ~Clt : (pr,-1) 

なる正整敷四を選び得る。若し乃が叫こ閥して甜塔であるならば，成•C:::: a,. 

なるやうに匹をとる。又前と同様に ・

(4)・ . •• Cl2=(炉， 01)=(加，炉， a) .. 

と餃いて，前と同様な方法で tsを得る。順次斯くして，

(5) ・tm = a,,._1 : (p:,,.) =~,,. 一1:(p:?"+1) =・'.::, 0111-1 : (p';,."'ー1)

Clm = (p:_'", Clm-1) =(pf•, 炉，..., p:.,,-, a) ... 

を得る。・次に

(6) b'=(pr咽，炒咽，...p:_"'沢， a)

とすれば， bは b'に闊して認零であり，従つて Pも亦 b'に闘して器雰であ

る。 '

今加:,q'=a: (1・）， 1・¢aなる弱準索イデヤJVq'がPに屈し，その上 r'C:::b' 

と仮定すれば， (6)から

(7). . ヽ ｀r=pr•r1+沿’乃十…十 露”p,.. r,.._ (a) 

囀`
T=匹 .r.. ・. (aか J, ．、

此臨で和な…，へは環沢の元索を示してゐる。 Kを涸営に大きな正漿散

．とすれば， p!,Cq'従って rpに aとなる。故に (7)から p:.,.+11,.が Ca,.ー1を

生じ， (5)に由つて
,.,,, . 

P霞 r,,.C:: Clm-1・ 

を得る。それ故に (7)から

T=Pr1Yi+祝o/z+ …+P:~古’ーI• (a) 

を生ずる。順次この方法を訊けて，最後に

咋司牙1ri"'-u, (a) 

を生じ， ptC:q'から如c::a・を得る。 aれから Pf1+1eri"'_;nC:: aとなり， (1)

に甘1つて

. p!"Iやーl>c:a即ち rca



弱竿索イデヤルに由るイ ．デヤル分＂

，
 

なる矛厄を生ずる。それ故に q'=a:(r), が丘なる弱準索イデヤJV q'が P

に凪するならば，元索 rは b'に含まれない。

p=Olならば， b'=qとすれば， qは定理に述ぺた要求を満たす弱準索イデ

ヤだである。故に以下炉嘩として論ずる。 Pは b'に闘して紫ふ零であるか

・ ら，若 ~b' が P に屈する弱準索イデヤ JVでないならば， ．
r'p'C&', p'C:p,. p'q:b', r'q:p 

なる二元素 r',p'が存在する。それ故に條件 2から
’
 

ゃ b"=b':(r')"'.=b': (r')k'+l=…::::>b' 

を生ずる。 b"が P_に凪する弱準素イテ・和vでないならば，更に同様な手紐

を行ひ得る。然し條件2に由つて，このやうにして生ずるイデ切咋",b"', … 
叫艮個のみ存在し得る。故に上のやうな手組を有限回繰返して，

p~q=b': (1-'r''._ .. ,,Ck>)"::::>a, r'r''.... r<">cf:p 

なる Pに屈ずる易岬索イデヤJV Qを得る。若し qの一元素 rに到して

q'=a: ~r); ・ .r屯a

が P に屁する弱準索イデャ JVて•あるならば， r.(r'r'' …,.,kl)" C: b' となる。然

るに白少.r<k>中Pであり， q'は Pに凪する弱準素イデヤJVであるから，

p~q'=a :・(r(r'r'八．企）n), r(r'··• だ）＂心となり，上に述べた b'の性質と

矛盾する。故に qは所要の Pに屈する弱準素イデヤJVである。

定理 7.a を菜沢の任庶のイデャJVとすれば， aは布限個の弱準索イデ

ャJVの共通分として表はされる。

證定理 5から aに屈する索イデ切Vは有限個であるから，その凡べてを

Pi, 松,J,,p,. とする。その各々に屈し定理 6の條件を滴足する弱準索イデヤ

だを夫々 ql,Q2, • ・・， q~ とし，その共通分を bとする。即ち

(1) b= q1/""\Q2~ ・・・/""¥ q,. 

とすれば， a~b である。今 acb と仮定すれば， b は a に含まれない一つ

の元素 dを有する。・定理 2及び 3に由つて dは aに闘して牒雰であるか

ら，

<.~> ' . t=a:(d)::>a, . d中a

Eに屈する索イデヤJVの一つを Pとすれば，

・c3) ・ ・q=t: (1"L ,., 中t

なる qは Pに屈する弱準索イデヤJVである。それ故に (2)から
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q = a : (dr') , dr'<ta 

故に Pは 0に凪する索イデヤだとなり，例へば v=v1となる。然るに dr'.

はりに含まれるから， Q1の性質と矛盾する。従って

a = b = Q1 f"'¥ Q2 f"'¥・ • ・f"'q讚

でなけねばならない。
‘ヽ. 

結 論

前節に得た定理 1及び 7を綜合して次の主要定理を得る。 _ _,, 

主要定理 可換環沢に於て素イデヤルの糸勺額律を椴定するならば，汎の

任念のイデヤルが有限個の弱準素イデヤルの共通分として表はされ得る為に

---必嬰且充分の條件は次の通リてある。

aが筑の任想のイデヤルてあり rが aに開して図零てない元素てある

ならば，迫頷

aca: (r) ca: (r)c•·· 
は有限て終りイデヤJL,t氏なる；又こ．のやうなイデヤル tの稔数はaが

一定てあろ限り有限てある。

・ヽ

/ . 

. ) 
．／ ． 
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