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Über die Gleichung (ar, b)=!: mit einem unbekannten Ideale ~ 

Von 

Shinziro MoRI 

(Eingegangen 31 Oktober, 1953) 

Sei !R ein Noetherscher Ring, in dem die Existenz eines Einheitselementes nicht 

vorausgesetzt wird, und seien a und b irgend zwei Ideale aus !R. Dann hat die 

Gleichung (ar, b)=r mit einem unbekannten Ideale ~ eine und nur eine grösste 

Lösung. In der vorliegenden Note möchte ich in die Auflösung dieser Gleichung 

tiefer eindringen und die Eigenschaften ihrer Lösung klar machen. 

-Zunächst zeigt es sich, dass die grösste Lösung von (a~. b)=t mit {\ (an, b} über-
n-1 

einstimmt. Es gelingt dann, einen grundlegenden Satz für die Auflösung dieser 

Gleichung zu gewinnen, und aus diesem Resultat ergeben sich wichtige Folgerungen 

-für die Zerlegung des Durchschnittes {\ (an, b). 
n~l 

Als ein spezieller Fall dieser Ergebnisse haben wir den folgenden interessanten 

Satz von Zariski :1> 

Sind a und b irgend zwei Ideale aus einem Noetherschen Ring mit Einheitsele

ment, und sind qk+b qk+Z, •··, qm alle Primärkomponenten von b, für die (q;, a)=(l), 

(i=k+ 1, ···, m) gelten, so ist 
.. 
{\ (an, b)=[q1, qz, ... ···, qk]. 
n-I 

Im folgenden bedeutet ffi einen Noetherschen Ring, in dem ein Einheitselement 

nicht notwendig existiert. 

1. Vorbereitungen 

Um leicht zu unserem Ziele zu gelangen, schicken wir den folgenden $atz voraus: 

SATZ 1. Gilt (ac, b)=c für irgend drei /deale a, b und c,. so gibt es in a ein 

Element a derart, dass für jedes Element c von c ac=c (b) ist.2> 

Der Fall c=b ist selbstverständlich. Es sei damit c ::::>b. Ferner seien . 

(1) c=(ci, c2, ···, Cm, b), a=(ai, a2, ···,an). 

Da nach der im Satz ausgesprochenen Voraussetzung 

1) 0. Zariski, Generalized semi-Iocal rings, Summa Brasiliensis Mathematicae 1, 169-195 (1946). 
2) Dieser Satz ist nur eine Umformung meines älteren Satzes. Siehe: S. Mori, Ober Produkt

zerlegung der !deale, Journ. Sei. Hiroshima Univ. 2, 1-19 (1932). 
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c=(ac, b)=(a2c, b)= •·· ... 

ist, so erhalten wir 

(2) c=((af, a~, ···, a~)c, b) für jede positive ganze Zahl t, 

und im Falle t=l gilt 
m 

(3) Ci= :E a;jCj (b) (z'=l, 2, ···, m), Oij E a. 
j-1 

Bilden wir nun aus den Elementen Oij eine Determinante D= 1 x-a;ixl =X"'-axm, 
wo x ein befü:biges Element bedeutet, so ist a ein Element aus a und aus (3) folgt 

c;D=:O (b) (i=l, 2, ···, m). 

Setzen wir hier x=a~. so haben wir 

Im Hinblick auf (2) besteht damit ca=c (b) ;für alle Eleµiente c aus c •. 
Gibt es für zwei Ideale a und o aus m ein Ideal bl derart, dass (ab1, o)=i;:1 ist, und 

gilt auch (ab2, o)=b2 für ein anderes Ideal b2, so erhalten wir 

Wegen des Teilerkettensatzes haben wir damit ein nud nur ein grösstes Ideal bll, für 
< ' • • ~ 1. • ' • • ' 

welches (a,:,0, o)=bo gilt. Wir nennen das Ideal M die grösste Lösung von (ab, b)=b• 

Nach dieser Definition haben wir den folgenden Satz : 

SA-rz 2. Die grösste Lösung M. von (ab, b)=b stimmt mit dem Durchschnitt 

-h= (\ (an, b) überein. 
n-1 

Im Noetherschen Ringe m haben wir die Zerlegung 

(ah, o)=[% Q2, ···, Qn]. 

Dabei ist q; ein zum Primideal 1Ji gehöriges Primärideal. Wenn a ~ +'i ist, so folgt 

daraus t,c;;:q;, und wenn aC1Jj ist, so gilt ami C q; für eine passend grosse ganze 

Zahl m ;. Da aber o C q; ist, so folgt daraus ( a"' i, b) C q; und folglich h C q;. Fassen 

wir die beiden Fälle zusammen, ergibt sich (ah, o)=h. Damit erhalten wir t,c;;:bll, 

Ist x0 ein Element aus bO, so besteht nach Satz 1 

OXQ=Xo (o), OE a. 

Daraus folgt ·Xo=an.xo (,b) und ferner Xo E (an, b). Da das zuletzt gewonnene Ergebnis 

für jedes n besteht, so haben wir x0 Eh und bOCh. Im Hinblick auf das obig gewon

nenen Resultat ergibt sich danach bo=h. 

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch einen Satz als ein Kriterium 

für fi=w bew~isen. 

3) Dieser Satz ist in Satz 5 enthalten. 
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SATZ 3. Es seien 1,)1, 1,)2, ···, 1-'m die zum Ideale li gehörigen Primiäeale, welche von 
!Jt verschieden sind, und sei li =\= !Jt. Die grösste Lösung ~o von ( lt!, li )=~ lst dann und 

nur dann von li verschieden, wenn für mindestens eins, etwa 1'1, aus 1,J;(i=l, 2, ... , m) 

gilt (a!Jt, 1,)1)::!Jt.3> 

Es sei ~o ~ li. Nach Satz 1 können wir in a ein Element a finden, so dass fiir 

jedes Element· x0 aus w 

(1) 

ist. Daraus folgt 

(2) 

Nach unserer Annahme können wir hierbei Xo $ li setzen. 
Es sei nud li=[q1, % ... , q,,] eine u:werkürzbare Darstellung von li durch Primär

ideale. Wenn lR zu li gehört, so folgt aus (1) Xo==O (q,,) ·.für das zu m- gehörige 

Primärideal qn. Für die nicht zu lR gehörigen Primärideale sind zwei Fälle möglich: 

Entweder ist a e 1,J; oder nicht. Im ersten Fall ist nach (1) x0 e q;. Im zweiten Fall 

sei (a, µ;) =\= lR. Dann ist r-ra $ \'i für ein Element r ausserhalb von (a, ri). Hiermit 

folgt aus ( 1) auch x0 e q;. Durch die Ergebnisse können wir l:>eweisen, dass für 

mindestens eins,.etwa 1,Ji, aus r;Ci=l,2, .. ·,m), welche von lR verschieden sind, (a,1,)1) 

=lR und x0 $ q1 sein soll. Sonst würde Xo E q; (i=l; 2, ... , n), also Xa Eli iin Widerspruch. 

dazu stehen, dass x0 $ li ist. 

Jetzt müssen wir (alR, 1,J1)=lR nach (a, 1,J1)=lR und x0 $ q1 beweisen. Wegen x0 $ q1 

folgt aus (2) a2-a=0 (1,)1), (a, 1,J1)=lR, und daher ar=r (lJ1) für jedes Element raus 

lR. Also haben wir (alR, 1J1)=lR •. 

Umgekehrt sei (alR, µ1)=lR für ein zu li gehöriges Primideal lJ1, das von lR ver

schieden ist. Dann gibt in a nach Satz 1 ein ,Element a derart, dass 

ist. Andererseits ist aber t=li : µ1 ~ li, da l11 zu li gehört. Daher darf ein Elernerit r 
angenommen werden, sodass r Er, r $ li, Vi=li: (r) ist. Aus a2-a=O (µ1) folgt damit 

(a2-a)r=0 (li). 

Dabei ist aber ar $ li nach a $ Vi und V1 =J;: ( r). Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse 

kommen wir also zu 

ar=a•ar(li),· ar$li, oder , (a(ar), b)=(ar, b). 

Hieraus ergibt sich, dass die grösste Lösung fo von (lt!, b)=~ das Element ar$ b 

enthält. 
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2. Auffösung der Gleichung (a!'., o)=~ 

Es soll nun die. Methode zur ·Lösung der Gleichung (a~. o)=~ näher erörtert 

werden. Dazu sind noch einige weitere Hilfssätze erforderlich. . . ~ .. ' . . . . . . ' . . . 
HILFSSATZ 1. Ist .p ein von lR verschiedenes Primideal 11nd ist q ez°t} zu .p gehiir,'"ges . . .. ' 

PriflliiritJ,eal, so ist die grösste Lösung von (~. q)=!'. gleich fil oder q, je nachdem 

(afil, .P)=fil z'st, oder nicht. Wenn p=fil und qC lR ist, so ist die grösste Losung 

gleich q. 

Ist (afil, p)=ffi, .pC fil, so erhalten wir nach Satz 1 

a e a, (a, .P)=fil. 

Da .p zu q gehört, so muss .pk C q und folglich 

sein. Setzen wir aka2=a0, so besteht danach 

a0 e a, aoO-

Für jedes Element r gilt also a0r=-=r (q) und daraus folgt 

(afil, q)~ffi. 

Ist ( afil, .p) ~ fil, so soll .p C !lt und ( afil, q) ~ fil sein. Daher soll die grösste Lösung 

i:.o ungleich iR sein. Da für ~o (a!'.0, q)=bo gilt, so soll a.xo==xo (q) für jedes;Element Xo 

aus bO sein. Dabei bedeutet a ein Element aus a. Wenn a e .p ist, so folgt aus 

a.xo:::.x0 (q) leicht x0 E q. Wäre a $ .p, a2-q; E .p, so ergäbe sich ein Widerspruch (afil, p) 

=iR. Wenn a $ .p ist, so soll danach a2-q $ v und folglich x0 E q, also !'.o=q sein. 

Endlich sei .P=~ und qC lli. Dann soll !Jtk<;:: qC Ur sein. Hiernach ist wegen 

Satz 1 die grösste Lösung Xo gleich q; denn für jedes Element .x0 aus !'.o ist axo='Xo (q), 
a E a, und folglich x0=akx0=c:O (q). · 

HILFSSATZ 2. Sind b;(i=l, 2, · , n) bellebz'"ge Ideale, und ist (a!R, b1)=(afil, fi2)= ·•· 

··· :-(a!R, bn)=!R, so gilt auc~ ( alR, b )~!lt für b=[o1, fi2, •-·, on]. 

Nach Satz 1 können die Elemente a; (i=l, 2, ···, n) aus a herausgezogen werden, 

derart, dass für jedes Element r aus iR 

(1) 

gilt. Es besteht demnach die Gleichung : 

(2) 

Daher folgt 

mit bii e b; (i=l, 2, --·, n). Für das Produkt 
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Übu die Gleichung ( ~. 'b) =/;·mit einem unbekannten ideale i; 

findet sich 

b1;b2; E b12=:(61, '6:,J , . 

Für die Gleichung a1b2;-b21=b1, welche aus (1) ohne weiteres besteht, ist links ein 

Element aus h,i und ,rechts ein Element aus 61 und folglich 

(3) 

In gleicher Weise haben wir auch 

Ferner gilt 

Hieraus folgt 

(!JV, b12)=(a2+b1, b21, ... , b2n,, bu,b12, ... , b1n1 , b12) 

=( a2, b21, · ··, b2~., b1i, .. ·, btnp b12) 

=Ca2, b11, ... , bin„ 62)=ffi, 

woraus sich nach (3) leicht ergibt 

Damit erhalten wir (affi, b12)=ffi. Jetzt können wir an (a, b12) und (a3, 63) genau 

dieselbe Schlussweise anknüpfen und gelangen wieder z1;1 

(affi,b123 )=ffi, , wobei ist.• 

Da die Anzahl von b; endlich ist, so kommt dieser Prozess der Bildung von· (alR, b12 ... ;) 

=ffi zum Abschluss und zwar erhalten wir endlich (a!Jt,b)=lR. 

Es gilt nun 

SATZ 4. Es sei li=[q1, q2, ... , qn] die unverkürzbare· Darstellung von v dilrch Pri

märideale und sei ~i ( i= 1, 2, .. ·, n) die_ grö'sste Lösung von ( or, q;) =r. Dann ist die 

grösste Lösung ~o von (a~, 6)=6 gleich dem Durchschnitt [r1, 62, ... , !:n]. 

Zum Beweise sei 

Dabei ist nach Hilfssatz 1 ( affi, q;) =¾= !Jt, wenn. q; zu ffi gehört. 

Setzen wir bk+1=[qk+l•"•,qn], sowirdnachHilfssatz2 (alR,bk+t)=lR. Für (a!R,q;) 

=¾= m gilt nach Hilfssatz 1, dass die grösste ·Lösung ~J von (ur, q1)=~ gleich qJ ist. 

Es sei x ein beliebiges Element aus 

Dann besteht 
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wobei a ein Element aus a bedeutet. Daraus folgt ax-x=O (bk+1) und zugleich 

ax-x=O (bk). Also ist ax=x(b). Damit wird (a(x):b)=((x), b) und hiaraus erhalten 

wir XE~ und [61, !2, ... , bi] s;;:; Io-

Umgekehrt können wir leicht einsehen, dass Io c;:: [ 61, 62, •··, ~J ist. Damit ist 

unserer Satz bewiesen. 
Nach der Umformung von Satz 4 gilt nun der folgende Satz, der den Satz von 

Zariski als einen speziellen Fall enthält. 

SATZ 5. Es sei_ fl=[qi, q2, ···, qn] eine unverkürzbare Darstellung von b durch Pri• 
märideale und seien 

für ein Ideal a. Dann ist di'e griisste Lösung !'.o der Gleichung (a6, fi)=6 gleich [q1, 

% ···, qk]. 

Zum Schluss dieses Paragraphen wollen wir noch einen Satz für die Struktur 

der grössten Lösung beweisen : 

SATZ 6. In der Darstellung fi=[q1, ··•,qk,qk+I, •·•,qn] sei (a!R,q;)~ffi(i=l,2, ···,k), 

(affi,q1)=ffi(j=k+l, ···,n) und bk+1=[qk+h ···,qn]. Dann ist (affi,bk+i)=ffi und a2=a 
(bk+1) für ein Element a aus a. Ferner ist dle grö'sste Lösung ~ von der Gleichung 

' . 

(a6, fl)=6 gleich der Gesamtheit aller Elemente x, für welche ax=x(fi) gilt. 

Der erste Teil des Satzes folgt einfach aus Hilfssatz 2 und Satz 1. 

Zum Beweis des zweitl:'n Teils sei ax==x (b). Dann ist (a(x), b)=((x), b) und 

folglich (x)C::: x0• Da nach Satz 5 fo=[qi, ···, qk] ist, so ergibt sich (a2-a)x0==0 (fi) 

für jedes Element Xo aus 60• Wegen (affi, q1)=U! (j=k+l, ·, n) ist also a $ +11(~ ffi) 

(}=k+l, •·•,n), wobei +11 _das zu qJ gehörige Primideal bedeutet. Folglich ist aXo=Xo 

(bk+1). Andererseits ist aber ax0==x0 ([q1, ··, qk]). Daraus erhalten wir aXo=Xo (b ), 
womit unser Satz bewiesen ist. 

3. Beziehungen zwischen dem isolierten Komponentenideal 
von o und der grössten Lösung von ( a6, o )=6 

Es sei o=[q1, q2, ._ .. , qn] eine unverkürzbare Darstellung von ti durch Primärideale 

und +1i das zu q; gehörige Primideal. Ist dabei lR ::::,+1J ::::,w und (a!R, q;)=lR, so erhal

ten wir nach Hilfssatz 1 auch (a!R, +11)=ffi. Gehört q1 zu !lt, so wird (a!R, q1) ~ !lt. 

Andererseits gehört ffi dann und nur dann zu b, wenn es ein Annihilator von ffi in 

bezug auf b gibt. 

Daraus ergibt sich wegen Satz 5 der folgende Satz : 

SATZ 7. Wenn es keinen Annihilator von ffi in Bezug auf b gibt, so ist die grö'sste 
Lösung 60 von (a6, li)=6 ein isoliertes Komponentenideal von b. Im anderen Fall ist 

60 gleich dem Durchschnitt von elnem isolierten Komponentenideal von o und (!Rn, b). 
Dabei ist n derart eine ganze Zahl, dass li: Utn=fi: ffin+1 ist. 
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Über die Gleichung (a6, b)= 6 mit einem unbekannten [deale i; 

Wenn umgekehrt ein isoliertes Komponentenideal i von ll gegeben ist, und wenn 

(ffin, ll) durch die zu m: gehörige Primärkomponente von ll teilbar ist, so stellt sich 

- -die Frage, ob ein Ideal a existiert, sodass (!Rn, ll) ,...., i= (\ (an, b) oder i= (\ (a", ll) ist, 
n-I n-I · 

je nachdem m zu ll gehört, oder nicht. Diese Frage wird auf die Struktur des Ringes 

m zurückgefürt, und die Existenz vom gewünschten Ideal a ist nicht immer bejahten. 

Zur Antwort des Problemes fügen wir nur einen trivialen Satz hinzu, und die 

weiter eindringende Beantwortung ist Aufgabe der Zukunft. 

SATZ 8. Es sei ll=[qi, •··, qk, qk+i, ···, qn] und i=[qi, ... , qk] ein isoliertes Komponen

temäeal von b. Ferner sei 

oder b=[qk+I, ···, qn-1, qn], 

je nachdem m zu b gehiirt, oder ni'cht. Dann erfüllt das Ideal a dt"e Beziehung 

.. 
i '"'qn= (\ (am, b) 

m-1 
oder 

.. 
i= (\ (a", b) 

m-I 

dann und nur dann, wenn für a (a\R, b)=!R, (a\R, q;) ~ m (i=l, 2, ... , 'b) gilt. 
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