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Uber Idempotente Ideale in Unendlichen
Algebraischen Zahlkorpern
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Von

!%B‘EC:

Noboru NAKANO
(Eingegangen am 3], Januar 1953)

In seiner Arbeit” hat Herr E. Stiemke die Existenz eines unendlichen
algebraischen Zahlkorpers gezeigt, in dem nur endlich viele Primideale? idem-
potent sind. Vor kurzem habe ich dagegen ein Beispiel® eines unendlichen
algebraischen Zahlkorpers angefiihrt, in dem kein von Null- und Einheits-
ideal verschiedenes Primideal idempotent ist. In allgemeinen unendliche;i
algebraischen Zahlkorpern ist es moglich, dass unendlich viele idempotente
Primideale existieren. Darauf erhebt sich die Frage: Welche Bedingungen
sind notwendig und hinreichend, dafiir, dass ein Primideal p idempotent ist?
und diesem Problem ist diese Arbeit gewidmet. '

Zunachst beweise ich, dass ein Primideal p dann und nur dann idem-
potent ist, wenn ein Primideal p, aus endlichem algebraischem Zahlkorper &,
nach p unendlich verzweigt. Ferner zeige ich, dass fir m>2 nicht die
Beziechung '

p> p2> e > pm—l ) pm___.pm+l=,,,

gilt. Zweitens behaupte ich, dass irgendeine aus folgenden drei Bedingungen
notwendig und hinreichend dafiir ist, dass p == p? ist,

D pAPEN--NPMN --=(0)

2) p*NR=p} (A>2, »>N)

3) die zu p gehorigen Primarideale sind samtllch Potenzen von . ,

Endlich zeige ich, dass ein zu p gehoriges 1dempotentes Primarideal q
gleich p ist und dass jedes Ideal a dann und nur dann idempotent ist, wenn
seine samtlichen isolierten Primarkomponenten idempotent sind. Hieraus er-
gibt sich schliesslich, dass ein Ideal a dann und nur dann idempotent ist,

1) E. Stiemke; ,, Uber unendhche algebraische Zahlkorper “  Math. Zeit. 25 (1926) zitiert m;t
,» Stiemke (1).“ S. 38-39, Kapitel 6.

2) Im folgenden verstehen wir unter Primideal stets ein von Einheits- und Null-ideal verschie-
denes Primideal. _

3) N. Nakano; ,, Idealtheorie in einem spezialen unendlichen a]gebralschen Zahlkorper Jour.
of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 16, No. 3, zitiert mit ,, Nakano (1) “.
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N. NAKANO

wenn seine samtlichen isolierten Primarkomponenten gleich idempotenten
Primideale sind.

§1. Idempotentes Primideal

Im folgenden bedeutet & einen algebraischen Zahlkorper, welcher als der
Vereinigungskorper von abzahlbar unendlich vielen algebraischen Zahlkorpern
K, K,--, K, definiert ist, wobei jeder &, von endlichem Grade iiber dem
Rationalkorper und &, in &,,; enthalten ist. Wir bezeichnen diesen Korper
& mit 8={K,}. Ist O die Gesamtheit der ganzen algebraischen Zahlen des
unendlichen Korpers &, O, die Gasamtheit der ganzen Zahlen aus &, so ist
offenbar ;' O={Dy, Dy, -, O, }={D,}. Ist p ein Primideal in O, und be-
zeichhen wir p [\ O,=p,, so ist p, ein Primideal in ©,. Dann gilt ein einfacher
aber wichtiger ' | A

Hilfssatz 1. Ist a eine natiirliche Zahl, so ist

. {: p\q! p‘f"‘l""}:{p‘?}:pa' .

Aus p, S p ergibt sich p? < pa. Also ist offenbar {p2} < p2. Umgekehrt

. .k
ist a eine beliebige Zahl aus p¢, so ist « in der Form darstellbar a=§_,“1 Qi o;
ot Olgiy WO Oty (n=1,2,---, a) die Zahlen aus p bedeuten. Wir kénnen N so
gross wihlen, dass alle «,,; in O, fiir = N auftreten. Dann ist obige Summe
filr x > N durch pg teilbar. Also ist « e{p?}, folglich {p2} =2 pe. Damit ergibt
sich {pg}=pa.

Es sei p, innerhalb &,.;, 8.2, folgenderweise zerlegt :

Py lezpvﬁlbwl; Py1=p N0, (pwh bv+1)=‘~©1f+l‘

e
Py sz———%iﬁz byi2; Pv+z=bﬂ9i+z ’ (sz, bv+z)=§3v+2

(1) s

.................................

Py Duzpfe&“ bu; P=pNOy, (P B)=2,

.................................

Dann wird im allgemeinen -, €,.1, €y+z, -, €, -~ mit steigendem u iiber alle
Grenzen wachsen. In diesem Falle sagen wir wie folgt: ,, p, verzweigt nach
p unendlich “.

Hilfssatz 2. Wenn p, fitr hinreichend grosses v.(
verzweigt, so ist p=\>°.

> N) nach p unendlich
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Uber 1dempotente Ideale in Unendlichen Algebraischen Zahlkérpern

Es sei a ein beliebiges Element aus p, so ist ae O, fir hinreichend
grosses » (> N), folglich @ e p N\ O,=p,. Nun setzen wir p, O,=pi* b, wo
p>v und (p,, b,)=9, sind. Nach unserer Bedingung, dass p, nach p unend-
lich verzweigt, konnen wir setzen dass e¢, > 2 ist. Hieraus ergibt sich sofort
aep, O,=ptb, Sp* S p2 S pe  Also muss p < 2 folglich p=p? sein.

Hilfssatz 3. Wenn pm=p™*'=---(m =>1) gilt, so muss p,(=p NDO,) nach
p unendlich verzweigen. : .

Nehmen wir jetzt an, dass fiir hinreichend grosses u (> ») der Exponent
e, in der Zerlegung (1) von p, O, beschrankt ist, d. h. e,=e (x> ») fiir eine
bestimmte Zahl e gilt. Da p.(=p N\ O,) ein Primideal in endlichem alge-
braischem Korper R, ist, so ist p7 == p7*!(m =>1). Damit gibt es ein Element
a in p?, aber ausserhalb von p7*l, Aus aep” ergibt sich a e p=. Da aber
pm=pm*1 ist, so ist a e p”*!, folglich nach Hilfssatz 1 :

2) a e pr*l fiir hinreichend grosses A > .

Andererseits erhalten wir a=prb,, wobei (p,, b.)=9, ist, weil aep?,
a ¢ prtl ist. Da aber die Exponenten der p, in der Zerlegung von a O, fiir
hinreichend grosses A (> p) stets m gleich ist, so erhalten wir

[0 D)\:pi” b)\) (‘p)\, b)\)zgk
Daraus folgt

®) aepy, a¢ prt

entgegen dem obig gewonnenen Resultate (2). - Hiermit muss p, nach. p-unend-
lich verzweigen.

Aus Hilfssatze 2 und 3 folgt sofort der wichtige

Satz 1. Ein Primideal p aus 2 ist dann und nur dann idempotent, wenn
p, nach p unendlich verzweigt.

Wir sprechen noch den folgenden Satz aus, dessen Richtigkeit wir ebenso
auf Grund unserer Uberlegungen sofort erkennen :

Satz 2. Wenn pm=p™*l=...(m = 2) ist, so muss p=yp® sein.

Aus diesem Satz erkennen wir auch, dass p > p2 > -+ D pml S pm=pm+l=
-«(m = 2) keinesweg geschehen kann. '

4) In seiner Arbeit hat Herr E. Stiemke gedacht, dass dieser: Fall in-der Tat eintreten kann,
und bezeichnet den kleinsten Exponenten m als den Grad von p. Siehe ,, Stiemke (1) “ s. 24-25,
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§2. Nicht-idempotentes Primideal

Es sei q ein Primarideal aus © und q,=q/N\ 9, der Durchschnitt von q
mit ©,. Dann ist offenbar g, ein Primirideal aus £,. Weil &, ein alge-
braischer Zahlkorper von endlichem Grade ist, so ist g, gleich einer bestimmten

Potenz von Primineal p,: =p:". Dabei gilt der folgende

Hilfssatz 4. Sind qN\O —py und qN\Ov=p23L, so ist a, < a1

Da p,» ”*1 Oy S qN 0 -p und pyi N, = pf” sind, so gilt p:Hl/\Q
=pf”. Aus p, < py.; folgt port! < pozil. Damit ist py**l=py* 1N O, < poiil
O, = pv folglich a,.; = a,.

Satz 3. Es sei a=>2, so ist peN\Q, fir hinrveichend grosses v (= N)
dann und nur dann gleich v, wenn p == p* ist.

Nehmen wir zundchst an, dass p=p® ist. Dann ist p“—p“"l (@=>2) und
wird nach Hilfssatz 1 pe={---, p3, p%.,---} ebenso pe-i={..-, p27, pe;l...}. Da
aber p, ein Primideal aus endlichem algebraischem Zahlkérper &K, ist, so ist
pe-l==p2, p2~! > p2. Daraus folgt '

pe N\ D, =po-1N\ D, 2 pel > pe
Also erhalten wir peN\ D, == pa.
Es sei umgekehrt p == p% so wird nach Satz 2

@ pr=pt (@=2)

Setzen wir pal\éb,,:pf", pe [\szpfﬁl, so wird nach Hilfssatz 4 a, < a,.1.
Ferner ist es klar, dass pe [\le:pv‘:}‘me, folglich a,,; < a ist. Damit
nehmen wir jetzt an, dass a,<a fur alle p(=v) stets gilt. Dann wird
a,<a-1<a, d.h. ;»z“;pﬁ"IDpz fir alle w(>w»). Also erhalten wir
{...,p‘:v, :’ﬁl, . ,pZM’...} = (o pa e pal Y O {eee 98 peee-}. Daraus  er-
gibt sich sofort pe 2 p2~ 12 pe, d. h. pe=p*-t, Das ist nach (4) unmoglich.
Hiermit muss von hinreichend grossem Indexe wu (= v) an a,=a,.,="---=a,
namlich peN\O,=p3 sein.

~ Fiir Primarideal aus £ gilt bekanntlich folgende, zugrundlegende Satz® :
Ein Ideal g ist dann und nur dann ein zu p gehoriges Primarideal, wenn q nur

durch ein einziges Primideal p teilbar ist. Aus diesem Satze erhalten wir
folgenden

5) Siehe etwa M. Monya ; » Theorie der algebraischen Zahlkorper unendlichen Grades. Jour.
of Sci. Hokkaido Imp. Univ. Series I. vol. IIL s. 172.
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Uber Idempotente Ideale in Unendlichen' Algebraischen Zahlkorpern

Satz 4. Fiir jedes Primideal p aus O gibt es kein Ideal zwischen p und y°.

Wenn p=p? ist, so ist unsere Behauptung schon einleuchtend. Nehmen
wir damit an, dass ein Ideal a von der Art existiert, dass p > a>p? pFaq,
p2 == a ist. Aus p==a, p?= a folgt die Existenz der Elemente «, 8, derart
dass aep, a¢a, Bea, B¢p? sind. Da aber «, B8 e O, fiir hinreichend grosses
v (= N) sind, konnen wir nach Satz 3 p N O,=p,, a N\ O,=aqa, p* N\ O,=p? setzen
und déraus ergeben sich aep,, a¢a,, Beaq, B¢p2. Hieraus folgen '

5) OFp,  wFP, P Do,

Andererseits ist a wegen p > a > p? nur durch ein einziges Primideal p
teilbar., Also a ein zu p gehoriges ‘Primarideal. Damit ist offenbar a,
ein zu p, gehdriges Primidrideal und folglich ist a, eine besimmte Potenz
eines Primideals p,: a,=py’. Das ist nach (5) unmoglich.

In gleicher Weise konnen wir beweisen nach Satz 3 folgenden

Zusatz. Fir jedes Primideal p aus O existiert kein echtes Zwischenideal
zwischen Y*~! und pe (e > 2). »

Satz 5. Ist p==1% so ist p PN - NPM N ---=(0), wobei (0) das Null-
ideal bedeutet. ' » |

Setzen wir p N\ P2/ --- N\ pM N\ ---=b, so ist zundchst zu beweisen, dass b
ein Primideal ist. Zum Beweise seien «, 8 zwei Elemente ausserhalb von b,
so gibt es m, n von der Art, dass «a ¢ b, B¢ pm ist. Wire a Bed, so wiirde
aBep™”. Da aber p™*” ein zu p gehoriges Primirideal ist und B¢ pm+»
(wegen B¢ p™) ist, so ist a«ep und ebenso Bep. Damit gibe es eine natiir-
liche Zahl e (1<Te < n) bzw. f(1 <f < m) derart, dass aep®!, a¢pe bzw.
Bep’l, B¢y’ wiirde. Nach Zusatz von Satz 4 gibe es zwischen p¢ und pe-!
kein echtes Zwischenideal, so hitten wir (p, a)=p*! und (p”, B)=p’L,
Damit ergabe sich pe~1pf-1=(pe, a) (p/, B)=(p**’, a p’, Bp%, a B), wobei aBe
prn petS apf S petsol Bpe < pet/7l wiirde. Daraus folgte pet/-2=pet/-1
entgegen der Bedingung p==p% Aus w¢bd, B¢ d muss damit «a B¢ d folgen,
also ist ® ein Primideal.

Da aber in unendlichen algebraischen Zahlkorpern jedes von (0) verschie-
dene Primideal teilerlos ist, so erhalten wir d>=(0).

$3. Idempotentes Primarideal
Es sei q ein zu p gehoriges Primarideal, so konnen wir g\ O,=p,* fir
alle » setzen. Dabei ist die Vereinigungsmenge {--, b, poiiL,---, b} offen-
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bar gleich q. Danach gilt zunachst folgender
Hilfssatz 5. Ist qN\O,=pi fiir alle v, so ist {-, P, Pii"f Lo, o b=,

und_im allgemeinen {---,pr ™, phptl o, pr .Y =qM fiir alle natiirlichen Za-

hlen M.

Es sei a ein Element aus % so ist « von der Form a=§ki a; B;, wobei
a;, B;(6=1,2,---, k) die Zahlen aus g bedeuten. Wir konnen N so gross
wahlen, dass alle «;, B8; in O, fiir A = N eintreten. Daher sind «;e g Ox
=p2 und B;ep (i=1,2,---, k), so ist obige Summe durch pi"’" teilbar. Hier-
mit.muss « e{pfe v}, folglich ¢? < {pfe “}' sein. .

Umgekehrt ist p2 <q und folglich p* < q2, so ist Klar, dass {p"} < q?

ist. Daraus ergibt sich {pi"”}——q2 Ferner gilt daSSelbe an sxch offenbar fur
jeden Exponent M, der hoher ist als 2. ‘

Satz 6. Ist ein zu p gehiriges Primdirideal q idempotent, so ist q gleich

Zum Beweise nehmen wir an, dass q == ist, so gibt es ein Element a
in p, aber ausserhalb von g. Fiir hinreichend grosses » ist « ein Element
aus 9, so ist aep N\ O,=p,. Damit konnen wir festlegen wie folgt:

(6) a=b:" bw a, g 1, (pw bv)=s->v .

Es sei nun q/\ O,=p;” und B ein genau durch p;* teilbares Element. Dann
ist B=pi’c, (0, ¢,)=9O, und Be g™ fiir eine beliebig grosse natiirliche Zahl

M derart, dass M > e, ist, weil Bepy=qND, <q und g=g=---- =qM=...
sind. ' Daraus erglbt sich nach Hilfssatz 5 die Existenz eines Indexes A von

der Art, dass Be pA A, A >y ist. Setzen wir nun nachemander ‘

eyh
Ble:Du‘h” Cvey (pv+1, Cy+1)=§3v+1

e h, . ih B :
B Op=p w2 Mgy, (Pas €)=y

..............................

Dann ist po™* 1™ < pM weil Bepl ist. Also erhalten wir Mek <e hy.
---h,. Infolge von e, < M wird ferner

(7) i o (2% < h’»+1 hv+2"'h7\
Andererseits: folgt aus' (6)



Uber Idempotente Ideale in Unendlichen Algebraischen Zahlkorpern

(44 Qv+1:p3:—h1v+1 bv+l; ’ (pwrl, Abv+1)=Dv+1
o TR Y S i 0N —
@ Qh"“p)\ bM (p)\’ b)\)_DA
damit ist
(®) ae p:vhv+1"‘h)\

Aber nach unserer Annahme-ist « ¢ q, und danach wird
(9) . a¢ﬂ/\9;\= i)\’-

Aus (8) und (9; erglbt sich p”“ it Jp ”” v+l h*:t: p und daher‘

(10) . ay by <e,o o

Aus (7) und (10) folgt a, vir By < Ryipo-hy,, Was unserer Annahme a, =1
widerspricht. Hiermit muss q=p sein. .

Wenn ein zu p gehoriges Primarideal q idempotent ist, so kann p=p?

leicht abgeieitet werden.®’ Umgekehrt besteht die Frage, ob wir g=g? d.h.

=p erhalten, wenn p=yp? ist? Betreffs dieser Frage konnen wir" beweisén,
dass aus p=p? nicht immer q=¢% d.h. q=p folgt und dass ein Primarideal
g von der Art existiert, dass p=p?=---=pM=--q, pFq ist.

Satz 7. Verzweigt v, nach p fiir hinreichend grosses v (= N) unendlzch ‘
so ist eine zu p gehorige isolierte anarkomponente” q von p, O nicht idem-
poient. : A . )

Ist dabei die Anmzahl der verschiedenen Primidealteiler von p, O, (A > v)
bei wachsendem M\ beschrankt, so besitzt q eine endliche Basis, und wz'z'chﬁst:.

dagegen die Anzahl mit steigendem \ itber alle Grenzen, so besitzt o keine
endliche Basis. '

Es sei p ein Primidealteiler von p, O, und sei
h
Py le:pvﬁl by+1, (Pwl, bwl):le s Pye1=p [\le,

n .
pv Nv+2—pv‘i‘-51 v bv+2: (sz, bv+2)=Dv+29 Pv+2=P [\Qvﬂ,

6) Siehe Satz 9. von dieser Note. .
7) -In unendlichen algebreischen Zahlkérpern & konnen wir die zu p gehorige LP.K. q von a
folgendermassen definieren ;
q ist die Gesamtheit aller Elemente, deren Produkt mit einem geeignet gewdhiten Elemente
s&p durch a teilbar ist.
Vgl. N. Nakano, ,, Uber den Fundamentalsatz der Idealtheorie in unendlichen algebraischen - Zahi-
korpern,” Jour. of Sci. of the Hiroshima Univ. Vol. 15 No. 3, zitiert mit ,, Nakano (2)“.
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N. NAKANO

Dann ist zunichst die zu p gehorige isolierte Primarkomponente (im folgenden
wird sie kurz mit L P. K. bezeichnet) g von p, O folgendermassen zu defini-
eren :

h. hys1by 1o b
qz{pw Pv”l,”', PAHI v A""}

Denn, bezeichnen wir {p,, pr2iL---, por+™2” Y=o’ und sei a ein beliebiges
Element aus ¢, so gilt a e pp*™*2™ fiir hinreichend grosses A (> »). We-
gen p, O,=pr* 1™ p (p,.5)=9,, gibt es ein Element s in b,, aber ausser-

halb von p,. Aus s¢p und ase pr i p,=p, O, <p, O folgt a e q”. Damit
muss ¢’ < q-sein. Umgekehrt sei 8 ein beliebiges Element aus q, so gibt es
ein Element ¢ von der Art, dass Btep, O, t¢p ist. Daraus folgt Bieq'.
Da aber ¢’ ein zu p gehoriges Primirideal ist, erhalten wir sofort Beq’,
folglich ¢ < /. Damit muss q=q sein.

Zweitens sei e, ein Exponent, so dass q/\O,=p;* ist, dann konnen wir

leicht beweisen, dass e,=h,.; h,+5--h, fiir alle A ist. Denn, wegen qN\O, 2

B, by, oh .
p, 2O erhalten wir sofort

(11) e)\g hv+1hv+2"'.h)\

Es sei « ein genau durch p;* teilbares Element, so ist a=pirc,, (b, €)= O,

und e q, folglich a e p*t™ ™ figr hinreichend grosses w(>1). Es sei

ek, erh . by y1h by pyhy i N T T
a O, =pX 1 e, (p,, ¢,)=90,, s0 ist prr17"r C p T weil p A4 ein

LP.K. von a O, ist. Daraus ergibt sich e, Z,,y - #, = bysy--hy---h,, d. h.
(12) eA=>—-hv+l"'hA

Aus (11) und (12) folgt
(13) C e =Ny iy by

Endlich wollen wir beweisen, dass q==q’ ist. Zum Beweise wire q=¢’,
dann hatten wir ebenso wie (7) in dem Beweise von Satz 6 e, < A1 #,40-° Ry,
entgegen (13). Damit ist die Richtigkeit unserer Behauptung dargetan.

Es sei nun die Anzahl der verschiedenen Primidealteiler von p, O, (A > »)
bei wachsendem A beschriankt, dann wachst fiir hinreichend grosses wp (= v)
die Anzahl 'bestéindig und sie wird schliesslich ihren grossten Wert erreichen.
Nehmen wir an, dass diese Tatsache schon in Korper &, geschieht, so ergibt
sich: P, O,a=pu by Oyre=pes2, - folglich p, O=q. Daher besitzt q eine
endliche Basis. |
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Uber Idempotente Ideale in Unendlichen Algebraischen thlko"rpem

Wenn fiir hinreichend grosses N die Anzahl der verschiedenen Primideal-
teiler von p, O, A >» > N) mit steigendem A iiber alle Grenzen wachst, und
nehmen wir an, dass q eine endliche Basis (ay, az, -, a) besitzt, so gibt es
einen endlichen Korper &, fir hinreichend grosses' x (= v), der samtliche «;
enthilt. Also erhalten wir (qND,) O=p* O=(ay, a5, az) O=q. Damit
besitzt p,“ O keinen von p verschiedenen Primidealteiler. Fiir hinreichend
grosses u ist danach die Anzahl der Teiler von p, O, (A > u > N) bei wachsen-

dem A beschriankt. Das widerspricht unserer Bedingung. Also kann g keine
endliche Basis besitzen. '

Satz 8. Ein zu p gehoriges Primarideal q (== (0)) ist dann und nur
dann gleich einer Potenz von p, wenn p=F p* ist.

Es sei zundchst p == p? und bezeichnen wir N\ O,=py*, (N, =04, v,
so ist nach Hilfssatz 4 - < e,<e,,; < - und ist offenbar {---, pi, pouiL, -+,
Ao t=q. Wire e, <e,, < - e, < - fiir alle » >N, so ergibe sich.‘
p > pr fiir alle A (>>»).  Daraus folgte {---, b, pohy, o, s} 2 {5 00,

posl .. pA o). Nach Hilfssatz 1 hitten wir p™¥ 2 q, und ferner »™*1 2> q,

...... , pe)\ ;)2 qQ Daraus folgte pe\‘[\pel‘ﬂf\ [\peA[\ ; q. Aus p :‘:pz er.
gibt sich aber nach Satz 5 p>Np>*IN---Np*N--=(0), so hitten wir einen’
Widerspruch ¢=(0). Hiermit muss fir hinreichend grosses u e¢,=¢,.;=--=¢

(konst) sein. Dann erhalten wir nach Hilfssatz 1 q=pe. Sei umgekehrt
p=p? so gibt es nach Satz 7 ein zu p gehoriges Primarideal, welches gleich
keiner Potenz von p ist. Der Beweis unseres Satzes schliesst hiermit ab.

§4. Idempotentes Ideal

Satz 9 Ist a(F(0)) ein beliebiges idempotentes Ideal aus O und p ein
Primidealtciler von a, so ist p=p2»

Aus a=a? ergibt sich a=a¥ fiir alle M. Wegen oM < pM fiir alle M
erhalten wir a S pNPN--Np¥N---. Wire jetzt p = p?, wiirde nach Satz 5
PAPEN - NPMN\---=(0). Daraus folgte der Widerspruch a=(0). Also ist
unserer Satz bewiesen.

Ist a ein beliebiges Ideal aus O, so lasst sich a als. Durchschnitt von
samtlichen isolierten Primirkomponenten q., von a darstellen®: a=[‘\q(.,.

8) Aus Satz 7 ergibt sich die Tatsache, dass dieser Satz nicht immer umgekehrt werden kann.
9) W. Krull; ,, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkorpern,” Math. Zeit. 29 (1929).
» Nakano (2)“. ]
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Nun kommen wir schliesslich zur Beschreibung der notwendigen und hinreich-
enden Bedingungen dafiir, dass Ideal .a aus © idempotent ist.

Satz 10. Ein beliebiges Ideal o (==(0)) ist dann und nur dann idem-
potent, wenn die 1. P. K. q., von a fir alle . idempotent ist.
 Es sei zunichst a=a? dann ist a 2 aqq, = a®. Damit ist a=aq, fir alle
.. Es sei a ein beliebiges Element aus q(;, dann haben wir ein Element s
von der Art, dass asea, sép,, ist, wobei p., das zu q., gehoriges Primideal
ist. Aus a=aqq & 9%, ergibt sich ased?,, s¢po. Dabel ist aber g2, ein zu
P, gehoriges Primarideal, somit ist a e q%, Damit erhalten wir qu < 9%,
folglich q.,=qd?, fiir alle .. h

Umgekehrt sei es q.,=4q2, fir alle ¢, dann gilt nach Satz 6 q.,=p., fir
das zu q(, gehorige Primideal p.,. Da alle Primidealteiler vom Ideal o mit
allen Primidealteilern von a iibereinstimmen, so koénnen wir o= [\qu, be-

Zeichnen,® wobei q(,, die zu p., gehorige . P.K. von o%. Dabei konnen wir
To="190 setzen. Denn, sei « ein beliebiges Element in g, so wird « wegen

ae q“,( qm) in der Form >ja, Bj. dargestellt wobei aj, 8;(7=1,2,-,n) die
Zahlen aus qm bedeuten. Fur eine so grosse Zahl » (= N), dass <, simtliche
aj, B enthilt, setzen wir 10 ND,=00=P0NO, =poy und aNO,=a,, dann
konnen wir erhalten folgendes: a,=pey by, (Do, 1) =2, weil a= /L\q“)— /}p“’

ist. Damit sei ¢ ein-Element, derart dass ¢¢ ., feb, ist. Dann sind a jtea,
Bitea, j=1,2,n, so ist a t2=£ﬂ1 (a;)(8;8)e a2 < 2 tépo. Daraus ergibt
=

sich «a e g¢,, folglich q., < q«. Da aber ¢y ein zu pe, gehorige I P. K. von o?
ist, so soll q¢, = q¢, sein. Hiermit muss q(,=gq., fiir alle ¢, d. h. a=a? sein.
Aus Sitzen 6 und 10 folgt sofort der wichtige
Satz 11. Ein Ideal dann und nur dann idempolent ist, wenn seine
samtlichen Primirkomponenten gleich idempotenten Primideale sind.

10) Vgl ,, Nakano (1)%, s. 437.

-— 20 —
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