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Uber Idealtheorie der Multiplikationsringe

Von '

Shinziro MORI

(Eingegangen am 20. Okt. 1955)

In Bd. 16 dieser Zeitschrift habe ich die Strukturtheorie der idempotenten
Multiplikationsringe auf Grund der Annahme entwickelt,” dass jedes idempotente
Element sich als eine direkte Summe von endlich vielen primitiven Elementen
darstellen lasst. Fiir die nicht-idempotenten Ringe habe ich dabei den Struktursatz
nur in einer unvollstindigen Weise ausgefiihrt. Entsprechend dem primitiven
Element ist die Existenz eines maximalen Primideals miihelos einzusehen. Ausser-
dem wird nach Lemma von Krull® der Existenzbeweis eines Primideals leicht
ausgefiihrt, wenn der Ring ein Einheifselement enthélt. In der vorliegenden Note
wird demnach die folgende Annahme vorausgesetzt:

Wenn der Multiplikationsring idempotent ist, so hat jedes Ideal wenigsiens einen Primideal-
teiler.

Unter dieser Voraussetzung wird zunichst die Untersuchung der Idealtheorie
weiter gefiihrt, und endlich der Zariskische Satz bewiesen, der sich stets aufstellt,
gleichgiiltig ob der vorgelegte Ring idempotent ist, oder nicht. Im dritten Para-
graphen wird meine friihere Vernachlédssigung der Strukturtheorie der nicht-idem-

potenten Ringe in ganzen Umfange gerechtfertigt.

§I. Idempotente Multipiikationsringe

Von idempotentem Multiplikationsring soll gesprochen werden, wenn fiir den Mul-
tiplikationsring R RE=R gilt. Fiir Multiplikationsring R gilt zunichst der
folgende Satz, der gleichgiiltig ist, ob R idempotent ist, oder nicht. ‘

Satz 1. Ist a ein nicht-nilpotentes Element aus M und gilt ab=a fiir ein anderes

Element b, so gibt es in Ideal (b) ein von Null verschiedenes idempotentes Element.

1) S. Mori, Struktur der Multlphkatlonsnnge Journal of Sci. of the Hiroshima Univ. 16, 1-11
(1952).

Ein kommutativer Ring ohne Jedc Bedingung heisst ein Multiplikationsring, wenn nur folgende
Bedingung erfiillt ist:

Zu je zwei Idealen a und ¥, wo aCb ist, gibt es stets ein Ideal ¢, so dass a=Dbc ist.

2) W. Krull, Idealtheorie ohne Endhch}{gxtsbedmgung. Math. Annalen, 101, 729-744 (1929).
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Nach ab=a soll b nicht nilpotent und a(b —5*) =0 sein. Ist b —b® nilpot-
ent, so ist (b —b%*=0 fiir eine natiirliche Zahl A, und daraus folgt leicht unsere
Behauptung.

Ist b —b® nicht nilpotent, so sei §) das Radikal von . Dann ist a§f nach
der urspriinglichen Eigenschaft von a. Setzen wir =0 :(a) und h=0: b,
so sind §; und B, halbprim, und §,"\h2=0, a €8s, b —b*€ ;. Da b —b® nicht
nilpotent ist, soll H b, sein. Aus der multiplikativen Eigenschaft von R gilt es
(a)=(a, h1)b fiir ein Ideal b, und nach §,0< (¢) &b, §:6ED, ergibt sich §, &,
und daraus folgt Bgﬁz. Fiir ein Element b, gilt damit a=b;a(h), bEbShs.
Nach ab=a ergibt sich daraus a= b1ba(h), und folglich ist ((b:b)* —b1b)€h,. Da
aber b, €h, ist, erhalten wir ((blb)s-—bl'l})éﬁ. Damit kénnen wir ein von Null
verschiedenes idempotentes Element in (b) finden. ‘

Es sei von jetzt ab stets N ein idempotenter Multiplikationsring. Dann ergibt
sich aus Satz I der folgende

Satz 2. MR ist dann und nur dqﬁn in eine direkte Summe zerlegbar, wenn das Radikal
b von M nicht prim ist. ;

Zunichst erwihnen wir, dass § von M verschieden ist. Denn, sonst wiirde
b=D5? und aus der multiplikativen Eigenschaft von R folgte Z=~rk, K €} fir
ein beliebiges Element % aus ) und daher ein Widerspruch & =hh' = hh'*="---=0.

Ist § r‘xich.tprim, so gibt es zwei Elemente ¢ und b, die a&l, b&ED, ab<)
geniigen, und es gilt (a) C(a, b), (a)N(b) EH. “Daraus folgt (a) =(a, b) ¢ fiir ein
Ideal ¢, und danach gilt a=ac; + bce, a2=a%c; (}) fiir zwei Elemente ¢; und c.
aus ¢. Da B Radikal ist, ergibt sich (a2 — a2c;)*=0, also a* =a?¢c. Nach Satz
I gibt es damit ein idempotentes Element ¢o in ¢. Waire (co) =R, so wiirde
(@)=(a, b)R und folglich (b)) R &Ph. Daraus folgte ein Widerspruch 4*>€ . Damit
soll (co) =M sein. Es folgt daraus, dass R in eine direkte Summe zerlegbar ist.

Wenn R in eine direkte Summe zerlegbar ist, so ist ) ersichtlich nicht prim.

Wenn in einem Ideal kéin nilpotentes Element auftritt, so kénnen wir in
folgender Weise den Krullschen Satz anfiihren.

Satz 3. Es sei das Produkt von zwel beliebigen Elementen eines Ideals a nicht Null.
Seizen wir D =Nar, so gilt ab=>. .

Wenn a=% ist, so wird a2=R*=NR und daraus folgt =R, Rd=>.

Es sei nun aR. Aus DESar folgt '

D=a51=0252= e =qrh, = -

Ist @ ein beliebiges Element aus a, so ist nach der multiplikativen Eigenschaft
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(@b =@aby=--=(a1b, = -
Setzen wir ¢ =(0): (a), so ist
b1 S (¢, aby), b1 E(c, a2bs), - b1 & (¢, a»71h,), -+, cNna = (0).
Fir ein beliebiges Element b; aus b; erhalten wir daraus
b1 =1+ Qno1 =C + Ay Ce1 = Cp = Gy — A1,

wobei ¢, €¢, a; €0’ ist. Andererseits folgt aus cna=1(0) aber cn-1==Cn Cmi1= A,
Daraus ergibt sich b, € (¢, D), also 5 & (¢, D), und daraus (a)b; & ((@)¢, (a)D) = (a)d.
Da diese Beziehung aber giiltig fiir jedes Element @ aus a ist, erhalten wir end-
lich b=ab, Sabd. Also ist D =ab.

Bei der Ubertragung dieses Satzes auf den allgemeinen Fall ergeben sich
Schwierigkeiten. Um diese zu vermeiden, beschiftigen wir uns im folgenden nur
mit idempotentem Multiplikationsring $, der die folgende Bedingung erfiillt.

Primidealsbedingung. Fiir jedes Ideal a (S£(0), M) aus R gibt es mindestens einen
von M verschiedenen Primidealteiler von a.

Auf Grund dieser Annahme gehen wir nun an die Untersuchung der Eigen-
schaften von Primidealen. Wir erhalten zunichst:

Satz 4. Gilt es MDY DY fiir zwei Primideale Y und Y, so ist Y idempotent, und
p=nyp"

Nach multiplikativer Eigenschaft haben wir zunichst p=p'a. Da p aber

prim und P DP ist, muss a &P sein. Daraus folgt
p=pp
Aus p=yp'p folgt PSP und folglich p S Np™. Im Restklassenring HR=R/p
erhalten wir nach Satz 3
vy =0 fir ¥ =np"

Wire 9D (0), so wiirde p’d =d’ fiir ein durch (0) unteilbares Element d’ aus '
und daher ergibe sich ein Widerspruch & =y’. Hiermit muss p' =(0) sein. /

Setzen wir nun D =nNp”, so wird pEd. Ist pCD, so gibt es ein Element
d’ von der Art, dass d' €V, d'&p, d=d’ (p) und d’ ein Element aus R ist. Aber
aus ' =(p/, p) folgt p"=(p’", p). Daraus ergibt sich ‘

d=p,p), p.cy" fiir alle n.

Damit erhalten wir d’ €}’ und folglich d’' = 0(p), was der Annahme d’ &p wider-
spricht. Es gilt damit p=bd" =np"
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Ist pDaDp® fir ein Ideal a, so soll a=pbh sein. Wenn bLp ist, seien
Dy Py ---» alle Primidealteiler von b. Dann ist pfi2b, pF+' Db ((=1,2,3-).
Denn, sonst wiirde p 2b nach dem soeben gewonnenen Resultat. Setzen wir nun

D—-—/_\pf", so wird D2b. Wire dabei DD b, so wiirde b =bdb’ und daraus folgte
ein Widerspruch b S pf*'.  Hiermit ist b=np}* und nach der multiplikativen

Eigenschaft gilt b =p;'b;, b; Sp&Np5*N---. Da aber ppf =yp ist, erhalten wir
a=9p. Wenn bE&P ist, so wird a=p>% Daraus folgt p=(p, p2).

Nach p=y'p ergibt sich daraus p=p'p¥?), (p’ ﬁp’Z) (p, P S92 (PP —p2p)
(p, p?) Ep? fiir ein Element p’ aus Y, aber ausserhalb von p. Dabei muss (p/ —
p2)&p sein.  Denn, sonst ergibe sich (r—rp)p’€p, r—rp’Ep p’€p.  Damit
erhalten wir (p’ —p®)&Yp. Nach der soeben gebrauchten Methode muss hiermit
(p, P) & p? und folglich p=p? sein.

Fir maximale Primideale gilt im Allgemeinen

Satz 5. Ist P ein maximales Primideal und D= Ny, so ist D = d%

Wenn p*= p™*! ist, so wird ersichtlich D=02% Es sei nun damit p*=p*"’
fiir alle n. Dann ist DCp. Daraus folgt D =pa und paSp® fir alle n.

Wire aCp™™?, aLp™, so wirde a=p™"'b bLp. Daraus folgte ferner b=
p b= p®, LD (m<n). Durch Addition mit p™** hitten wir daraus p™(b, p) =
p™*L. Dabei ist aber (b, p) =M. Da p”NR = p™ ist, so folgte daraus ein Widerspruch
p™=p™!, Hiermit muss a durch alle Potenzen von P teilbar sein. Wir haben
daher D =pb.

Ist a€Ed, bED, so wird (a) =p™a, aLp, b)=p"b, bL P, und daraus (ab)=
p™rab, abdEp. Wire ab€D, so wiirde (ab) =Dc¢ also p™"ab=>bdc. Durch Ad-
dition mit ﬁ””*"*l hitten wir danach p™"(ab, p) = p"**"R =p™** = p™*"*L,  Das
widerspricht unserer Annahme, dass fir jede k& pf=pt+? ist. Damit ist D ein
Primideal und folglich D =%? nach Satz 4.

Aus Satz I ergibt sich die wichtige Folgcrung:

Satz 6. Ist a=a2 und b a, so wird

R=D0+a dNna=(0), ba="0.

Es sei @ ein beliebiges Element aus a, so erhalten wir aus a=a2 a¢=uad,
wo a’ ein Element aus @ und nicht nilpotent ist. Damit kénnen wir nach Satz
1 ein idempotentes Element e; in a finden. Es sei a; die Gesamtheit aller Ele-
mente a; derart, dass a;e; = a; ist, und b; die Gesamtheit aller Elemente b; derart,
dass biey =0 ist. Dann wird R =0 + @, bina,=(0), a®* =a,, 6,2 =0;. Dabei

ist @y &a nach a;e; =a;. Andererseits ist das Produkt von je zwei idempotenten
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Idealen auch idempoteht. Denn, aus o’ =a’%, b'=b"%, p'=a'Nb’ folgt D' =a’'d’
=b'd, und daraus ' =a’b'D’." Aus D' =a’'Nb’' 2a’}’ folgt damit D' =2 Setzen
wir jetzt Di’ =biNa, so wird danach a=19"+a; und b'=0,"2. Wenn wir mit
dieser Schlussweise fortfahren, so kommen wir zum Ergebnis a = (e, ez, --*), wobei
ei=e? ee;=0 (%)) ist. Es seien D;=(0):(e;) und D =C\b,~, so wird dDNa=(0)

und b +a=%N.
Aus b&a folgt b=ac. Da aber a=a? ist, erhalten wir daraus ba=D0.
Aus Sitze 4, 5 und 6 folgt miihelos
Satz 7. Sind p, alle maximalen Primidealiciler cires Ideals a, und ferner D;= fn\ p.",

D=nNa", so ist D =D,
Zum Beweise sei Do =D, Dann ist offenbar D =Dy, und D .ist durch alle

p, teilbar. Nach Sitze 4, 5 und 6 ergibt sich

gR = Bi + bi, B,;f-\bi == (0), Bi-_-Bi2, bi = bi2-
Wenn D CDo ist, so gibt es ein Element do derart, dass do&D, do €D, ist. Setzen
wir nun t=0:(dy), so wird (b1, 02 ---)&xr. Da (D, (do) =RO, (do)), doED ist,
so soll vt RN sein. Damit kénnen wir einen maximalen Primidealteiler p von r

finden, und dabei ist DD, Py, NP b, da b, Np", 5, Ep, ist.  Ist (a,\p")

=R, so soll R =D, \p*) sein. Das widerspricht mit pOd. Ist (a, "p") TR, so
folgt aus R=0b+(Np"), (NP’ =np* die Beziehung p,2(a, N\p*), und daher
D, =Np", was aber unméglich ist. Hiermit soll D =D, sein.

Fiir ein maximales Primideal p, gilt (Nar, NP,") =R, oder (Nar, NP )=Np;"
n n n n n
wo P; einen maximalen Primidealteiler von a bedeutet, je nachdem (a, Np,") =N

ist, oder nicht. Hierdurch kénnen wir Satz 7 auch so aussprechen :
Satz 8. Es sei a ein beliebiges Ideal aus N und seien P, alle maximalen Primideale
aus R von der Art, dass (@, N\P;") R ist. Dann gilt Nnar=N(Np,").

Da nach Sitze 4 und 5 wir NP," als ein zum maximalen Primideal p, ge-

hériges Primirideal betrachten konnen, ist nach Satz 8 das Nullideal von R als
Durchschnitt von Priméridealen, welche zu allen maxifnalen Primidealen gehéren,
darstellbar. Wir kénnen hiernach Satz 8 in folgende Chevalleysche Form um-
schreiben. ' . -

Satz 9. Sind q; alle zu (0) gehirigen Primdrkomponenten derart, dass (a, q,) =R ist,
so gilt fn\a"=/i\qi.
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Es seien P;, P, alle maximalen Primidealteiler eines Ideals a. Dann ist p¥2a,

pii*t Pa, oder p;/=a fiir alle I. Im letzten Falle ist aS=NPp;”" und nach Sitze 4
und 5 ist D;=~p;" idempotent. Setzen wir jetzt D= (NPFHN(ND;), so ist
n i J

danach a&Db. Wenn aCDd ist, so setzen wir r=a:D. Dann ist v durch ein
maximales Primideal P teilbar, da D =%NdLa ist. Dabei muss P gleich einem
aus P, und p; sein. Da a=D0Db ist, so wird b &St und daher folgt td=0a. Wenn
p=y; ist, so ergibt sich ein Widerspruch a & p**'. Wenn p=p; ist, so folgt
m25j+5\p,~" b;EPp;. Andererseits ist aber b; CrCyp,, da b,»(a\pj”):hjb:(O)

ist. Hiermit muss a =D sein.

In N lisst sich hiernach jedes Ideal b als Durchschnitt von Primiridealen,
welche zu allen maximalen Primidealteilern von b gehdéren, darstellen. So kom-
men wir leicht zu dem folgenden Satze von Zariski:

Satz 10. Es seien @ urd b zwei Ideale aus R, und sei b=nq,. Wen wir q, aus
q, auswihlen, so dass (a, q,) N ist, so wird

N(a~ b) = rk\qk.

§ 2. Idempotente Multiplikationsringe ohne Nullteiler

Es sei M ein idempotenter Multiplikationsring, der keinen Nullteiler hat.

Dann gilt zunichst

Satz 11. R besitzt ein Einheitselement, und es gilt Na»=0 fiir jedes von R verschie-

dene Ideal a. Wenn R kein Korper ist, so hat R ein Primideal, welches von R und (0)
verschieden ist, und jedes Primideal enthilt kein von Null verschiedenes Primideal.

Aus R=R? folgt r=r'r, €N fiir ein Element r aus R. Da in R kein
Nullteiler existiert, gilt es x=r'x fiir jedes Element x aus M. Also ist 7 ein
Einheitselement von R. Wire RO D fiir zwei Primideale p’ und P, so folgte
aus Satz 4 p=9p?, und daher die Existenz eines Nullteilers. Das widerspricht un-

serer Annahme, dass : keinen Nullteiler hat. Daraus folgt p = (0).
Da das Radikal von R Null ist, gilt es nach Satz 3 d=ab fir D= Na~

Wenn D3=(0) ist, so folgt aus Satz I die Existenz eines idempotenten Elementes
in a. Das ist aber unméglich, da es keinen Nullteiler in R gibt. Damit muss
D =(0) sein.

Bekanntlich lidsst sich die Existenz eines Primideals nach Lemma von Krull
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leicht beweisen, wenn R kein Kérper ist.
Aus Satz 11 folgt
Satz 12. FEs sei a ein von Null verschiedenes Ideal, und Y ein Primidealieiler von .
Wenn alle Elemente von Y nilpoient in bezug auf a sind, so ist a gleich einer Polenz von P.
Aus C\p"=(0) folgt p*=a, p*1Pa fir eine Zahl k. Es sei damit a ein

Element aus a derart, dass a&p**! ist. Andererseits gibt es kein Ideal zwischen
p und p2. Denn, wire PO BDp2, so wiirde b =pc, (0, p2) =0 =p(c, ) und daher
folgte ein Widerspruch b=yp oder b=p2 Wir kénnen damit ein Element p
finden, sodass P=(p, »?) und folglich p=(p,p*) fiir alle n ist. Nach a€p*,

a & pF*t erhalten wir
a= rpk + pk+17 r GE pa pk+1 € pk+1-

Dabei ist r”=e (p) fiir ein Element r aus f. Daher ergibt sich p*& (a, p=*?)
und daraus folgt p*< (a, p#*1). Ferner erhalten wir daraus p*&(a, pH*0) fiir alle
Zahl 1.

Im Restklassenring i, =N/a gilt es damit P*=p2k, wobei Y das zu P
entsprechende Ideal in N, bedeutet. Fiir ein Element p;’ aus p* erhalten wir
‘da'rhit P =ppis p €Y% Da aber p nilpotent sein soll, folgt daraus p,/ = 0.
Danach ist p*=aq.

Nach Satz 12 erhalten wir abschliessend

Satz 13. Es seien p; alle von ‘(0) und R verschiedenen Primideale, und sei = NP,

Ist D3(0), so ist jedes D, ein Hauptideal.

Setzen wir Dy =P,NPsN -+, so folgt D1 (0) aus dD=4(0). Wire b, Cp,, so
wirde D1 =p,a, aSp; ¢=2, 3, ). Damit wire D, =p,D;, und daraus ergibe
sich ein Widerspruch, dass i einen Nullteiler hat. Damit muss D;Ep, sein.

Danach konnen wir die Elemente r; finden, so dass
réepi (Lz 1,23, )’ rie'pj (]:\:l, ]= 1, 2,3, )'

Bilden wir mit r, das Ideal a=(r3, 13, ---), so wird aESyp,, afyp, (=23, )
und R=(r, o735 ), da (ri, 72, 73, ~--) durch kein Primideal teilbar ist. Ist e

das Einheitselement von R, so folgt daraus
e=nr'n +rrs+rirs + -, /& p,.

Setzen wir p’=e—r/'r;, so wird p'€py, p'&Y; (j=2,3,---). Es sei nun b das
zu (p’) gehérige Halbprimideal. Dann wird p,252(p). Ist p; DB, so wird

H=p,b und dabei kénnen wir zwei folgende Fille betrachten.
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Im Falle b&p, folgt nach der Eigenschaft von § § =0 und danach muss
R einen Nullteiler haben.

Im Falle bEp, betrachten wir B'=Hh:p,. So ist B'2b, ¥'Dh, v Ly,
Danach gibt es einen von P; verschiedenen Primidealteiler von B. o

Hiermit sind die beide Fille unméglich. Also muss §; =10 sein. Nach Satz
12 ist damit (p’) = p,*.

Ist k=2, so setzen wir wieder p” =nrp, + p/, p1=(p0, p,2). Dann aus n &y,
n€y;(j=273,--) folgt prepy, pr&pl, p’Ep;(j=2,3,...). Nach der soeben
gebrauchten Betrachtung erhalten wir leicht p, = (p”).

§ 3. Nicht-idempotente Multiplikationsringe

Es sei N ein nicht-nilpotenter Multiplikationsring. Fiir R beweisen wir jetzt
den fundamentalen Struktursatz: »
Satz 14. Ist R=ER2, und setzen wir D =NNR", so wird D = (0) und jedes von (0)

verschiedene Ideal ist gleich einer Polenz von R.

Aus RDadDR? folgte ein Widerspruch a =Rb=NR%  Wir haben also R =
(r, R?). Wire RD(r, rR), so folgte auch ein Widerspruch (r, rR) =R K2
Also ist R=(r,7H). Wenn fiir eine Zahl & R*CD ist, so folgt aus D =NR".

RE=N*, RE=Dp, b=Rb.

Es sei M*Ld fir alle k. Dann wird D =RD" und B PRY fiir alle &'. Wire
R"2, R DY, so ergibe sich ein Widerspruch ' =R"bSR™". Hiermit
ist &0, also D=NRDd bewiesen. ‘

Ist e ein idempotentes Element, so sei a die Menge aller Elemente « derart,
dass ae=a ist, und B die Menge aller Elemente b derart, dass be =0 ist. Dann
ist a=a2, R=b+a, bna=(0), wo e das Einheitselement von a ist. Aus b= -
(b, a)c folgt ac=(0) und ¢EDH. Daraus ergibt sich b =b% Das ist aber unmég-
lich, da R FR* ist. Hiermit gibt es kein idempotentes Element in 3.

Wenn aED fiir ein Ideal a ist, so v;fird R"2a, R Pa fir eine Zahl m.
Wire R”">a, so folgte nach der muitiplikativen Eigenschaft der Widerspruch
a=R"HS R Damit soll a =R" sein.

Wenn DD ¢DDb? ist, so wird ¢ = D¢’ und nach dem obigen gewonnenen Resultatv
soll  =N" oder “ & D und folglich ¢ =D oder ¢&D* sein. Das widerspricht
unserer Annahme. Damit ist 0 =(d, d*). Wire DD {(d), so wiirde (d)=D0b, bCD
und daher (d) &£b% was unméglich ist. Daraus folgt D =(d). Wire d nicht nil-
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potent, so folgte aus D=RD die Existenz eines idempotenten Elementes. Das
widerspricht dem obig ausgesprochenen Resultate. Damit ist D nilpotent.

Ist d von Null verschieden, so folgt aus D =D, dass fiir ein Element ¥ d=r'd
und folglich d(¥ —r2)=10 ist. Dabei ist 7 &d. Denn, sonst wiitde d =0, da jedes
Element aus D nilpotent ist. Nach den obig ausgesprochenen Ergebnisse erhalten
wir damit (/) =R" und aber ¥ &R, Ferner ist ¥ — 230, weil es in R kein
idempotentes Element gibt. Wire (¥ —r?)€D, so fogte ein Widerspruch r € R*".
Damit muss (+ —2) = R* und folglich d=R*dD=(F —r2)d=(¢ —r2) (d) =0 sein.
Ferner ist nach dem oben gewonnenen Ergébnis jedes von Null verschiedene Ideal

gleich einer Potenz von HR.
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