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RELEVEMENTS DES DERIVATIONS ET DES
STRUCTURES AUX FIBRES TANGENTS

By CHRISTOPHE YUEN

Si M est une variété différentiable de dimension finie, on désigne par t(M)=
(TM, =, M) le fibré tangent a M. On associe a toute dérivation D de I'algébre
tensorielle I(M) des champs de tenseurs sur M, une dérivation D¢ (resp. DY)
de l'algébre tensorielle 9(TM) sur TM, appelée le relévement complet (resp.
relévement vertical) de D a TM. L’application D—D° est un homomorphisme
d’algébres de Lie. D’ailleurs, toute différentiation covariante associée a une
connexion lindaire sur M peut étre relevée en une différentiation covariante sur
TM. De méme, on définit le relévement complet (resp. relévement vertical)
d’une dérivation de 'algébre extérieure A(M) des formes différentielles sur M
au fibré tangent. L’étude des relévements de dérivations aux fibrés tangents
d’ordre 2 fait 'objet d’'une autre publication [4].

Dans la deuxiéme partie, on étudie les relévements horizontaux des dériva-
tions aux fibrés tangents. On introduit la notion du relévement diagonal pour
les formes vectorielles. Certaines structures définies par des 1-formes vectoriel-
les sur M peuvent étre relevées en struclures correspondantes sur TM.

PARTIE 1
Relévements complets et relévements verticaux
1. Relévements des champs de tenseurs.

Soit ©(M)=(TM, n, M) le fibré tangent a une variété différentiable M. Si
feF(M) est une fonction différentiable sur M, la différentielle df, considérée
comme une fonction différentiable sur TM, sera notée par ¢(df). Nous posons

fe=dfy; fV=for
appelées respectivement le relévement complet et le relévement vertical de f a
TM.
Soient X et ¥ deux champs de vecteurs sur TM. Si Xf°=Y/f¢ pour toute

fonction différentiable f& F(M), alors X=¥. Pour tout champ de vecteurs X<
2(M), le relévement complet (resp. relévement vertical) de X a TM est 'unique
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RELEVEMENTS DES DERIVATIONS 183
champ de vecteurs X° (resp. X") sur TM vérifiant :
X°f°=(Xf)°;  (resp. X"f°=(Xf)")

pour toute fonction différentiable f F(M). Signalons que, si ¢, est le groupe
local & un paramétre de difféomorphismes de M engendré par X, alors (¢,)7
est le groupe local & un paramétre de difféomorphismes de TM engendré par
XC¢. Dailleurs nous avons X®=soX7”, ou X7 est 'application tangente de X,
considéré comme une section de (M), et s est l'involution canonique de T(TM).

Deux 1-formes différentielles @ et § sur TM sont identiques si et seulement
si @(X%)=6(X°) pour tout champ de vecteurs XeX(M). Pour toute 1-forme
différentielle we A (M), le relévement complet (resp. relévement vertical) de o
a TM est l'unique 1-forme différentielle @’ (resp. ") sur TM vérifiant :

0’ (X%=(0(X))?; (resp. " (X%)=(w(X))")

pour tout champ de vecteure XeX(M).

Plus généralement, le relévement complet (resp. relévement vertical) d’un
champ de tenseurs a TM est défini par les conditions: soient P, Q, R trois
champs de tenseurs sur M, on a

(PRQF°=P°QQ"+P"®Q%  (P+R)°=P°+R°
(resp. (PRQ)'=P"®Q" ; (P+Q)"=P"+R")

2. Relévements des dérivations de I(M).

Soit T(M)=> I,"(M) V'algébre tensorielle des champs de tenseurs sur M.
Une dérivation de 9(M) est une application D : I(M)—T(M) vérifiant les condi-
tions :

(@) D:g7(M)—>g, (M)

(b) D(S+T)=D(S)+D(T), S, Teg, (M)

(¢) D(SRT)=D(S)QT+SRD(T), S, Teg(M)

(d) D commute avec la contraction de tenseurs.

L’ensemble des dérivations de (M) forme une algébre de Lie sur R; elle sera
notée par D(I(M)). Un élément D€ D(T(M)) est complétement déterminée par
ses actions sur F(M) et £(M). Toute dérivation D de T(M) se décompose
d’'une fagon unique:

D=Ly+ip

ol Ly est la dérivation de Lie par rapport au champ de vecteurs XeX(M)
et 17 est la dérivation de (M) définie par un champ de tenseurs F de type
(1, 1) sur M.

PROPUSITION. Deux dérivations D et D de T(TM) sont 1dentiques si et seule-
ment st

(@) Df°=Df° pour toute fonction f& F(M);
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(b) DX°=DXC pour tout Xex(M).

Preuve: Considérons D et D sous sa forme canonique:
D=Ly+ip, D=Lz+tiz

ou X, XeX(TM) et F, Feq,(TM). La condition (a) implique que Xfe=Xf°¢
pour toute fonction différentiable f sur M. Par conséquent, X=X. La condi-
tion (b) implique que

[X, Y°]+FY®=[X, Y°]+FY°

pour tout Y€2(M). Puisque X=X, nous avons FY°=FY° pour tout YexX(M)
d’ott F=F. Nous avons ainsi D=D.

Soit D=Ly+ir une dérivation de (M), ou XexX(M) et FET,*(M). On
appelle le relévement complet (resp. relévement vertical) de D a TM la dériva-
tion D¢ (resp. DV) de (T M) définie par:

DP=Lyc+ize (resp. D"=Lyy+ipy)
PROPOSITION. Pour toute fe F(M) et tout XeX(M), on a
Df°=(Df)°; D°X°=(DX)°
(resp. DYf°=(Df)"; D" X°=(DX)")
Preuve: Soit D=Ly-+ir une dérivation de I(M). Pour toute feF(M), on

Defe=X fC=(Xf)°=(Df)°
Pour tout Ye2(M), on a
DY C=[X®, YOI+ FCY®=[X, YI°+F°Y°=(DY)"
De méme, on a
D'f°=(Df)"; D'Y°=(DY)".

THEOREME. L’application D—DC est un homomorphisme d’algebres de Lie
de D(T(M)) vers D(I(TM)).

Preuve: Soient D=Ly+ir et D=Lz+iz deux dérivations de 9(M). Nous
avons

(D4D)°=Lxsmoticrme
=Lyc+ Lzc+irc+izc
=D°+D°
(AD)=L;xc+izre (ZER)
=ALyc+2Aipc
=2D°



RELEVEMENTS DES DERIVATIONS 185

L’application D—D° est donc R-linéaire. Or,
[D, ﬁ]:L[X,f]+iW

iw=[Lx, 17]+Ltr, Lx]+[iF, 17]

est une dérivation de I(M) définie par un champ de tenseurs W de type (1, 1)
sur M. La dérivation i, est complétement déterminée par ses actions sur
2(M). Pour tout champ de vecteurs Y =X(M), nous avons

WY=[X, FY1-F[X, Y]+F[X, Y1-[X, FY]+FFY—FFY
WeY°=(WY)°
=[X° F°Y°]—F°[X° Y°]+F°[X° Y°]-[XC F°Y°]
+FCFCYC—F°FCy°
D’autre part,
[DC, D)= Lixc,zor+1i7

tg=[Lxc, igc]+[trc, Lzxc1+irc, irc]
est une dérivation de 9(TM) définie par un champ de tenseurs W de type (1, 1)
sur TM. Pour tout champ de vecteurs Y €2X(M), nous avons
WY°=[X°, F°Y°]—F°[X®, Y ]+ F°[X° Y°]
_[XC’ FCyC:H_FCFC YC_FCFCYC
Cest-a-dire WY =W°Y° pour tout Yex(M). Par conséquent, W=w° Comme
[X, X1°=[X° X°], nous avons [D¢ D®]=[D, D]°. L’application D—D° est
donc un homomorphisme d’algébres de Lie.
Remarque: L’application D—D" posséde les propriétés suivantes :
(D+D)’=D"+D"; (AD)"=AD, oi 1€R;

mais elle n’est pas un homomorphisme d’algébres de Lie.

3. Relévements des différentiations covariantes.

Soit ¥ une connexion lindaire sur M. Pour tout champ de vecteurs Xe&
2(M), la différentiation covariante /'y par rapport 4 X est une dérivation de
g(M). Puisque Vxf=Xf pour toute fonction f€F(M), on a la décomposition :
Vy=Ly+ir, ou F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur M.

Soit zeTM. Pour tout vecteur usT,(TM), il existe au moins un champ
de vecteurs X sur M tel que X°(z)=u. Pour un champ de vecteurs Yex (M)
donné, la valeur de (Fx)°Y ¢ au point zeTM ne dépend que de X7(z). Si X
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est un autre champ de vecteurs sur M tel que u=X°(2), nous avons XT(2)=
X7(2) car X°=s0XT et X°=s0X7", ou s est l'involution canonique de T(TM).
Par conséquent, la valeur de (F)°Y ¢ au point z est indépendante du choix de
X tel que u=X%_2). Si nous posons

VoY= x)°Y)z)

nous obtenons un opérateur V,° sur X(TM): en effet, si K= f,Y,° est un
champ de vecteurs sur TM, ou f;€ F(TM) et Y,=x(M), nous posons

VK=V x)°K)X2)=2 f(2lV .°Y .C+ 3 (uf,)Y.%(2)

PROPOSITION. L'opérateur V ,° possede les propriétés suwvantes :

(a) V,(A+B)=F ,‘A+V ‘B A, Bex(TM);
(b) V.°(gA)=gV . A++(ug)A(z) g F(TM);
() VA=V A AeR;
(d) Vousol A=V CALV CA u, veT(TM).

Preuve: Les propriétés (a) et (b) sont immédiates d’aprés la définition de
V.° car (Fx)° est une dérivation de 9(TM), oi X est un champ de vecteurs
sur M tel que X°(z)=u. Si A€R, nous avons (AX)°=2X° et (AX)°(z)=Au. Par

conséquent,

V0l A=V 12)° A)2)=QAF )’ A)2)=aF ,C A
pour tout A€ X(TM). Soient XeX(M), Yex(M) tels que X°(2)=u et Y°(2)=
v. Nous avons (X+Y)°(z)=u-+v. Par conséquent,

Vu+vCA=((VX+Y)CA)(z)
=(F x)° A2+ (T r)° A)(2)
=V A+V A

La proposition est ainsi démontrée.
Soient A€ X(TM) et B€X(TM). On construit un autre champ de vecteurs

V ,°B sur TM en posant (7 ,°B)(2)=F 4,,°B. On a ainsi une application
Ve 2(TM)x2(TM)—2%(TM)

D’aprés la proposition précédente, on a

THEOREME. L'opérateur V¢ défimt une connexion linéawe sur TM. Plus
précisément, Uopérateur VC possede les propriétés survantes

(@) V.(P+Q)=V ,°P+V °Q
(b) V.°(gP)=gV . P+(Ag)P
(¢) Vou°P=gl [°P
(@) V. 5°P=V °P+V P
ou A, B, P, Qex(TM) et g F(TM).
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La connexion lindaire V¢ coincide avec le relévement complet de la con-
nexion linéaire ¥ défini autrement par Yano et Kobayashi [3].

4. Relévements des dérivations de A(M).

Soit A(M) l'algébre extérieure des formes différentielles sur M. Toute
dérivation D de degré r de A(M) se décompose d’une fagcon unique [1]:

D=iy+dy

ou i, est une dérivation de degré r, de type ix, déterminée par une (r+1)-forme
vectorielle L sur M et dy est une dérivation de degré r, de type dx, déterminée
par une r-forme vectorielle N sur M. Nous posons

DC:iLC‘l‘dNC (I'eSp. DV:iLV“I’dNV)
D® (resp. D”) est une dérivation de degré r de A(TM), appelée le relévement
complet (relévement vertical) de D a TM.
Soit ¥?(M) le module des p-formes vectorielles sur M. Si Le¥?(M) et si
we A M), alors o ALe¥9*?(M) définie par

1
oA L(uy, -, uq+p):W‘"§ (sgn ) 0(Usesy, =+ ua(q))L(ua(q+1)y ua<q+p>)

Si Le¥?(M) et si Ne¥™(M), alors NALe¥?*"-{(M) définie par

NANL(uy, -, up+r—1):7,_—11m—r ZU) (sgn o)N(L(Uoesy, *+*y Uotpy)s Uocpsny ***s Uotprr-1)
Le crochet [N, L]1e¥?*"(M) est défini par la formule:

[dzv, dLj:dEN,L]

ou dy est la dérivation de type dx, déterminée par N et [dy, d;] est le com-
mutateur de dy et de d;.

LEMME. Soient Le¥U?(M), Ne¥ (M) et ws AY(M).
(@) (WALYC’=w°AL"+w"AL°

(b) (NRL)=N°R~LC

(¢) [N, LI°=[N¢, L°]

Preuve: (a) D’aprés la définition de w AL, on a
(w/\L)C(ulcy RS uq+PC)

—:((D/\ L(ul’ ) uq+P))c

27}?? (Sgn 0) {w(ua(l)y cty ua(q))L(ua(qH): Ty ua(q+p))}c



188 CHRISTOPHE YUEN
1
—Wy_ Za) (Sgn 0) {wv(ua(l)cy ) ua(q)C)Lc(uu(q+1)C; e ud(q+p)c)

_{_wC(ua(l)C’ ctty ua(q>C)LV(uo<q+1)cy ) ua(q+p)c)}
=(@" AL+ AL")(w,°, -, uq+pc)

pour tout champ de vecteurs u,€X(M). Comme les champs de tenseurs de
type (p+g¢, 1) sur TM sont complétement déterminés par ses valeurs sur les
champs de vecteurs de la forme u,°, on déduit que

(wALY=w" AL+’ ALY .
(b) Si Le¥?(M) et si Ne¥™(M), on a

NeRL(w,°, -, Up+r- )

:WZ} (sgn U)NC(LC(uau)C; ety ua(p)c)y ua(p+1)0; ety ua(p+r—1)c)
:_(r_——_ll)_';b—‘—g (sgn O')Nc((L(ua(n, ) ua(p)))cy ua(zH—l)Cy ) ua(p+r-l)c)

:—F‘_ll)Tﬁl—g (Sgn U) {N(L(uo'(l)y ) ull(p))y ud(p+1)’ “tty uU(IH-r—l))}C

:(N7—\-L)C(u10’ ) up+r—lc)
On déduit que
NCRL=(NKL)C.

(¢) Soit {x*}(i=1,2, ---,n) un systéme de coordonnées locales défini sur un
ouvert U de M. Si Le¥?(M) a pour composantes locales L', .o, €t si NE
¥r(M) a pour composantes locales N%,.,, le crochet [N, L] a pour compos-
antes locales [1]:

1 .
[N, L:Izbr"bralu-ap:'(rT—;—% {Nknr»bra IzlLlal-"ap]—Lk[al--‘apal klNlbr» b7l

_'rNik[bzmbrablLkalmap]+lek[a.g'--apaalNkbr--br]}
Si {2, 3"} est le systéme de coordonnées localse induit sur #~%(U) de TM, on

pose x*=y' (1=1, 2, ---, n). Les composantes locales ITAI...APK de L° sont don-
nées par [2]:

Loy apy=L' ap

Ligyap

Diopzreay=Llagrapeay  (t=1,2, =, D)

:ykakLlar..g,p

les autres composantes étant zéros. De méme, les composantes locales N%p . 5,
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de N€ sont données par:
Nppr=Ny s
Nilmbr:ykakNlblwbr
Ny gy =Niopvpesy  (t=1,2, 0, 7)
les autres composantes étant zéros. Les calculs directs montrent que
[N¢, L°]=[N, L]°.

THEOREME. L'application D—D° posséde les propriétés suivantes
(@) Pour tout 2R, (AD)°=2D°;
(b) Si D et D sont deux dérivations du méme degré de A(M), on a

(D+D)°=D°+D°
(c) Si D et D sont deux dérivations quelconques de AM), on a
(D, DI°=[D° D]
Preuve: (a) Soit D=i;+dy une dérivation de A(M). Pour tout AR, AD=
1.+dy. Par consequent,
(AD)’ =t cdaye=A(Ic+dyc)=2D° .

(b) Soit D=iz+dx une autre dérivation de A(M), du méme degré que 'D.
On a

(D+D)°=ismo+diyeme=D+D°

(¢) Soient D=i;,dy et D=iz+d5 deux dérivations de A(M), respectivement
de degré r et de degré 7. On a

[D, D1="[u, x4+, dyl+ldy, 1z]+[dy, d5]

et
[D, D1°=[iy, i1+, dy1°+[dy, i1 +[dy, dz1°
Or, on a
Ciz, lZ]:lZT\L—(—l)T?iLTi
d’ot

. C_ . . .
Lz, 121 =1z0RL0—(—1)"ironze=Lizc, izc]
D’aprés la définition du crochet, on a

Ldy, d51°=diy,mie=dye,5or=[dye, dyc]

D’autre part,

iz, dyl=dyr+(—1)70s, 3
d’ou
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Liz, dy1°=dyorre+(—1) e, 507 =[1L0, dxc]
De méme, on a

[dN: zI]C:[dNCy 1EC]
On conclut donc que

(D, DI°=[D°, D°].
L’application D—D" posséde les deux premiéres propriétés du théoréme, mais
elle n’a pas la troisiéme propriété.

Exemples. La 1-forme vectorielle identique I sur M définit deux dérivations

de A(M), au sens de Frolicher-Nijenhuis, i, et d;, de degrés respectifs 0 et 1,
telles que, pour toute p-forme différentielle @ de M,

Lw=wANI=pw
diw=doNI—dwN])=dw

La dérivation d; n’est autre que la différentiation extérieure de A(M). Le
relévement complet /¢ est la 1-forme vectorielle identique sur TM tandis que
I"=], ou J est la structure presque tangente canonique sur 7M. La dérivation
iy qui est le relévement vertical de 1, est la dérivation verticale de A(TM); la
dérivation d;=i;d—di; qui est le relévement vertical de d,=d, est la différentia-
tion verticale de A(TM). Les identités pour les dérivations de type 1x et de
type dx, donnent un calcul différentiel sur TM.

PARTIE II

Relévements horizontaux et relévements diagonaux
1. Relévements horizontaux des champs de tenseurs.

Soit M une variété différentiable munie d’une connexion linéaire dont la loi
de dérivation covariante sera notée par V. Considérons un champ de tenseurs
S de type (r,s) sur M. Si {x', x% ---, 2"} est un systéme de coordonndes locales
défini sur un ouvert U de M, on peut écrire localement

S:Si1-~ 13]1"]1') az’l ® e ® 8217‘ ®dxll® vee ®dxls

Si {x%, ¥} est le systéme de coordonnées locales induit sur z %(U) de TM, les
composantes

PS=(M iSip i 5 @ @l @@ - @'

définissent un champ global de tenseurs, de type (7, s) sur TM. De méme, les
composantes
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rS:(y’lsillzmlsu'"ir)_a%l_® ®%®d}(“"® cee dxts

définissent un champ global de tenseurs, de type (7, s—1) sur TM.
Soit S un champ de tenseurs de type (7, s) sur M. On appelle le reléve-
ment horizontal de S a TM le champ de tenseurs S” sur TM défini par

SH=8°—F,S

ol S¢ est le relévement complet de S & TM. Si P, Q, ReT(M) sont des champs
de tenseurs sur M, nous avons

(PRQ)T=PIQQ"+P"RQ"
(P4+R)*=P" - R¥

2. Relévements horizontaux des dérivations.

Soit D une dérivation de I(M). Elle se décompose d’une fagon unique:
D:Lx+ip

otu Ly est la dérivation de Lie par rapport au champ de vecteurs XX (M) et
ip est la dérivation de (M) définie par un champ de tenseurs F de type (1, 1)
sur M.

PROPOSITION. Deux dérivations D et D de T(TM) sont identiques st et
seulement si

(@) Df°=Df° pour toute fonction fe F(M);

(b) DXV=DX" et DX*=DX¥ pour tout Xex(M).

Preuve: Considérons D et D sous forme canonique:
D=Ly+ip; D=Lzt+iz

ot X, Xex(TM) et F, Feg(TM). La condition (a) implique que Xfe=Xr°
pour toute fonction différentiable f€ F(M). On déduit que X=X. La condition
(b) implique que

[X, YV]+FYV=[X, YV]+FY"
[X, YA+ FY?=[X, Y*]+FY"
pour tout Yex(M). Comme X=X, on a
FYV=FY" et FY?=FY"

pour tout YeX(M). Comme les YV et Y¥ engendrent le module des champs
de vecteurs sur TM, on déduit que F=F, d’ou D=D.

Soit D=Ly -+ir une dérivation de I(M). On appelle le relévement horizontal
de D 4 TM la dérivation D¥ de 9(TM) définie par
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DEF=Lyn+ipn
Nous avons les relations:

PROPOSITION.
DEfe=(Df)°—W.X)f°¢

DEYV=(DY )Y +FyX)"
DE¥Y?=(DY)?—yR(X, Y)
ou feF(M), Yex(M) et R est la courbure de la connexion linéaire V définie
par
VY=V X+[X, Y]
Preuve: Pour toute fonction fe F(M), on a
DEfC=X"f=(Xf)* =W+ X)f°=(Df)°~W+ X)f®
Pour tout Yex(M), on a
DPYY=[X" YV]+F¥YY
=[X, Y+ y X)" +(FY)"

=YY +FyX)"
car
[XH, YV]=[X, YI'+(yX)"  (voir [2])
De méme,
DHYH:[XH, YH]-l-FHYH
=[X, YI"—rR(X, Y)+(FY)?
=(DY)"—rR(X, Y)
car

[XH, YH)=[X, Y]*"—yR(X,Y) (voir [2])

PROPOSITION. L’application D—D® posséde les propriétés suivantes :
(a) Pour tout 2R, (AD)¥=2D";
(b) (D+D)YE=D®+DH
Preuve: Soient D=Ly+iy et D=Ly+ip deux dérivations de I(M). Nous
ayons
(D‘i‘E)H:L<X+2>H+i<F+i>H:DH+5H
Si AR, nous avons
DY =Lyyu+ipr=2A(Lyn+ipa)=AD¥

L’application D—D¥ est donc R-lindaire, mais elle n’est pas un homomor-
phisme d’algébres de Lie. D’une facon analogue, nous avons des résultats an-
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alogues pour les relévements horizontaux des dérivations de A(M) aux fibrés
tangents.

3. Relévements diagonaux des formes vectorielles.

Si M est munie d’'une connexion linéaire V, il existe une 1-forme vectorielle
G sur TM définie par:

GXV=X"; GXH=X"
pour tout champ de vecteurs X X(M). Nous avons
G X"=XV et G*XH=X"

pour tout champ de vecteurs Xe%(M). Par conséquent, G*=1.
Puisque G est un endomorphisme du fibré tangent z(TM), il détermine un
endomorphisme, noté encore G, du module X(7TM) des champs de vecteurs sur
TM. Nous obtenons ainsi un endomorphisme G* de 'algébre extérieure A(TM).
Soit ¥'P(M) le F(M)-module des p-formes vectorielles sur M. Un élément
Qe¥?(M) peut étre considéré comme un champ de tenseurs de type (1, p) sur
M. Le relévement vertical QV de Q est une p-forme vectorielle semi-basique
sur TM. Nous posons

QW=GQ"; Q™=G*Q")
Quy, +++, up)=G(Q" (uy, -+, up))
QM (uy, -+, up)=Q"(Guy, -+, Guy)
OU Uy, Uy, +++, U, sont p champs de vecteurs sur TM. Nous avons
PROPOSITION. Soient X, ---, X, p champs de vecteurs sur M.
@) QX" -, X,M)=(Q(X;, -+, X,))¥
QV(X,H, -+, X7, e, X,1)=0
(b) Q™(X\Y, -+, Xp")=(Q(X,, -+, Xp))”
QM(XY, -+, X, -, X,V)=0
PROPOSITION. Soient P=¥Y(M), Qe (M) et IT(M).
(QPYV=Q®P®;  [9=G]
(QPYP=QWP®;  [P=]G
ou J est la structure presque tangente canonique sur TM.
Preuve: Pour tout Xe2X(M), on a
QP XT=((QP)X)"=(Q(PX)T=Q(PX)=Q P X"
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et
(QP)(v)XV Q(U)P(U)XV_O
On déduit que
(QP)(U):Q(O)P(D) .
De méme, on a
(QP)()L)XH Q(h)P(h)XH_O
(QP) X" =((QP)X)" =(Q(PX))" =Q™(PX)" =Q™ P X"

On déduit que
(QP)(h)ZQ(h)P(h) .

Si I est la 1-forme vectorielle identique sur M, on a I"=], ot Jest la structure
presque tangente canonique sur 7M. Par conséquent,

[=GJ et I"=]G

Soit Qe ¥?(M) une p-forme vectorielle sur M. On appelle le relévement diagonal
de Q & TM la p-forme vectorielle sur TM définie par

QP=Q™+QP=GQ"+G*(Q")
D’aprés cette définition, on a:

PROPOSITION.
Q2(X,Y, -+, X =(Q(Xy, -+, Xp))”

Q2(X,H, -, XpM)=(Q(X,, -+, Xp)*
QP(X/)Y, -+, X, H -, XpV)z()
QP(X ., -+, XV, -, X,7)=0
PROPOSITION. Soient Pe¥ (M), Qe ¥ (M) et I€UY(M).
(QP)P=QPPP;  IP=I
ou le deuxieme membre I est la 1-forme vectorielle identique sur TM.

Preuve: Comme (QP)PX"=QPPPX" et (QP)PX¥=QPPPX*® pour tout Xe
X(M), on déduit que (QP)?>=QPPP?. D’autre part, on a

P=["4 [®=]G+G]=1

car GJ est le projecteur horizontal sur TM défini par la connexion linéaire V
et JG est le projecteur vertical sur TM défini par la méme connexion V.
D’aprés la proposmon précédente, on déduit la propriété suivante: si F({)
est un polyndme a une indéterminée, on a (F(Q))?=F(QP) pour toute 1-forme
vectorielle Q¥ (M).
Certaines structures définies par des 1-formes vectorielles sur M peuvent
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étre relévées en structures correspondantes sur TM. Par exemple:

PROPOSITION. St Q est une 1-forme vectorielle définissant sur M une structure
presque complexe, le relevement QP définit sur TM une structure presque complexe.

PROPOSITION. Si Q est une 1-forme vectorielle définissant sur M une f-structure
de rang k, le relevement QP définit sur TM une f-structure de rang 2k.

PROPOSITION. Si une variété différentiable M de dimension 4m, est munie
d’'une structure presque quaternionienne définie par les deux 1-formes vectorielles
P et Q vérifiant:

P*=Q*=—I; PQ+QP=0

les relevements PP et QP (resp. PH et Q¥ ; P¢ et QF) définissent une structure
presque quaternionienne sur TM.

Soit Q une 1-forme vectorielle sur M. Le tenseur de Nijenhuis associé a Q
est défini par

N=-4TQ, @]
ou plus explicitements, par

N(u, v)=[Qu, Qu]+Q°[u, v]—QLQu, v]—Q[u, Quv]

pour tout u, veX(M). Soit N* le tenseur de Nijenhuis associé a QP. Comme
les XV et X engendrent le module des champs de vecteurs sur TM, ou X<
2(M), le tenseur N* est complétement déterminé par ses valeurs sur les champs
de vecteurs qui sont de la forme X* ou X?. Nous avons

N¥ (XY, Y")=[QPX", Q°Y"1+(Q?)LX", Y]
_.QD[QDXV’ YV]__QD[:XV, QDYV]
=[QX)", (QY)"]1-Q?[(QX)", Y"1—-QP[ X", (QY)"]
=0
N¥(XY, YH)=[Q?X", Q°Y*]+(QP)’[X", Y"]
—QPLQP X", Y*]—QP[ X", QPY*]
=[QX)", (QY)"I+(Q?)’[X", Y]
—QPLQX)Y, YH]1—-Q7[X", (QY)"]
=(N(X, Y)" = ox(QY)+Q*( xY)
—QW oxYV)—QW x(QY)}”
N¥(XH, YH)=[QP X", QPY*]+(QP)'[X*, Y¥]
—QPLQP X", YH]—QPLX", QPY™]
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=[QX)", (QY)I+(QP)'LX", YH]
—QPLQX)", YH]-QP[LX¥, (QY)"]
=(N(X, Y))"—{rR(QX, QY)+(Q*)'7R(X, Y)
—Q"rR(QX, Y)—Q?rR(X, QY)}
ot R est la courbure de la connexion linéaire V définie par
VxY=FyX+[X, Y]
On déduit de ces calculs le résultat suivant [2]:

PROPOSITION. Soit Q une 1-forme vectorielle sur M. La condition N*=0
est équivalente aux conditions:

N=0
thVkQ;h_Qthink:O
RQX, QY)—QR(QX, Y)—QR(X, QY)+Q*R(X, Y)=0

ou X, Yex(M) et Q," sont les composantes locales de Q.
Soit D=Ly-+ir une dérivation de I(M). Le relévement diagonal de D a TM
est la dérivation de (T M) définie par:

DP=L,p+ipp, o0 XP=XV"4+ X"

On montre que 'application D—DP? est une application R-linéaire et on a des
résultats analogues pour les relévements diagonaux des dérivations de A(M).
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