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RELEVEMENTS DBS DERIVATIONS ET DBS

STRUCTURES AUX FIBRES TANGENTS

BY CHRISTOPHE YUEN

Si M est une variete differentiable de dimension finie, on designe par τ(M)=
(TM, π, M) le fibre tangent a M. On associe a toute derivation D de Γalgebre
tensorielle £Γ(M) des champs de tenseurs sur M, une derivation D° (resp. Dv)
de Γalgebre tensorielle £Γ(TM) sur TM, appelee le relevement complet (resp.
relevement vertical) de D a TM. L'application D-*DC est un homomorphisme
d'algebres de Lie. D'ailleurs, toute differentiation covariante associee a une
connexion lineaire sur M peut etre relevee en une differentiation covariante sur
TM. De meme, on definit le relevement complet (resp. relevement vertical)
d'une derivation de Γalgebre exterieure Λ(M) des formes differentielles sur M
au fibre tangent. L'etude des relevements de derivations aux fibres tangents
d'ordre 2 fait Γobjet d'une autre publication [4].

Dans la deuxieme partie, on etudie les relevements horizontaux des deriva-
tions aux fibres tangents. On introduit la notion du relevement diagonal pour
les formes vectorielles. Certaines structures definies par des 1-formes vectoriel-
les sur M peuvent etre relevees en structures correspondantes sur TM.

PARTIE I

Relevements complets et relevements verticaux

1. Relevements des champs de tenseurs.

Soit τ(M)=(TM, 7Γ, M) le fibre tangent a une variete differentiable M. Si
/e£F(M) est une fonction differentiable sur M, la differentielle df, consideree
comme une fonction differentiable sur TM, sera notee par c(df\ Nous posons

fv=foπ

appelees respectivement le relevement complet et le relevement vertical de / a

Soient X et Ϋ deux champs de vecteurs sur TM. Si Xfc=Yf° pour toute
fonction differentiable /e £F(M), alors X=Ϋ. Pour tout champ de vecteurs X^
3C (M), le relevement complet (resp. relevement vertical) de X a TM est Γunique
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RELEVEMENTS DES DERIVATIONS 183

champ de vecteurs Xc (resp. Xv) sur TM verifiant :

Xcfc=(Xff; (resp. Xvfc=(XfY)

pour toute fonction differentiable /e£F(M). Signalons que, si φt est le groupe
local a un parametre de diffeomorphismes de M engendre par X, alors (φt)

τ

est le groupe local a un parametre de diffeomorphismes de TM engendre par
X°. D'ailleurs nous avons X°=soXT, oύ Xτ est Γapplication tangente de X,
considere comme une section de τ(M), et s est Γinvolution canonique de T(TM\

Deux 1-formes differentielles ω et Θ sur TM sont identiques si et seulement
si ω(Xc}=θ(Xc) pour tout champ de vecteurs X^3C(M). Pour toute 1-forme
differentielle ω<=Λl(M\ le relevement complet (resp. relevement vertical) de ω
a TM est Γunique 1-forme differentielle ωc (resp. ωv) sur TM verifiant :

(resp. ωv(Xc)=

pour tout champ de vecteure
Plus generalement, le relevement complet (resp. relevement vertical) d'un

champ de tenseurs a TM est defini par les conditions : soient P, Q, R trois
champs de tenseurs sur M, on a

(resp.

2. Relevements des derivations de £Γ(M).

Soit £Γ(M)— 2£Γ/(M) Γalgebre tensorielle des champs de tenseurs sur M.
Une derivation de £Γ(M) est une application D : £?(M)>->£Γ(M) verifiant les condi-
tions :

(a) D : 37(M)i-*£r/(M)
(b) D(S+T)=D(S)+D(T), S, Te
(c) fl(S®T)=/)(S)®T+S®fl(T)> S,
(d) .D commute avec la contraction de tenseurs.

L'ensemble des derivations de £Γ(M ) forme une algebre de Lie sur R elle sera
notee par ^)(£Γ(M)). Un element £e£)(3"(M)) est completement determinee par
ses actions sur £F(M ) et 3?(M). Toute derivation D de £Γ(M) se decompose
d'une fap on unique :

D=Lz+ip

ou LX est la derivation de Lie par rapport au champ de vecteurs X^T(M)
et ιF est la derivation de £Γ(M) definie par un champ de tenseurs F de type
(1, 1) sur M.

PROPOSITION. Deux derivations D et D de £Γ(TM) sont identiques si et seule-
ment si

(a) Df°=Dfc pour toute fonction /<Ξ£F(M);
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(b) DX°=DXC pour tout X<Ξ3C(M).

Preuve : Considerons D et D sous sa forme canonique :

D= Lχ+iF , D=Lχ+iF

oύ X, X<=3C(TM) et F, FeΞ2Y(TM). La condition (a) implique que Xfc=Xfc

pour toute fonction differentiate / sur M. Par consequent, X=X. La condi-
tion (b) implique que

pour tout FeSf(M). Puisque X=XLnous avons FYC=FYC pour tout
d'oύ F^F. Nous avons ainsi D=D.

Soit D=Lχ+iF une derivation de £Γ(M), oύ Ae3f(M) et Fe^CM). On
appelle le relevement complet (resp. relevement vertical) de D a TM la deriva-
tion Z}c (resp. Dv) de ^(TM) definie par :

(resp. Dv=LχV+iFV)

PROPOSITION. Pour toute /e£F(M) eί ίowί Ze^f(M), on α

Dcfc=(Df)c DCXC=(DX)C

(resp. Drfc=(Df)r; DVXC=(DX)V)

Preuve: Soit D=Lx+iF une derivation de £Γ(M). Pour toute /e£F(M), on

Pour tout Fe3?(M), on a

D°Yc=tXa,

De meme, on a
Dvf°=(DfY

THEOREME. U application D^DC est un homomorphisme d'algebres de Lie
de £)(£Γ(M)) vers £>(£T(TM)).

Preuve: Soient D—Lx-{-ιF et D=Lχ+iF deux derivations de £Γ(M). Nous
avons

=λD°
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L'application D^>D° est done /2-lineaire. Or,

o

est une derivation de £Γ(M) definie par un champ de tenseurs W de type (1, 1)
sur M. La derivation iw est completement determinee par ses actions sur

Pour tout champ de vecteurs Fe3?(M), nous avons

=£X, FY~\-F[_X, Y~]+F[_X, F]-[l, FY~]+FFY~FFY

W°Yc=(WYf

D'autre part,

ou

est une derivation de £Γ(TM) definie par un champ de tenseurs W de type (1, 1)
sur TM. Pour tout champ de vecteurs Fe3?(M), nous avons

— [_XCj FCYC1+FCFCYC—FCFCYC

c'est-a-dire WYcj=WcY° pour tout Γe^(M). Par consequent, W=WC. Comme
tX, xy=lXc, X°], nous avons [Dσ, ί)(7]=CA β]σ ^application D^D° est
done un homomorphisme d'algebres de Lie.

Remarque : L'application D>->DV possede les proprietes suivantes :

(D+D)V=DV+DV (*D)v=λD, ou λ^R;

mais elle n'est pas un homomorphisme d'algebres de Lie.

3. Relevements des differentiations covariantes.

Soit V une connexion lineaire sur M. Pour tout champ de vecteurs X^
3?(M), la differentiation covariante F ' x par rapport a X est une derivation de
£Γ(M). Puisque F χ f = X f pour toute fonction /e£F(M), on a la decomposition:
Px=zLχ+iF, oύ F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur M.

Soit zeTM. Pour tout vecteur weT2(TM), il existe au moins un champ
de vecteurs X sur M tel que X°(z)—u. Pour un champ de vecteurs 7
donne, la valeur de (ΫX}

CYC au point z^TM ne depend que de Xτ(z). Si
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est un autre champ de_vecteurs sur M tel que u= Xc(z), nous avons Xτ(z)=
Xτ(z) car Xc=soXT et X°=soXT, oύ s est Γinvolution canonique de T(TM).
Par consequent, la valeur de (F ' X)

CYC au point £ est independante du choix de
X tel que u=Xc(z). Si nous posons

nous obtenons un operateur Pu° sur 3?(TM): en effet, si A"= ΣΛ^zC est un
champ de vecteurs sur TM, oύ fi<=3(TM) et Fi<Ξ3?(M), nous posons

PROPOSITION. U operateur V ' u
c possede les proprietes suiυantes :

(a) F/04-hβ)=FΛ4+F/£
(b) ru

c(gA)=gru

cA++(ug)A(z)
(c) F,/^-^Fw

c^l
(d) ru+9

cA=ru

cA+Pv

cA u,

Preuυe: Les proprietes (a) et (b) sont immediates d'apres la definition de
Fw

c car (Ϋ χ)c est une derivation de £Γ(TM), oύ Z est un champ de vecteurs
sur M tel que X°(z)=u. Si ^eΛ, nous avons (λXf=λXc et W^ί)ί7(^)=^M. Par
consequent,

pour tout Λe3f(TM). Soient *e=2r(M), Fe^(M) tels que
v. Nous avons (X+Y)c(z)= u+v. Par consequent,

La proposition est ainsi demontree.
Soient /le^(ΓM) et B^T(TM}. On construit un autre champ de vecteurs

PA°B sur TM en posant (7 A

cB)(z)=Ϋ A^
CB. On a ainsi une application

D'apres la proposition precedente, on a

THέOREME. L operateur Vc defimt une connexion lineaire sur TM. Plus
precisement, ΐ operateur Vc possede les proprietes suivantes :

(a) F/(P+Q)=P/P+P/<3
(b) Γ
(c) F
(d) Γ

OM Λ B, P, Q<=X(TM) et g(Ξ3(TM).
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La connexion lineaire Vc coincide avec le relevement complet de la con-
nexion lineaire F defini autrement par Yano et Kobayashi [3].

4. Relevements des derivations de Λ(M).

Soit Λ(M) Γalgebre exterieure des formes differentielles sur M. Toute
derivation D de degre r de Λ(M) se decompose d'une fajon unique [1] :

ou iL est une derivation de degre r, de type z*, determinee par une (r+l)-forme
vectorielle L sur M et dN est une derivation de degre r, de type d#, determinee
par une r-forme vectorielle N sur M, Nous posons

Dc—iLc+dNc (resp. Dv=iLv+dNv}

D° (resp. Dv} est une derivation de degre r de Λ(TM\ appelee le relevement
complet (relevement vertical) de D a TM.

Soit ΨP(M) le module des ^-formes vectorielles sur M. Si Le?Γp(M) et si
\ alors ω/\L<ΞΨq+p(M) definie par

ω/\L(ult — , Mg+p)^ i ^ j- Σ (sgn σ)ω(Mg(1)y — , uσ^)L(uσ^+Όί —,

Si L<ΞΨp(M) et si N(Ξψr(M\ alors N'/\L^Ψp+r~l(M} definie par

N7\L(ult •-, ^p+r-i)— (r_ i) i ^ i Σ (sgn σ)N(L(uσ(Ό, •••, M^p)), W^+D, •••, Wσcp+r-i

Le crochet [TV, L]e?P*p+r(M) est defini par la formule :

oύ ύf^ est la derivation de type ύf*, determinee par ./V et [ύί^, ύ?L] est le com-
mutateur de dN et de ύfL.

LEMME. Soient L<=ΨP(M\ N^Ψr(M) et
(a) (ω/\L)°=ωc/\Lv+<*)v /\L°
(b) (N7\Lf=Nc7\Lc

(c) [TV, Lr-[7Vc, Lc]

Preuv e : (a) D'apres la definition de ω/\L, on a
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c ••

, '•*, Wσ(ς) )L (Wσ(g+i) > "*> Wσ(g+p

pour tout champ de vecteurs ut^T(M\ Comme les champs de tenseurs de
type (p+q, 1) sur TM sont completement determines par ses valeurs sur les
champs de vecteurs de la forme uf , on deduit que

(α>ΛL)< ?=α> | rΛLc+ωσΛLΓ.

(b) Si LtΞψp(M) et si N^Ψr(M\ on a

Nc7\Lc(Ul

c, .-., up+r.

= (r-l)l j? l

On deduit que

NC-/\LC=(N7\L)C .

(c) Soit {**}(ί=l, 2, •••, rc) un systeme de coordonnees locales defini sur un
ouvert ί7 de M. Si LeFp(M) a pour composantes locales Ll

βl...αp et si A/^e
2Γr(M) a pour composantes locales Λf\r..δr, le crochet [A ,̂ L] a pour compos-
antes locales [1] :

[TV, L]*&1...6rαι...αί)= r j Λ j ' {Nkίt1...brd\k\Ll

aι...apΊ--Lktaι...apd\klN
lι>l.. 6r3

Si {**, y} est le systeme de coordonnees localse induit sur π~l(U} de TM, on

pose tf— yl 0=1, 2, •••, n). Les composantes locales LAl...Ap

κ de L^ sont don-
nees par [2] :

OP

i
αj op

les autres composantes etant zeros. De meme, les composantes locales NK

Bl...Br
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de N° sont donnees par:

\Tl _ Λ7Ί
1\ δr.δr — 1\ b^ br

NΓ

b,..br=ykdkN\...br

NΓ

bl..ι,..r=N\Γ.b,..br (t=l, 2, .-., r)

les autres composantes etant zeros. Les calculs directs montrent que

THέOREME. U application D^D° possede les propnetes suiv antes :
(a) Pour tout__λ<=R, (λD)c=λDc ' ;
(b) Si D et D sont deux derivations du mέme degre de Λ(M\ on a

(D+Df=D°+D°

(c) Si D et D sont deux derivations quelconques de Λ(M\ on a

ID, DT=IDC, Dcι
Preuve : (a) Soit D=iL+dN une derivation de Λ(M). Pour tout λ<=R, λD=

consequent,

(b) Soit D—i-L+dΰ une autre derivation de Λ(M\ du meme degre que ' D.
On a

(c) Soient D=iL+dN et D^ix+dΰ deux derivations de Λ(M), respectivement
de degre r et de degre r. On a

et

CA ]̂c-[ύ
Or, on a

d'oύ

[IL, il]c'

D'apres la definition du crochet, on a

[ύftf, dfi]i

c = dL!rtwc

D'autre part,

CU, ̂ ] = rfjV

d'oύ
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De meme, on a

War, *Σ]Cz=[^c, ire]

On conclut done que

L'application D^DV possede les deux premieres proprietes du theoreme, mais
elle n'a pas la troisieme propriete.

Exemples. La 1-forme vectorielle identique / sur M definit deux derivations
de Λ(M), au sens de Frδlicher-Nijenhuis, x/ et dlt de degres respectifs 0 et 1,
telles que, pour toute ί-forme differentielle α> de M,

dIω=dώ7\I—d(ω7\I}=dω

La derivation άI n'est autre que la differentiation exterieure de Λ(M\ Le
relevement complet 1° est la 1-forme vectorielle identique sur TM tandis que
IV=J, oύ / est la structure presque tangente canonique sur TM. La derivation
ij qui est le relevement vertical de z/, est la derivation verticale de Λ(TM) la
derivation dj—ijd—dij qui est le relevement vertical de dz=d, est la differentia-
tion verticale de Λ(TM). Les identites pour les derivations de type z* et de
type d*, donnent un calcul differentiel sur TM.

PARTIE II

Relevements horizontaux et relevements diagonaux

1. Relevements horizontaux des champs de tenseurs.

Soit M une variete differentiate munie d'une connexion lineaire dont la loi
de derivation covariante sera notee par Ψ . Considerons un champ de tenseurs
S de type (r, s) sur M. Si {x1, x2, •••, λ71} est un systeme de coordonnees locales
defini sur un ouvert U de M, on peut ecrire localement

Si {x*, /} est le systeme de coordonnees locales induit sur π~\U) de TM, les
composantes

definissent un champ global de tenseurs, de type (r, s) sur TM. De meme, les
composantes
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definissent un champ global de tenseurs, de type (r, s— 1) sur TM.
Soit S un champ de tenseurs de type (r, s) sur M. On appelle le releve-

ment horizontal de S a TM le champ de tenseurs SH sur TM defini par

oύ S° est le relevement complet de S a TM. Si P, Q, R^^T(M} sont des champs
de tenseurs sur M, nous avons

(P®Q}H=PH®QV+PV®QΉ

(P+R)H=PH+RH

2. Relevements horizontaux des derivations.

Soit D une derivation de £Γ(M). Elle se decompose d'une faf on unique :

oύ Lx est la derivation de Lie par rapport au champ de vecteurs X^I£(M) et
IF est la derivation de £Γ(M) definie par un champ de tenseurs F de type (1, 1)
sur M.

PROPOSITION. Deux derivations D et D de £Γ(TM) sont identiques si et
seulement si

(a) Dfc=Df° pour toute function /e£F(M)
(b) DXV=DXV et DXH=DXH pour tout Xt=3C(M).

Preuve : Considerons D et D sous forme canonique :

D=Lx+ιF; D=Lx+ip

oύ X, X<EΞ3C(TM) et F, Fe^XTM). La condition (a) implique que Xfc=Xf°
pour toute fonction differentiate /e£F(M). On deduit que X=X. La condition
(b) implique que

H=[_X, YH~]+FYH

pour tout Γe3f(M). Comme X= X, on a

FFF=FFΓ et FF^-FFH

pour tout 7e3f(M). Comme les FF et 7^ engendrent le module des champs
de vecteurs sur TM, on deduit que F— F, d'oύ D—D.

Soit D=Lx+iF une derivation de £Γ(M). On appelle le relevement horizontal
de D a TM la derivation £>* de £Γ(TM) definie par
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DH=LZH+ιFH
Nous avons les relations :

PROPOSITION.

, Y)

oύ /e£F(M), F<Ξ3?(M) et R est la courbure de la connexion lineaire V definie
par

VXY=VYX+IX, 7]

Preuve : Pour toute f onction /e £F(M), on a

Pour tout ye3f(M), on a

DHYv=ίXH, YV~]+FHYV

car

C ,̂ rF]=[^f F]^+(Fy^)F (voir [2])
De meme,

D*YH=lXa, YH~]+FHYH

, Y)
car

tXH, YHl=tX, Y-]H-TR(X, F) (voir [2])

PROPOSITION. U application D*-*DH possede les proprietes suivantes :
(a) Pour tout λ^R (λD)H=λDa }
(b) (D+D}H=DH+DH

Preuve: Soient D=Lx+iF et D=Lx+iF deux derivations de £Γ(M). Nous
avons

Si λ<^R, nous avons

L'application D^DH est done J?-lineaire, mais elle n'est pas un homomor-
phisme d'algebres de Lie. D'une fajon analogue, nous avons des resultats an-
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alogues pour les relevements horizontaux des derivations de Λ(M) aux fibres
tangents.

3. Relevements diagonaux des formes vectorielles.

Si M est munie d'une connexion lineaire F, il existe une 1-forme vectorielle
G sur TM definie par :

GXV=XH; GXH=XV

pour tout champ de vecteurs A"e3f(M). Nous avons

G2XV=XV et G2XH=XH

pour tout champ de vecteurs Ze3?(M). Par consequent, G2=I.
Puisque G est un endomorphisme du fibre tangent τ(TM), il determine un
endomorphisme, note encore G, du module 3C(TM) des champs de vecteurs sur
TM. Nous obtenons ainsi un endomorphisme G* de Γalgebre exterieure Λ(TM}.

Soit ΨP(M} le £F(M)-module des ^-formes vectorielles sur M. Un element
Q^ΨP(M] peut etre considere comme un champ de tenseurs de type (1, β) sur
M. Le relevement vertical Qv de Q est une p-forme vectorielle semi-basique
sur TM. Nous posons

cυ)(^, -.., up)=G(Qv(ul9 »., up

ou W j , w2, •••, w^ sont /> champs de vecteurs sur TM. Nous avons

PROPOSITION. Soient Xl9 •••, Zp ί champs de vecteurs sur M.

(a) <?">(XΛ -, Xp*)=(Q(Xlt -.., )̂)̂

(b)

PROPOSITION. Soίenί P^Ψl(M\ Q^Ψ\M) et

oil J est la structure presque tangente canonique sur TM.

Preuve: Pour tout X&3C(M), on a
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et

On deduit que

De meme, on a

On deduit que
(Qf>)<ft>=

Si / est la 1-forme vectorielle identique sur M, on a IV=J, oύ /est la structure
presque tangente canonique sur TM. Par consequent,

Soit Q<=ΨP(M) une ί-forme vectorielle sur M. On appelle le relevement diagonal
de Q a TM la ^-forme vectorielle sur TM definie par

D'apres cette definition, on a :

PROPOSITION.

Q»(Xιv, -, XP

V)=(Q(X19 -,

<?'(*Λ .-, XP*)=(Q(X19 -,

PROPOSITION. Soώnί P^Ψ\M\ Q^Ψl(M) et I<=Ψl(M\

(QP)D=QDPD; ID=I

oύ le deuxieme membre I est lα l-forme vectorielle identique sur TM.

Preuve: Comme (QP)DXV=QDPDXV et (QP)DXH=QDPDXH' pour tout
T(M\ on deduit que (QP)D=QDPD. D'autre part, on a

car GJ est le projecteur horizontal sur TM defini par la connexion lineaire F
et /G est le projecteur vertical sur TM defini par la meme connexion F.

D'apres la proposition precedente, on deduit la propriete suivante : si F(f)
est un polynδme a une indeterminee, on a (F(Q)}D=F(QD") pour toute l-forme
vectorielle Qe?P(M).

Certaines structures definies par des 1-formes vectorielles sur M peuvent
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etre relevees en structures correspondantes sur TM. Par exemple:

PROPOSITION. Si Q est une l-forme vectorielle definissant sur M une structure
presque complexe, le relevement QD definit sur TM une structure presque complexe.

PROPOSITION. Si Q est une l-forme vectorielle definissant sur M une f-structure
de rang k, le relevement QD definit sur TM une f-structure de rang 2k.

PROPOSITION. Si une variete differentiate M de dimension 4m, est munie
d'une structure presque quaternionienne definie par les deux l-formes vectorielles
P et Q verifiant:

P2rr:Q2:=_/; PQ + QP=Q

les reίevements PD et QD (resp. PH et QH P° et Q°) definissent une structure
presque quaternionienne sur TM.

Soit Q une l-forme vectorielle sur M. Le tenseur de Nijenhuis associe a Q
est defini par

1

N=-^-[Q, <3]

oύ plus explicitements, par

N(u, v)=lQu, <

pour tout u, v^T(M\ Soit AT* le tenseur de Nijenhuis associe a QD. Comme
les Xv et XH engendrent le module des champs de vecteurs sur TM, ou X^
T(M\ le tenseur AT* est completement determine par ses valeurs sur les champs
de vecteurs qui sont de la forme Xv ou XH. Nous avons

N*(XV, YV)=[_QDXV, QDYV~]+(QDY\:XV , F7]

-QD[_QDXV, Yγ-]-QDlX

N*(XV, YH)=IQ°XV, QDYHl+(QDYtXv, YH~]

V, YH~]-QDLXV,

=(N(X, Y}Y-{P

N*(XH, YH}=tQDXH, QDYH1+(QD)2IXH, YH~]
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=l(QX)H,

=(N(X, Y}}H-{γR(QX, QY)+(Q°γr&(X, Y)

-QH

TR(QX, Y}-Q°TR(X, QY}}

ou R est la courbure de la connexion lineaire V definie par

On deduit de ces calculs le resultat suivant [2] :

PROPOSITION. Soit Q une 1-forme vectorielle sur M. La condition N*=Q
est equivalente aux conditions :

&(QX,

ou X, Fe3f(M) et Qιh sont les composantes locales de Q.
Soit D= Lx+iF une derivation de £Γ(M). Le relevement diagonal de D a TM
est la derivation de £Γ(TM) definie par :

D»=LzD+ifD, oύ X°=XV+XS

On montre que Γapplication D*-*DD est une application J?-lineaire et on a des
resultats analogues pour les relevements diagonaux des derivations de Λ(M\
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