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§1. Introduction et généralités

Dans cet article nous allons proposer de continuer une suite des études qui remontent
a la thése de Benoist [1]. Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent d’algébre de Lie
g. [Etant donnés un sous-groupe fermé connexe H = expl de G, ayant I’algebre de Lie
h, et son caractére unitaire y, on considére la représentation induite 7 = indf, x de
G. Elle se réalise par translation a gauche dans I’espace ¢, des fonctions mesurables
9 : G — C telles que p(gh) = x(h)'o(g) (g€ G,h e H) et que fG/H l¢(g)|?dg < o pour
une mesure invariante dg sur G/H.

Si ’on écrit la désintégration de t:

®
vx | mmrdu(o), M)
G

les multiplicités m(n) et la mesure u sur le dual unitaire G de G s’obtiennent en termes
de la méthode des orbites (cf. [4], [9]). Le caractére y sécrit y(expX) = /¥ =
Xr(exp X) (X €b) pour une certaine forme linéaire f € g* sur g telle que f([h,b]) = {0}.
Alors la mesure u est 'image par I'application de Kirillov (cf. [5], [13]) d’une mesure finie
sur g* équivalente a la mesure de Lebesgue sur I', =f + b, ou h' ={leg*:7|h=0}.
Et la multiplicité m(n) est égale au nombre des H-orbites contenues dans Q(z) NI, ou
Q(n) = Q¢(n) désigne I'orbite coadjointe de G associée a 7 € G.

On se trouve dans l’alternative suivante: ou bien il existe un borne uniforme pour
toutes les multiplicités m(n) ou bien m(n) = oo pour 7 quelconque. Dans toute la suite
il nous s’agit du cas ou m(n) sont finies.

Pour une représentation unitaire p de G, on note #),, #,° et 5, respectivement
Iespace de p, I'espace des vecteurs C* de p et I'antidual de 5#°. Pour ae priw et

be .}ff‘”, on note {a,b) I'image de b par a. Donc {(a,b) = (b,a). On pose

(#,°)"* = {ae #, : p(h)a = y(h)a,h € H}.
Dans cette situation il y a (cf. [11]) une question concernant une sorte de réciproc-
ité: dim(#;°)?% se qualifie-t-elle pour la multiplicité m(x) dans la désintégration (1)?
On établira plus loin une version affaiblie de cette réciprocité dans un cas bien particulier,
c’est-a-dire dans le cas symétrique nilpotent.
Soit e I’élément neutre de G. On sait (cf. [16]) que #* < C*(G) et que o :
HP — C, 6.(¥) = Y(e), définit un élément de (H#; ©)Hx_ Penney [15] a montré que la
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désintégration (1) de t entraine celle de J;:

® mx)
b= > didutr) ®)
G k=1
avec certains a* € (#;°)7% (1 < k < m(n)).
C’est la formule (2) que nous appelons “formule de Plancherel pour . Soit 2(G)
I’espace des fonctions C* sur G a support compact. Pour ¢ € 2(G) on fabrique un
élément (p{l de H#7:

oh(g) = L o(gh)x;(h)dh (g€ G),

dh étant une mesure invariante fixée sur H. Alors la formule de Plancherel (2) se récrit
[11]: quelle que soit ¢ € 2(G),

m(n)

ohe) = j S (nlp)at, dby du(n). (3)

G k=1

On définit maintenant une certaine algebre d’opérateurs différentiels. Soit

C®(G,7) = {p e C*(G) : p(gh) = x(h)"'p(g) g € G,h e H},

et soit Diff (G,7) lalgébre des opérateurs différentiels qui sont C* et qui laissent
C*(G,7) stable. Notre objet a étudier, c’est D.(G/H) qui se constitue des restrictions
D| C®(G,tr) de D e Diff(G,t) commutant avec translations a gauche de G sur
C*(G,7). On a le:

THEOREME ([6]). Si m(n) < oo u-presque partout, I'algébre D.(G/H) est commutative.

Corwin et Greenleaf ont démontré ce théoréme en montrant que D.(G/H) est iso-
morphe 4 une sous-algébre du corps C(I';) des fonctions rationnelles sur I', qui sont
H-invariantes, et en outre cette sous-algebre engendre C(I“,)H . En examinant de pres
cette démonstration et bien des exemples, ils posent la:

CoNJECTURE (Corwin-Greenleaf). Si m(n) < oo presque partout pour u, alors
D.(G/H) est isomorphe & l'algébre C[I';]" des fonctions polynomiales H-invariantes sur
I,

Et puis, plus récemment ils ont des résultats affirmatifs sous une hypothése assez
génante. Supposons:

(i) m(m) < oo u-presque partout,

(i) il existe une polarisation b commune pour u-presque toutes / € I'; telle que b
normalise b.

Sous ces conditions ils établissent le:

THEOREME ([7]). L’algébre D.(G/H) est isomorphe a C[I';]”.

Dans toutes les démonstrations de ces deux théorémes, Corwin et Greenleaf ont
pleinement utilisé des coordonnées bien adaptées, des transformations de Malcev-Fourier
et des analyses trés détaillées des orbites coadjointes.
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Nous nous proposons ci-aprés d’étudier leurs résultats et conjecture mentionés
ci-dessus par une méthode toute différente de la leur. Notre outil principal, c’est la for-
mule de Plancherel (3) pour 7, et il nous s’agit d’une généralisation du travail de Benoist
[1]. Toutefois il doit étre noté que nos résultats ne nous fournit pas un chemin court aux
résultats de Corwin-Greenleaf.

Cette étude a été mis au point, lorsque I'auteur séjournait a I’Université de Poitiers.
Il remercie Gérard Grélaud pour des discussions tres utiles, Pierre Torasso et d’autres
collégues pour leur aimable hospitalité.

Enfin 'auteur témoigne sa vive gratitude au referee pour ses efforts destinés a ’amé-
lioration du manuscrit.

§2. Rappels

Quant a la méthode des orbites, on renvoie a [2], [5], [10], [13], [17] ou [18]. Re-
venons a la formule de Plancherel (3) pour notre représentation monomiale 7, supposée
toujours avoir les multiplicités finies a la désintégration (1). Les distributions tempérées
a* intervenant a la formule (3) s’obtiennent comme suit (cf. [11]). Pour u-presque part-
out, ’orbite coadjointe (7) rencontre le sous-espace affine I"; de g* en nombre m(n) de
H-orbites, soient @, 1 <k <m(n). On fixe / € Q(n) et une polarisation b en / pour
réaliser 7 = ind$ y;, ol B =exph et y;(exp X) = /¥ (X €b). Pour 1 <k < m(xn), on
prend un élément g € G tel que gy - I € o).

Tout cela nous permet d’écrire a@* explicitement: il existe une mesure invariante dich
sur I'espace homogéne H/H NgxBg;! telle qu’on ait

@iy = | 9z ) dic @)
H/HNg; By,

pour Y € #L quelconque. D’ou le support de a¥ coincide avec la double classe HgiB

qui est bien fermée dans G. On vérifie [11] que les supp a¥, 1 < k < m(n), sont disjoints

I'un de 'autre.

Ensuite, suivant [6], [7] (voir aussi [8]), décrivons I’algébre D.(G/H) en termes de
I’algebre enveloppante %(g) de gc. Pour g € G ou 4 € %(g), on note R, ou R(A) (resp.
L, ou L(A)) l'action a droite (resp. a gauche). Soient %(g,7) I'ensemble des 4 € %(g)
tels que R(A4) laisse C*(G,7) stable, a, le sous-espace vectoriel de %(g) engendré par
Y +if(Y), Y parcourant b, et %(g)a, I'idéal a gauche de #(g) engendré par a,. Alors
il vient que

U(g,7) = {AeU(g):[4, Y] e U(g)a:, VY € b} (5)

et que 'application 4 — R(A4)|C*®(G, t) nous donne un homomorphisme y de #(g, 7) sur
D.(G/H) avec le noyau %(g)a,. En somme,

D.(G/H) = %(g,7)/%(8)a. (6)

De plus, si le couple (g,h) est réductif dans le sens qu’il existe un supplémentaire m
de b dans g tel que [h, m] = m, on voit que

U(g,7) = %" (g) + %(g)a, (7)



756 H. Funwara
avec 47 (g) ={Aeu(g):[4,Y]=0,¥YY eh}. Dou
D.(G/H) = 4" (g)/ %" (9) N(g)a.. (8)

§3. Commutativité de D,(G/H)

Commengons par une remarque sur laquelle se reposeront tous nos raisonne-
ments. D’aprés la formule de Plancherel (3) pour 7 = ind,G, x(x=xs),ona

m(n)
oo = Lyl = [ Y all0)dh > dutm) (Ya < G) ©)
k=1
pour n’importe quelle ¢ € 2(G). En y appliquant R(X), X € g, on calcule

(R(X)ph) (@) = (RIX)(Ly19k)(e) = (L(—X)(Ly-105)) (e)

m(m)
= (WXL o6 = [ Y L-X)Lyp)ck b du(r)
k=1
m(r) m(m)
= |, S ca-Xnt oy dutn) = [ Y oLy o), m(X)eED dur).
k=1 k=1

Par conséquent, on établit pour tous ¢ € 2(G) et 4 € U(qg)

m(x) _
(R(4)ph)(g) = jé S (n(Ly19)d, (AN du(z) (Vg e G), (10)
k=1

ou A signifie le conjugué complexe de A.

La formule (10) nous suggére un argument. Pour me G, on fixe /e Q(n) et
une polarisation b en / au moyen desquelles se réalise n = indg X1, ou B=expb,
x(expX) = ¢"X) (X eb). Nous allons poser S={geG:g-(I+b")N(f+b") # I}
et (#; )i = {ae (#;°)"" :suppa = §}. Ici supp a dénote le complément du plus
grand ouvert U < G tel que U est B-invariant a droite et que <{a,¥) =0 pour tout
Y € A, ayant le support compact modulo B. 1l est clair que S est stable par H (resp.
B) a gauche (resp. a droite). En réalité, on a vu dans [11] que, pour u-presque toute
ne G, S est fermé dans G et consiste en double classes HgyB en nombre m(z) avec
gr € G tels que gi -l e ¥ (1 <k <m(n)). Soit A e X" (g) par exemple, alors il vient
n(A)dk e (5 ©)H:X " Donc si 'on pouvait montrer la réciprocité faible, i.e.

m(x) = dim(#; )"

presque partout pour u, I'opérateur n(4) préservant les supp a* (1 < k < m(n)) qui sont
disjoints 1'un de l'autre, n(4)a* serait un multiple de a*, c’est-a-dire m(A)a* = A*(4)a*
avec Aﬁ(A) e C. 1l en résulterait qu’il existe, pour u-presque toute 7 € G, des caractéres
ik at(g) - C, 1 <k <m(n), tels que

n(A)dt = J:(A)d. (11)

S’il en est ainsi, la formule (10) montrerait la commutativité de D,(G/H) dans le cas ou
s’établirait 1’égalité (7).
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Dans ce chemin de raisonnement il nous reste a démontrer la réciprocité (faible), et
jusqu’a présent I'auteur n’en sais ni démonstration ni contre-exemple. Néanmoins la
forme explicite (4) de a’; nous laisse de la chance.

Soient /e I'; =f + h* = g*, b une polarisation en / et n=m = indg 1 €G. Au
moyen d’une base coexponentielle (cf. [2], Chap. I) 4 b dans g, 7 se réalise dans L?(R™)
(m =dimg/b) et #Y s’identifie avec & (R™), I'espace des fonctions de Schwartz (cf.
[5]). Comme il existe une telle base dont une partie forme celle a N b dans b, on trouve
un élément a(/) de (#; )" par la formule

@y =| G b (12)

H/HNB
pour tout Yy e . La, dh dénote une mesure invariante sur lespace homogéne
H/HNB. On considére la forme bilinéaire B; sur g x g définie par B)(X,Y) =
I([X,Y]). On note g(/) le noyau de B; et Q(/,g) ’ensemble des sous-algebres f de g
telles que T+ g(/) est un sous-espace lagrangien pour B;. Il vaut noter que

te Q(l,g) © <, [Lf)>={0}etdim G-/ =2dimK - /avec K = expt.

Si be Q(/,9),a(l) ne dépend essentiellement pas du choix de b. Cela veut dire qu’a
un scalaire multiplicatif prés a(/) = a(l,b) et a(l,b') se transférent par 'opérateur
d’entrelacement entre deux réalisation de la classe de = au moyen de deux polarisations
betb alerl, (cf [11], p. 345). Donc, si a(l,b) est un vecteur propre de n(/,b)(V)
(V eu(g)), a(l,b’) est celui de n(l,b’)(V) et ils ont la méme valeur propre.

THEOREME 1. Supposons que t est a multiplicités finies, l € I’y et que h e Q(I,g).
Pour A€ U(g,t), n(A)a(l) est un multiple de a(l), c’est-a-dire qu'il existe un caractére
A U(g,t) — C tel que

n(d)a(l) = L(A)a(l). (13)

DEMONSTRATION.  Remarquons d’abord que nous avons m;(A)a(l) = 0 pour tout
AeU(g)a,, car a(l) e (', ©Y4:X " On peut supposer que f contient le centre 3 de g. En
effet, posons t=h+3 K =expf et o= ind,G( x- I se voit alors que fe Q(/,q),
a(l) e (#;°)50 et que %(g,7) = %(g, 0).

Cela posé, on procéde par récurrence sur la dimension de G. En passant au quo-
tient par exp(3Nkerf) si besoin est, on se rameéne au cas ou 3Nkerf = {0}. Soient
3=RZetf(Z)=1. 1lestbien connu [13] qu’il existe deux éléments X, ¥ dans gNkerf
tels que (X, Y] =Z et que g=RX +g, avec gy = {W eg: [W,Y] =0}. De plusil est
faisable de prendre b dans g,. Posons Gy =expgy, lo = 1| gy € g5 et mp = indg" Xy

On distingue deux cas. Premierement soit h < g,. Le théoréme 5.4, (b) dans [6] dit
que %(g,t) = U(8y, 70) + %(g)a, avec 79 = indg" x- D’ou il suffit d’appliquer I’hypoth-
e¢se de récurrence au sous-groupe Gy, car h € Q(lp, gy) et que a(/) se regarde comme a(ly)
dans (%;;")H’X.

Deuxiemement soit h £ g,. On prend X dans hNkerf et pose by =hNg,,
Hy =exphy,. Il est immédiat que by e Q(l,q,). Chaque élément A4 e %(g) s’écrit
A= ijg A;X7 avec certains 4; € %(g,), 0 <j<d. Dou 4= A4p modulo #(g)a, et
n(A)a(l) = n(4o)a(l).
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D’ailleurs, si 4 € %(g, 1), [Ao, W] € %(gy)a,, pour W €} arbitraire. On en déduit le
résultat attendu. Pour cela, rappelons que b — g, ce qui signifie que b est une polari-
sation & leg* et & lyeg) Calculons <{n(do)a(l),y) pour Y e #> de la forme
Y(expxX - go) = {(x)¢(go) (x € R,go € Go) avec { € S(R), (e # . Pour V e %(g), on
note g- V (Vg € G) I'image de V sous I’action adjointe de g et 'V celle par 'anti-auto-
morphisme principal de %(g). Posons h(x) =exp(xX)e H (VxeR). On constate
alors

@)all), ¥ = <al), x( o)V
- Tx)( | (noo(h(—x)-Ao»é)(ho)x(ho)dho) dx
R Ho/HoNB

= | T Adjalh), £ = ( | dx) (ro(o)all), £,
R R
ou a(h) e (4, ©YHoX g obtient par

Cal), &> = j E (o) (ho) dho

Ho/HoNB

si dh=dxdhy pour h=expxX -hye H. Par hypothése de récurrence, n(do)a(l) =

in(Ao)a(ly) et donc <(n(A)a(l),¥) = A, (4o)<a(l),¥) pour ¥ ={(®¢E Puisque
F(R) ® #® = #, on en déduit n(A) a(l) = A, (4o) a(l) pour 4 € %(g, 7). c.q.fd.

o

CorOLLAIRE 1 (Corwin-Greenleaf [6]). Si t est a multiplicités finies, I'algébre
D.(G/H) est commutative.

REMARQUE 1. Dans la démonstration du théoréme 1 on a utilisé essentiellement le
théoreme 5.4, (b) de [6]. Comme ce dernier lui-méme demande une longue démon-
stration, le corollaire 1 ne réclame pas grand-chose.

Rappelons que == {/lel';:he Q(/,g)} contient un ouvert de Zariski de I, et
que la fonction I+ P4(I) = 4(A) (4 € %(g,7)) est H-invariante sur =, car a(/) I’est a un
scalaire multiplicatif prés modulo 'opérateur d’entrelacement (cf. [11]). La conjecture
de Corwin-Greenleaf nous ameéne aux questions suivantes.

La fonction P,4(/) se prolonge-t-elle en une fonction polynomiale sur I",? Si c’est
vrai, Papplication A+ P4(I) de %(g,7) dans C[I";]” est-elle surjective?

Lorsque / € w¥, écrivons aussi iﬁ au lieu de 4;. Comme signalé dans [14], la formule
de Plancherel (4) nous fournit un opérateur d’entrelacement entre deux membres de (1):
pour ¢ € 2(G),

@ m(n)

oheaT o |3 nlo)d dutr).
k=1

De méme elle entraine de ce qui précéde une diagonalisation de y(4) € D,(G/H), un
¢lément du commutant de 7| #°7° : pour 4 € %(g, 1),

@ m(m)

y(4) s jé S 4(4) du(n).
k=1
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§4. Espaces symétriques nilpotents

Nous allons étudier la réciprocité faible dans un cas bien particulier. Il nous s’agit
du cas symétrique, ce qui veut dire que H coincide avec ’ensemble des points fixes
d’une involution ¢ de G. C’est ce que nous supposons désormais. On note encore
o lautomorphisme de g dérivé de . Donc h={Xeg:0(X)=X}. Soit p=
{Xeg:0(X)=—-X}desorte quonaitg=h@®p, [h,p] = pet[p,p] =bh. On garde les
notations y =y, (feg’), = indIG, xX= f(? m(n)ndu(n) avec m(m) < oo etc. Pour
leg*, M(l,g) dénote ’ensemble des polarisations (réelles) de g en /. Généralisons
maintenant un résultat de Benoist [1] qui concerne le cas ou y est trivial.

THEOREME 2. Supposons que t est a multiplicités finies. On établit la réciprocité
faible, c’est-a-dire que m(n) = dim(s¢ w)g”‘ presque partout pour u. Plus encore, si
0< dim(afl,?’)H”‘ < oo,Halors Q(r)NT, # @. Enfin soit E={neG:dim(#;*)"* <
0o, (H#;*)* # (#,°), *}. Alors, on a u(E) = 0.

REMARQUE 2. Il est connu (cf. [15]) que m(n) < dim(¢, °°)H X presque partout pour
u. Donc si m(n) = oo uniformément, la réciprocité de Frobenius s’ensuit dans ce cas-la.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, on sait déja (cf. [12], pp. 165-166) que la condition
0 < dim(#; )X « o entraine Q(z) NI, # &. Pour u-presque toutes 7 € G on a déja
construit les éléments a* (1 < k < m(n)) de (#, °°)g’ " qui sont des mesures de Radon.
Ce que nous allons démontrer, c’est que m(n) = dim(#, w)g’ " autrement dit que chaque
élément de (7, °°)0H’X ne contient pas de dérivation dans la direction transversale a
S={geG:g-(I+bH)N(f+bh*)# F}, et que la condition dim(#;*)"* < o
entraine (#; %)% = (#;°)71.

Comme d’habitude, on procede par récurrence sur dimG. Soit 3 le centre de
g. Soient e G et ae (#;°)"2. On fixe / € Q(n) et be M(/,g) au moyen desquelles
on réalise = =ind§y, ou B=exph, y(expX)=e'*) (Xeb) comme avant. Si
3NhNkerf # {0} ou 3NpNkerl/ 5 {0}, on peut passer au quotient. Supposons donc
3NhNkerf =3NpNker/={0}.

Comme f = p + [p, p] est un idéal o-stable de g, et que g est nilpotente, il est capable
de construire un drapeau (g;)o;<,> qui passe I, d’idéaux o-stables de g. Cela signifie
que

{0}=gy<gy= - =g,y =g,=¢, dimg;=; (0<j<n) (14)

et qu’il existe un indice jo tel que g, = L.

I. En premier lieu, soit dim3 = 1, ce qui entraine 3 =g; et f |3 # 0. On prend un
triplet d’Heisenberg (X,Y,Z), [X,Y]=2Z, de telle fagon que 3=RZ, [(Z)=1,
g, =RY @3 et que g=RX + ¢ avec le centralisateur ¢’ de Y dans g. On choisit
comme b la polarisation de Vergne (cf. [2], Chap. IV) construite a partir du drapeau
(14). De temps a autre on change de polarisations, mais la proposition 3 de [11] nous
confirme que 'opérateur d’entrelacement dii a Lion entre ces réalisations différentes de =
fait correspondre 'espace (#, w)g’ ! T'un a Pautre. D’aprés la construction, b = g’. On
pose G' =expg, @ =ind§ y, e G

(i) Soit d’abord 3 = p. Reprenons les arguments utilisés dans [11]. Si g, & p, on
choisit Y dans ). D’aprés la semi-invariance de a relative a exp yY (¥ € R), on voit que
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a n’est autre que la mesure de Dirac pour la coordonnée de X. En effet, on calcule pour
YyeHy:

(n(expyY)a,y(g)> = <a,y(exp(yY)qd expxX))
= {a,Y(g expxX expyYexp(—xyZ))> = <a,e?* My (g)>,

ici g =g’ expxX avec xe R, g’ € G’. Donc la semi-invariance demandée pour a exige
(V) _ =20\ — 0 (VyeR),

d’ou découlent supp a = G'expxpX avec xo = I(Y) —f(Y) et le fait que a ne contient
pas de dérivée transversale a G'.

Remarquons que cette valeur xy se donne par la condition
((expxoX) - 1)(Y) = f(Y). Soient go = expxoX, B’ = goBygy' et i = ind$ Xg1- Notons
ici que h = ¢’. 1l résulte de ce qu’on vient de voir qu’il existe @’ € (H#; VX te] que
{a, ) =<d', ¥, (d')>, ou Y, € #7 s’obtient simplement par ¥, (') = ¥(g'go). Cest
ce qui nous améne a la conclusion cherchée. On descend au sous-groupe G’ auquel
s’applique I’hypotheése de récurrence. Plus précisement si ae (#,%° )SI X alors d €
(H7 w)g’ * et d’aprés I’hypothése de récurrence o/, et donc a non plus, ne contient pas
de dérivée transversale. Par ailleurs, I'espace (#;°)"* sinjecte dans (#;°)"% et si
celui-ci est de dimension finie, alors celui-la I’est aussi. Ceci posé, I'hypothése de ré-
currence dit que @ € (#;%)e* et par conséquent que a € (H#;°)e %

Si Y ep, alors X peut étre choisi dans ). La semi-invariance de a par rapport a
expxX (xeR) nous dit qu’il existe un certain @ e (#;°)"™* Hy=exp(hNg), tel
qu’on ait

(a,¥(g)) = jR (d\W.(g)x(expxX) dx

pour Y €7 quelconque, ou Y, € (Jf;f’o)HW donné par Y (g') = ¥(exp (xX)g’)
(xeR,g €G).

Posons b, =hNg, 7' = ind,G,'0 (x|Ho) et I'v = (f|8) + by = (¢')*. Lorsque /e I'; et
que he Q(/,q), il est clair que b, € Q(/|g’,g'). D’ou 7’ est aussi a multiplicités finies.
D’autre part, n = indgn’ et 'on vérifie que les Hyp-orbites dans Qg (n') NIy corre-
spondent bijectivement avec H-orbites dans Q¢ (n) N I.

D’aprés tout ce qu’on vient d’observer, on peut passer de (H, ) dans G a (Hy, y|Ho)
dans G, ce qui nous permet d’appliquer ’hypothése de récurrence.

(i) Soit maintenant 3= h. C’est le cas essentiel. La condition f|3# 0 nous
ameéne au cas ou X, Y € p.

A) Supposons d’abord tTNH #3. Soit iy (3 <ip <jp) le premier indice vérifiant
g;,Nb # 3, et prenons W e hN [p, p] de sorte qu'on ait g; = RW +g; ;. Il est évident
que W est central dans b, ce qui entraine [p, W] # {0}. Signalons ensuite que W
appartient au centre de g; qui est G-stable et contenu dans b. En effet,

(W,g;,] = [[p,p], 85-1] = [P, [P, 8;,1]] = [p,3] = {0}

En fixant une base coexponentielle a b dans g (cf. [2], Chap. I), on identifie G/B a un
fermé E — G et par conséquent 5#.° (resp. a) a I’espace des fonctions de Schwartz (resp.
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une distribution tempérée) sur E. Quels que soient Y € #’; et te R, on a
(n(exptW)a,y(g)) = <a,y(exptW - g)> = {a,x,(exp (tg7' W)Y(9))> (g € E).
D’ou (x,(exp tW) — x,,(exptW))a = 0 pour tout ¢ € R, et 'on vérifie

suppac {geE: g -I(W)=f(W)}. (15)

Faisons attention a I'idéal [p, W] @ 3. En remplagant le dapeau (14) si besoin est,
on peut supposer que g;_; = [p, W] @ 3etg, = RW @ g, ;. On voit facilement que g,
est abélien. Maintenant on considére la forme quadratique symétrique non nulle

FU,V) =0, [V, W]])

sur p x p. Soient p, le noyau de F, ce qui signifie [p, [py, W]] = {0}, p; un supplémen-
taire de py dans p et {X;: 1 <j < m} une base de p, telle que I’on ait

r m
F(U,V)= Z ujv; — Z u;v;
j=1 Jj=r+1

pour U=3", uX;, V=737, vX;. Soit {¥;:1<j<m} une base de [p;, W] véri-
fiant [X;, Y] =J;xZ. Il en vient que [Xj, W] est égal & Y; (resp. —¥;) si | <j <r (resp.
r+1<j<m).

En outre [[p,p],g;] = {0} et [h,po] = po. En effet, la premiére relation est claire, la
seconde résulte de

I([p. [[B, ol W1I) = (e, 1B, [po, WIII) = I([[p, b, [po, W) = I([p, [po, WII) = {0}

Cela entraine que [py, W] est b-stable et que, si [py, W] # {0}, il existe
0+# Velpy, W <p tel que [h, V] ={0}. Comme [p, V] = {0}, V appartient au centre
3, ce qui est contradictoire. Par conséquent, [p,, W] = {0}. En résumé,

po = (centralisateur de W) N p.

Remarquons que G = H -expp,-expp; et que G = H -expp, est un sous-groupe
fermé connexe. En effet, la seconde égalité est claire. Vérifions la premiére. On a

[0, [[p, [e, w11, W11 = [p, [Ip, W1, [0, 1] = [p, [llp, W1, 9], 9]] = {0}

car [[p, W],p] =3. A savoir [p,[p,p]] = py.- S’il en est ainsi, chaque élément ge G
sécrit g =hexp(Xo+ X)) avec he H, Xpep, (k=0,1) et d’aprés la formule de
Campbell-Hausdorff on a gexp(—X;) € G. Séparons encore deux sous-cas.

a) Si[b,g, ] ={0}, alors § =} + p, est un idéal qui contient b. Au fait, g n’est
autre que le centralisateur de g,. En effet, rappelons d’abord g; , = [p, W] @3 et
g, =RW®®g, . Dou

[g’ gio—l] = [p07gi0—-1] = [p07 [pla W]] < [b’ W] + [pl’ [p(h W]] = {0}

La relation [g, W] = {0} étant triviale, on en déduit [g,g,] = {0}. D’autre part, comme
p1 = o1 RXj, 8,1 Npo > [Py, W] =372, RY; et que [([X], Yi]) = d;x, on observe que
g coincide avec le centralisateur de g, et encore avec I'orthogonal de g; par rapport a la
forme bilinéaire B;. Comme g; < b, § contient b. G =expg est un sous-groupe dis-
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tingué, o-invariant et contenant le produit HB. Nous allons reprendre les arguments
développés dans [12], pp. 165-166.

Suivant G =expp; - G, on écrit chaque g € G comme g = exp(z ~1 X Xj) - g avec
xieR et ge G. Comme [b, 8;,-1] = {0}, n(g;,_1)a et donc P(x1,X2,...,Xn)a appar-
tiennent a (# °°)H * pour tous les polyndmes P a m-variables. Cela résulte des calculs
suivants. Nous calculons Y = v—1(I(Y;) — xj)lﬁ (1 <j<m) pour tout vecteur
yeHy. Dou xja=I(Y; a+\/*Yae( =) H:X et ainsi de suite. En particulier,
pour 1 <j<m, xdae (Jf ®) Hx (VdeN) et si dim (H, ) H.X < 0, il existe un poly-
nome P; # 0 a une variable tel que Pj(x;)a =0. D’ou supp a se projette en nombre fini
de points dans exp p;.

Montrons que m(n) = dim()f;"o)gl’x presque partout pour u. La dimension en
membre droit ne dépend pas de réalisation de 7. On considére (cf. §2) me G telle que
Q(n) ﬂF soit une réunion disjointe de H- orbltes wk en nombre m(n), i.e. .Q(n) nr,=
Hk 7 wk et choisit / dans Q(z) NI, soit dans . On sait que S = ]_Ik HygyB (ré-
union d1SJ01nte), ou gx € G vérifie g -/ € w& (1 <k < m(n)), et que toutes les doubles
classes sont fermées dans G. Prenons par exemple gx, = e.

Etant donnée a e (#, )H ¥, il s’agit de montrer que a ne contient pas de dérivée
transversale a S. Comme a se décompose uniquement dans la somme a = (") ax
avec certains ay € (Jf“"o)0 vérifiant supp dr < HgyB, il nous suffit d’établir l’assertlon
suivante. Supposons que supp @ = HB — G et montrons que a est un multiple de ko,
i.e. qu’il existe un scalaire ¢ € C tel qu’on ait

@wy=c| G di
H/HNB
pour tout Y e# . Si a est une distribution sur le sous-groupe G?=
exp Z]";Z RXj) . G, il suffit d’appeler I’hypothése de récurrence.
1 ce n’est pas le cas, on écrit (cf. [3], p. 106—p. 107) a, supposée non triviale, comme
une somme de dérivées transversales de distributions sur G*:

s a]
a= —a; (a; #0). (16
]ZO Y @0 (16)
Supposons s > 1 et cherchons une contradiction. D’apres (16),

= (=1’ 'Xa, d =as_; +s 9 a; = (=1 (s = D))" a
1 6x1 1

se trouvent dans (5, °°)H %, L’hypothése de récurrence dit que a; = cja* avec un cer-

tain 0 # ¢; € C. On examine ensuite x;a’ = xya,-1 de (H#, °°)H X, Si xd =0, supp @
est inclus dans le sous-groupe G'! = exp RX exp (21'13 RX}')G et ' ne contient pas de

dérivée transversale par rapport a la variable x;. On en déduit par hypothése de ré-

currence que @’ = c/a* avec un certain scalaire ¢/, ce qui est absurde.
En conséquence, x,a’ # 0 et encore une fois xya' = —ca* avec ¢; e C. D’ou

as—1 = c2(0/ axz)aﬁ +b, b étant une distribution sur le sous-groupe G =
exp (ijz 3 RX,-) . G. Cette situation se reproduit par le fait que x3a’ = x3b appartient a
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(H, °°)H X En répétant ce procédé, on arrive éventuellement jusqu’a I’expression

d = (; ¢ 6—i>a" +a (¢eC), (17)

ol a est une distribution sur G.

Calculons l’action de exptW (teR) sur a: en notant g=expU-g avec
U=37",xXjep;, GeG et posant [ =I([X;, W]) (1<j<m), ie. [;=I(Y;) pour
l<j<retlj=-Il(Y))pourr+1<j<m,ona

(n(exptW)d',y(g)> = {d,Y(exptWexp U - §))

= <a’,l//(exp Uexpt(W— (U, W] +%[U, (U, W]]) g)>

_ <a/,e~itI(W—~[U,W]+1/2[U,[U, W]])l/,(g»
_ <a, e—it{f(W)-—ij=1 le,-+1/2(2;=1 x}?_zj’:m sz) }‘/,(g)>

pour tout Y € #;’. La semi-invariance de a’ signifie donc

(- S (S 8-S ) }) /oo as)

pour ¢t € R quelconque.

Les relations (17), (18) impliquent )", ¢;;; = 0. Il en résulte que, si /g, ;Np
#0, d n’a pas de dérivée dans la direction R(/},h,...,l,), cC’est a dire que o
est une  distribution sur D= MHexpp,, ou M=expm e m=
{U =Y xXep 3l ix = 0}. Or, D étant un sous-groupe o-invariant de
codimension 1, I’expression (17) contredit I’hypothése de récurrence.

Quand on part de ’hypothése dim(#;°)"* < oo, étant donnée a € (#; VA on a
Vu que supp a se projette en nombre fini de points dans expp,;. En décomposant a dans
la somme des distributions semi-invariantes dont le support se projette en un point dans
expp;, Oon se raméne au cas ou supp a < expXp- G=G-expXy avec un certain
Xo € p;. Quitte a transférer / € 2(n) et b e M(l,g) par I’élément gy = exp Xy, I'opéra-
teur d’entrelacement étant fourni comme translation a droite par go, il nous suffit
d’étudier a e (#;°)"* dont le support est contenu dans G. Ici @’ =ind$ y, avec
B =goBgy'letl =go-1eQ(n). Cela posé, les raisonnements faits plus haut permettent
de conclure que a est une combinaison linéaire des a* (1 < k < m(n)) donnés en §2.

b) Si[b,g;,_4] # {0}, alors ip > 4 et soit ji (2 <j1 < ip — 2) le plus grand des indices
J vérifiant [b,g;] = {0}. 1l se voit que [hN[g,g],q;,;] = {0}. En effet, il est clair que
[(B,B],9j,11] = {0}, et d'autre part [[p,p],8; ] < [P, [P, PN g1 +3l] = [p,3] = {0}. Soit
me G telle que Q(n) NI, =[]~} wk, ot I'on prend /. Notons encore que g, Np <
8i,-1Np = ([p, W] ®3)Np = [p;, W]Np < py, et envisageons une partie de la structure
d’Heisenberg introduite juste avant de séparer les deux sous-cas. Quitte a remplacer si
besoin est les vecteurs y introduits, prenons des €léments P; € p, Qi e py (1 <j <ji) et
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T e de fagon qu'on ait [P, O] =6,k Z, [T, Q] = v, I(Q1) =4, I(Q)) =0 (2<j <)1)

etg;=3® Z{;ll RO: (2 <j<ji+1). Ne cherchons le résultat que u-presque partout,

on suppose A # 0 et regarde g(/|g; () ={Veg:Bi(V,g,)= 0}. Il en vient p=
L) RP;+pNg(llg;+1), h=RT + b avec i =hNg(l|g;,1)-

Si g(/) est inclus dans I'idéal g° =}’ + p, on a g = RT + ¢° et la semi-invariance de a
pour exp RT nous améne au sous-groupe Gy = exp g°, justement comme a la fin du cas
(i). Si ensuite g(/)¢ ¢°, on considére /'€ Q(n) qui s’annule sur g;,;Np. Comme
g,+1NP<g,1Np=[p, W], on a [po,8;,1Np] < [pg, [p, W]]={0}. Il s’en voit que
al'lgy41) =P1Na+bh+po=b+pNq, q étant le centralisateur de g;,y. Car
1(Qj) =0 (2<j<j) et que I'|(g;,; Np) =0, la condition g -/ =/ pour g € G entraine
g-1lg; 1 =exp(—AP1) - I'|g; 1, d'oit g € exp(—AP1)exp(h+pNq). Alors g(/)# g° im-
plique g(/) & ¢° et il existe X' e g(I') =« h+pNq tel que X' = T + X" + P’ avec certains
X"elh et PepnNg. Dou

X =exp(—AP) - (T + X" + P) = T — A[P,, T] + X" (mod q)

appartient a g(/), car on a [X",g; 4] =g;, NpNkerl= 9:2 RQ; et par suite que

[P1, (X", g5, 1]] = {0}
Or, pour tout g € G, il existe uniquement ¢, p; (1 <j <j; — 1) dans R qui vérifient

j1—1

g-1g;.1 =exptT (H expijj) 185,415
j=1

ce qui signifie la décomposition suivante qui nous donne des coordonnées sur G:

=1 i1
G =expRT (H exp RPj) G(llg;,+1) = expRT (H exp RPj> exph’ exp(p N q)exp RX,
j=1 j=1

ou G(I|g; ) dénote le stabilisateur de /|g; ,, dans G.

Négligeons d’abord exp RX < G(/) et utilisant ensuite la semi-invariance
de a pour expRT, ce qui nous ameéne au sous-groupe distingué G” =
(Hj:‘z_ll exp RPj) exph’exp(pNq). On finit par remarquer que G” est g-stable, de codi-
mension 2 et que la représentation induite par y restreint 8 H' = expl)’ est a multiplicités
finies. Le passage de (G,H,y) a (G",H', x| H') s’assure par I’observation de la structure
d’orbites coadjointes, ce qui est identique a la fin du cas ().

B) Maintenant soit fNhH =3. Ici encore restent valables les raisonnements dével-
oppés dans le cas A). La on a utilisé le vecteur W €} et la forme F pour introduire la
structure d’Heisenberg dans une partic de p+3. Ici c’est faisable plus directe-
ment. Soit q={X ep:[X,p] ={0}}. Si q# {0}, on constate que qN3 # {0} car q
est h-stable. D’ou q = {0} et la sous-algébre T = p + [p, p] est une algébre d’Heisenberg
ayant le centre 3 = [p, p).

Soit 7€ G telle que Q(z) N T, = [[I'? ok, ou I'on choisit / € (). Soit /' € ()
vérifiant /|p=0. Si /([h,h)) #0, on peut supposer que g(/') =g, ; au drapeau
(14). En effet, g=b+1, [g,9] = [h,b] +p +3 et [h,h]NE = {0} puisque /([h,h]) = {0}.
Si ([h,b]) # {0}, h n’est pas abélienne. Comme g(/') = (hNg(/)) +3, on prend un
idéal h, de h et T e hNkerf de fagon qu’on ait h = RT + },. Finalement remlacons au
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(14) g,_; par by + £ §’il en est besoin. Cela entraine g = RT +g,_;, g(/) = g,_; et nous
utilisons 7" pour donner la premiere coordonnée dans #,. L’invariance de a pour
exp RT nous permet de passer au sous-groupe G,_; = €Xpg,_;.

Si 7([h,b]) =0,h < g(/), et la polarisation de Vergne b’ construite au moyen du
drapeau (14) est de la forme b’ =bH+a, a étant un idéal abélien de g vérifiant
dima = % dimp + 1. Dans le cas ou [b, a] # {0}, on peut adopter les arguments de A),
b). Dans le cas contraire, la commutativité [h, a] = {0} entraine [h, p] = a et que b’ est
un idéalde g. Doub=b =h+a.

Cette fois c’est les arguments de A), a) qui nous aident. Soient a = Z"’ RY; +3,
et {X;:1<j<m} les éléments de p tels que [Xj, Yk] djxZ. On identifie
exp Z] , RX; ) avec G/B. Supposons | € o et a e (#, %) Hx dont le support est égal
a B. 1l nous s’agit de montrer que a est un multiple de o, ici o t/u—np(e) pour
yeHy.

D’une part, h € Q(/, g), c’est-a-dire que h + g(/) est un sous-espace lagrangien pour la
forme bilinéaire alternée B, (cf. [4], [11]). Il s’ensuit que a < b + g(/).

D’autre part, on identifie #;° & & (R™) par Y(x1,X2,...,%Xm) = l,[/(exp(z X ))
Si a est une distribution sur un certain sous-groupe, l’hypothese de récurrence nous donne
le résultat. Sinon, justement comme dans A), a), on trouverait dans (¢, °°)H " un élé-
ment ayant la forme

:i a +b (Cjec,i ]lez #0) (19)

j=1 j=1

avec une distribution b sur B. Soit par exemple c¢; # 0.
En utilisant le fait a = § + g(/), nous écrivons Y, =T+ V avec T el, V e g(l) et
calculons n(exp T')d’ : pour €

(m(expT)d', ¥

< (eXP(Z Xj )exp(T Z X[ X, T] +3 Z x,xk[X],[Xk,T]])>>

Jj=1 Jk=1

_ <a,, e~i{l(T)—Z;.n=l xl((X;, T)+1/2 ka=1 xjx,,z([x,-,[xk,r]])} l//>

)

la-dessus on a posé djx = I([X], [ Xk, T))).
D’aprés la semi-invariance de o', on en déduit

<a,’ (1 _ ei(x1~l/2 Z;k:l djkxjxk))lll> =0 (20)

pour Y € ' arbitraire. Mais il est évident que les deux relations requises (19), (20)
révélent une contradiction.

On peut cheminer tout a fait pareillement sous ’hypothése dim(s#, VI < oo (cf.
A)).
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II. Soit finalement dimhN3=dimpN3 =1, car on a supposé au début de la
démonstration, en passant au quotient si besoin est, que hN3Nkerf = pN3zNker/ = {0}.
Posons q={Y ep:[p, Y] = {0}}. 1l se voit aussitdt que q est h-stable. Si q # pN3, il
existe 0 # Y € q tel que {0} # [h, Y] = pN3. On se trouve alors dans la situation traitée
dans la seconde moitié du cas I, (i). A la fin, si g = pN 3, on peut raisonner tout a fait
comme dans le cas I, (ii) pour achever la démonstration du théoréme 2. c.q.f.d.

D’aprés ce qu'on a expliqué au début de §3, on retrouve dans le cas symétrique le
théoreme 1 et le corollaire 1.

COROLLAIRE 2. Avec les notations introduites en §2, on constate que n(X )a’,ﬁ est un
multiple de a* (1 <k <m(rn)) pour tout X € U(g,t) et par suite que I'algébre D.(G/H)
est commutative.
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