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1. Introduction.

Soit $u$ une solution non triviale et \‘a valeurs r\’eelles de l’\’equation parabolique:

(1.1) $u_{t}=u_{xx}+q(x, t)u$ dans ] $0,1[\cross]0,$ $T[$

v\’erifiant

(1.2) $u_{x}(j, t)+g_{J}(t)u(j, t)=0$ sur $\{j=0,1\}\cross]0,$ $T[$ .

Ici $q(resp. g_{J})$ appartient \‘a $L^{\infty}(]0,1[\cross]0, T[)$ (resp. $C^{1}(]0,$ $T[)$). L’\’etude sur
l’ensemble de zero $Z(u)$ de $u$ :

$Z(u)=\{(x, t)\in[0,1]\cross]0, T[; u(x, t)=0\}$

et surtout la finitude et la d\’ecroissance du nombre des zeros de $u(\cdot, t)$ a \’et\’e

effectu\’ee, par exemple, par Angenent [2] et Kunisch et Peichl [5] et appliqu\’ee
aux dynamiques des \’equations paraboliques et semilin\’eaires, par exemPle, par
Angenent et Fiedler [3], Matano $[8, 9]$ et Nickle [11]. Nous nous int\’eressons aux
proprie’te’s g\’eom\’etriques de $Z(u)$ pr\‘es d’un point de sa partie singuli\‘ere $S(u)$ :

$S(u)=\{(x, t)\in Z(u);u_{x}(x, t)=0\}$ .
Pr\’ecisons les notations que nous utilisons. Pour une courbe $\Gamma$ dans $R^{2}$ on

dit qu’elle est une $t$-courbe (resp. $x$ -courbe) de classe $C^{k}$ et d\’efinie dans un
segment $I$ si $\Gamma=\{(\gamma(t), t);t\in I\}$ (resp. $\{(x,$ $\gamma(x));x\in I\}$ ) pour certaine $\gamma$ dans
$C^{k}(I)$ . Dans ce cas 7 $s’ appelle$ la fonction de d\’efinition de $\Gamma$ . Soient $\lambda_{m.j}$ ,
$|j|$ S. $[m/2]$ , les ragines du polyn\^ome $H_{m}(z)$ d’Hermite de degr\’e $m$ et nous les
arrengeons de la mani\‘ere suivante.

$\lambda_{m.-\iota<}\ldots<\lambda_{m.-1}<\lambda_{m.0}=0<\lambda_{m.1}<\cdots<\lambda_{m.l}$ .

Ici $1=[m/2]$ et nous avons d’\’eliminer $\lambda_{m.0}$ au cas de $m$ pair.
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NOS resultats principals sont les suivants.

THEOR\‘EME 1.1. Soit $u$ une solution non triviale de (1.1), v\’erifiant (1.2) et
apparienant \‘a

$C(]0, T[;H^{2}(0,1))\cap C^{1}(]0, T[;L^{2}(0,1))$ .
Alors il existe, pour chaque point $(x_{0}, t_{0})$ dans $S(u)$ avec $0<x_{0}<1$ , un entier $m\geqq 2$,
des constantes $\epsilon,$

$\delta>0$ , une $t$-courbe $\Gamma_{0}$ , continue et d\’efinie dans $[t_{0}-\delta, t_{0}+\delta]$ et
des $t$-courbes $\Gamma_{j},$ $0<|j|\leqq[m/2]=l$ , continues et d\’efinies dans $[t_{0}-\delta, t_{0}]$ tels que
l’on ait les suivants.

(i) L’ensemble

$Z(u)\cap\{(x, t) ; |x-x_{0}|<\epsilon, |t-t_{0}|\leqq\delta\}$

est egal \‘a la rbunion de $\Gamma_{j},$ $|j|\leqq l$ , au cas de $m$ impair et $\Gamma_{j},$ $0<|j|\leqq l$ , au cas
de $m$ pair.

(ii) Les fonctions de definition $7j$ de $\Gamma_{j}$ satisfont:
(1.3) $\lim_{tarrow t_{0}}t\gamma_{0}(t)-x_{0}\}|t-t_{0}|^{-1/2}=0$ ,

(1.4) $\lim_{t\dagger t_{0}}\{\gamma j(t)-x_{0}\}|t-t_{0}|^{-1/2}=2\lambda_{m,j}$ , $J\neq 0$ .

THEOR\‘EME 1.2. Sous les m\^emes hypoth\‘eses dans Th\’eor\‘eme 1.1, il existe, pour
chaque point $(0, t_{0})$ dans $S(u)$ , un entier $1\geqq 1$ , des cmstantes $\epsilon,$

$\delta>0$ et des t-courbes
$\Gamma_{j},$ $1\leqq j\leqq l$ , continues et d\’efinies dans $[t_{0}-\delta, t_{0}]$ tels que l’on ait les suivants.

(i) L’ensemble

$Z(u)\cap\{(x, t);0\leqq x<\epsilon, |t-t_{0}|\leqq\delta\}$

est egal a la r\’eunion de $\Gamma_{j},$ $1\leqq j\leqq l$ .
(ii) Les fonctions de d\’efinition $\gamma_{j}$ de $\Gamma_{j}$ satisfont:

(1.5) $\lim_{t\dagger t_{0}}\gamma_{j(t)|t_{0}-t|^{-1/2}}=2\lambda_{2l.j}$ .

Ces Theoremes impliquent imm\’ediatement que pour $(x_{0}, t_{0})$ dans $Z(u)$ avec
$0<x_{0}<1$ il appartient \‘a $S(u)$ si et seulement s’il existe au moins deux t-courbes
$\Gamma_{j},$ $j=1,2$ , dans $Z(u)$ , continues et d\’efinies dans $[t_{0}-\delta, t_{0}],$ $\delta>0$, telles que
$\Gamma_{1}\cap\Gamma_{2}=\{(x_{0}, t_{0})\}$ , de sorte que nous avons

COROLLAIRE 1.3. $S(u)$ est un sous-ensemble $disret$ de $[0,1]\cross]0,$ $T[$ .
Les demonstrations des Th\’eor\‘emes impliqent des r\’esultats analogues pour

des solutions des \’equations de la forme suivante:

(1.6) $u_{t}=a(x, t)u_{xx}+b(x, t)u_{x}+c(x, t)u$ dans ] $0,1[x]0,$ $T[$

v\’erifiant l’une des conditions suivantes.
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(1.7) $u(O, t)=u(1, t)=0$ dans ] $0,$ $T[$ .
(1.8) $u(O, t)=u_{x}(1, t)+g(t)u(1, t)=0$ dans ] $0,$ $T[$ .
(1.9) $u(O, t)=u(1, t)$ , $u_{x}(0, t)=u_{x}(1, t)$ dans ] $0,$ $T[$ .

Parce que sous des hypoth\‘eses sur des r\’egularit\’es convenables des coefficients
et sur $a(x, t)$ une certaine extension \‘a $R\cross$ ] $a,$

$b$ [ d’une solution de (1.6), apr\‘es
d’un changement des coordonn\’es et de multiplier une fonction non zero, devient
une solution de l’\’equation (2.1) dans le paragraphe 2 et donc Th\’eor\‘eme 3.6 et
3.9 entrainent la nature de $Z(u)$ .

Pour les d\’emonstrations des Th\’eor\‘emes nous allons utiliser et d\’evelopper
des m\’ethodes prises par Angenent [2]. Dans le paragraphe prochain nous allons
preuver, par des techniques un peu diff\’erentes \‘a celles d’Angenent [2], un
lemme de compacit\’e qui joue un r\^ole important.

2. Lemme de compacit\’e.

Dans ce paragraphe nous consid\’erons, au lieu des solutions de (1.1), une
solution de l’\’equation:

(2.1) $U_{t}=U_{xx}+F(t, U(\cdot, t))$ dans $R\cross$ ] $a,$ $b[$ .

Ici $F(t, \cdot)$ est un op\’erateur de l’une des formes suivantes.

(2.2) $F(t, f)(x)=Q(x, t)f(x)$ .
(2.3) $F(t, f)(x)=Q(x, t)f(x)$ si $x>0$ , $Q(-x, t)f(-x)$

$+ \int_{x}^{0}\{R_{1}(y, t)+R_{2}(y, t)(x-y)\}\exp(R_{3}(y, t)(x-y))f(-y)dy$ , si $x<0$ .

Ici $Q$ et $R_{j},$ $j=1,2,3$ , appartiennent \‘a $L^{\infty}(R\cross]a, b[)$ et nous faisons les
bypoth\‘eses suivantes.

(H.1) $U\in C(]a, b[;H_{1oc}^{2}(R))\cap C^{1}(]a, b[;L_{1oc}^{2}(R))$ .
(H.2) $|U(x, t)|+|U_{x}(x, t)|\leqq M_{1}\exp(x^{2}/16)$ dans $R\cross$ ] $a,$ $b[$ .
(H.3) $|U_{xx}(x, t)|\leqq M_{1}\exp(x^{2}/16)$ dans $\{(x, t);|x|\geqq M_{2}, a<t<b\}$ .
Ici $M_{j},$ $j=1,2$ , sont des constantes ind\’ependantes de $(x, t)$ .

Consid\’erons des fonctions en $(\xi, \tau)$ avec param\‘etre $(x, t)$ dans $[0,1]\cross]a,$ $b[$ ,
d\’efinies par

(2.4) $v(x, r_{j}\xi, \tau)=\exp(-\xi^{2}/2)U(x+2e^{-\tau}\xi, t-e^{-2\tau})$

et \’etudions des \’equations en $(\xi, \tau)$ que $v$ satisfont.
Soit $A$ la r\’ealisation dans $L^{2}(R)$ de
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$- \frac{1}{2}\{\frac{\partial^{2}}{\partial\xi^{2}}-\xi^{2}+1\}$

donc le domaine de d\’efinition $E_{1}$ est \’egal a $\{f;f, \xi^{2}f, f_{ee^{E}}L^{2}(R)\}$ . Soient $E_{\theta}$ ,
$0<\theta<1,$ le domaine de d\’efinition de la puissance fractionnaire $A^{\theta}$ de $A$ munit
de la norme $||f||+||A^{\theta}f||$ o\‘u $||\cdot||$ est la norme usuelle dans $L^{2}(R)$ .

Ensuite nous definissons des op\’erateurs $B(x, t;\tau)$ dans $L^{2}(R)$ tels que, pour
tout $(x, t)$ dans $[0,1]\cross]a,$ $b$ [ , $v(\tau)=v(x, t; , \tau)$ satisfont

(2.5) $v_{f}+Av=B(x, t;\tau)v$ dans $2\tau>-\log(i-a)$ .

Ces op\’erateurs $B$ sont donn\’es par la mani\‘ere suivante. Au cas de $F$ de la
forme (2.2),

$B(x, t;\tau)f(\xi)=2e^{-2\tau}Q(x+2e^{-\tau}\xi, t-e^{-2^{\sim}})f(\xi)$ ,

et au cas de $F$ de la forme (2.3)

$B(x, t;\tau)f(\xi)=2e^{-2\tau}Q(x+2e^{-\tau}\xi, t-e^{-2\tau})f(\xi)$ si $x+2e^{-\tau}\xi>0$ ,

$=2e^{-2\tau}\tilde{Q}\exp(xe^{2\tau}(x+2e^{-\tau}\xi)/2)f(-\xi-xe^{\tau})+4e^{-\S\tau}\tilde{f}$

si $x+2e^{-\tau}\xi<0$ .
Ici $\tilde{Q}=Q(-x-2e^{-\tau}\xi, t-e^{-2\tau})$ ,

$\tilde{f}=\int_{\xi_{1}}^{\xi_{0}}\{R_{1}+2(x+e^{-\tau}(\xi-\eta))\tilde{R}_{2}\}\exp(2(x+e^{-\tau}(\xi-\eta))R_{s}+(\eta^{2}-\xi^{2})/2)f(-\eta)d\eta$ ,

$\xi_{0}=xe^{\tau}/2$ , $\xi_{1}=\xi+xe^{\tau}$ , $R_{j}=R_{j}(-x+2e^{-\tau}\eta, t-e^{-2\tau})$ .
Dans ce paragraphe nous allons montrer sous les hypoth\‘eses (H. $1$ )$-(H.3)$ les

lemmes suivants.

LEMMA 2.1. Il existe une constante $C$ telle que Pour tout $(x, t, \tau, f)$ dans
$[0,1]\cross]a,$ $b[\cross\{2\tau>-\log(t-a)\}\cross L^{2}(R)$ on ait

(2.6) $||B(x, t;\tau)f||$ ;$ $Ce^{-2\tau}||f||$ .

PREUVE. Consid\’erons des applications $farrow f^{*}$ d\’efinies par

$f^{*}( \xi)=x(\xi)\int_{\xi+2C/\rho}^{c/\rho}\{1+\rho|\xi-\eta|\}\exp(d\rho|\xi-\eta|+(\eta^{2}-\xi^{2})/2)|f(-\eta)|d\eta$

o\‘u $\chi(\xi)=1$ si $\xi<-c/\rho,$ $=0$ si $\xi>-c/\rho$ . Alors (2.6) est une cons\’equence de
l’affirmation suivante. Il existe, pour tout $d>0$, une constante $C(d)$ telle que
pour tout $(\rho, c, f)$ avec $0<\rho<d$ , O$c-Sl, on ait

(2.7) $||f^{*}||\leqq C(d)||f||$ .
Pour l’\’etablir posons $h(\xi)=c/\rho$ si $\xi<-c/p-4d^{2},$ $= \max(O, -\xi-4d^{2})$ si $-c/\rho-$

$4d^{2}<\xi<-c/\rho$ et divisons $f^{*}$ en trois parties:
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$f1+f \+f\xi=x(\xi)\{\int_{\xi+2t/\rho}^{0}+\int_{0}^{h(\xi)}+\int_{h(\xi)}^{c/p}\}$

$\cross(1+\rho|\xi-\eta|)\exp(dp|\xi-\eta|+(\eta^{2}-\xi^{2})/2)|f(-\eta)|d\eta$

Comme il est ais\’e de voir que $\eta^{2}-\xi^{2}$ est inf\’erieur \‘a $-(\xi-\eta)^{2}$ si $\xi+2c/p<\eta<0$ ,
$-4d^{2}|\xi-\eta|$ si $0<\eta<h(\xi),$ $0$ si $h(\xi)<\eta<c/p$ et que $0<\eta-\xi<2\eta+4d^{2}$ si $h(\xi)<$

$\eta<c/p$ , nous avons:

$f_{1}^{*}$ $ $\int_{-\infty}^{0}(1+d|\xi-\eta|)\exp(d^{2}|\xi-\eta|-(\xi-\eta)^{2}/2)|f(-\eta)|d\eta$ ,

$f_{2}^{*}$ $ $\int_{0}^{\infty}(1+d|\xi-\eta|)\exp(-d^{2}|\xi-\eta|)|f(-\eta)|d\eta$ ,

$f_{s}^{*} \leqq\int_{c/\rho-4d^{2}}^{\iota/\rho}(3+4d^{3})\exp(2d+4d^{4})|f(-\eta)|d\eta$ ,

ce qui entrainent (2.7).

LEMME 2.2. Il exisle $\tau_{0}>0$ tel que $v(x, t;\cdot, \tau)\neq 0$ pour tout $(x, t, \tau)$ dans
$[0,1]\cross]a,$ $b[\cross\{\tau>\tau_{0}\}$ .

PREUVE. Fixons $(x, t)$ et \’ecrivons $v(\tau)=v(x, t;., \tau)$ . En vertu du Lemme
2.1 et du fait que $A$ est un g\’en\’erateur d’un semi-group de construction il est
facile de voir qu’il existe $\tau_{0}$ et $C_{\theta},$ $0<\theta<1$ , tels que

(2.8) $||v(\tau_{2})||\leqq 2||v(\tau_{1})||$

(2.9) $||A^{\theta}v(\tau_{2})||$ ;Sl $C_{\theta}\{1+(\tau_{2}-\tau_{1})^{-\theta}\}||v(\tau_{1})||$

pour tout $\tau_{0}<\tau_{1}<\tau_{2}$ . Ensuite nous montrons le suivant. Lorsque $v(\overline{\tau})\neq 0$ \‘a un
point $\overline{\tau}>\tau_{0},$ $v(\tau)\neq 0$ pour tout $\tau>\tau_{0}$ . En posant

$Lv(\tau)=Av(\tau)-(Av(\tau), v(\tau))||v(\tau)||^{-2}v(\tau)$

$f(\tau)=\{(Av(\tau), v(\tau))+||v(\tau)||^{2}\}/2||v(\tau)||^{2}$

nous obtenons avec une constante $C_{1}$

$\frac{d}{d\tau}f(\tau)=\{-||Lv(\tau)||^{2}+(Lv(\tau), B(\tau)v(\tau))\}||v(\tau)||^{-2}$

$\leqq||B(\tau)v(\tau)||^{2}||v(\tau)||^{-2}\leqq C_{1}e^{-2\tau}f(\tau)$ ,

de sorte que nous avons avec d’autre constante $C_{2}$

(2.10) $f(\tau)\leqq C_{2}f(\overline{\tau})$ , $\tau>\overline{\tau}$ .

D’autre part comme

$- \frac{d}{d\tau}\log||v(\tau)||=(Av(\tau)-B(\tau)v(\tau), v(\tau))||v(\tau)||^{-2}$



822 K. WATANABE

est inf\’erieur \‘a Const. $f(\tau)$ , nous obtenons avec d’autre constante $C_{2}$

(2.11) $||v(\tau)||\geqq\exp(-C_{s}f(\overline{\tau})(\tau-\overline{\tau}))||v(\overline{\tau})||$ , $\tau>\overline{\tau}$ .

Pour compl\’eter la preuve supposons que $v(\overline{x},\overline{t};., \tau^{*})=0$ \‘a un point $(\overline{x},\overline{t}, \tau^{*})$ .
Lorsque nous posons

$t^{*}= \inf\{t>a ; v(\overline{x}, t;., \tau^{*})=0\}$ ,

nous avons au cas de $t^{*}>a$ que $v(\overline{x}, t^{*} ; ., \tau)=0$ pour tout $\tau>\tau_{0}$ , de sorte qu’il
resulte de d\’efinition (2.4) de $v$ que pour $\epsilon>0$ assez petit et pour tout $(\xi, \tau)$

$v(\overline{x}, t^{*}-\epsilon;\xi, \tau)=v(\overline{x}, t^{*} ; \overline{\xi}(\epsilon, \xi, \tau),\overline{\tau}(\epsilon))\exp(\{\overline{\xi}(\epsilon, \xi, \tau)^{2}-\overline{\tau}(\epsilon)^{2}\}/2)$

avec certaines $\overline{\tau}(\epsilon),\overline{\xi}(\epsilon, \xi, \tau)$ , ce qui est une contradiction que nous cherchons.
Lorsque $t^{*}=a$ , des arguments pareils impliquent que $U=0$ dans $R\cross$ ] $a,$ $b[$ ,
ce qui compl\‘ete la preuve.

Nous donnons un lemme de compacit\’e qui a \’et\’e prouv\’e par Angenent [2]

au cas de $F$ de la forme (2.2). Pour $\sigma>0$ assez petit posons

$h_{0}= \min$ (Vf, $\exp(-\tau_{0})$), $D_{\sigma}=[0,1]\cross[a+\sigma, b-\sigma]$

o\‘u $\tau_{0}$ est la constante donn\’ee dans Lemme 2.2 et consid\’erons des fonctions dans
$L^{2}(R)$ d\’efinies par

(2.12) $w(x, t, h, \xi)=\exp(-\xi^{2}/2)U(x+2h\xi, t)$ .
LEMMA 2.3. L’ensemble

$\{w(x, t, h, )/||w(x, t, h, )|| ; (x, t)\in D_{\sigma}, 0<h<h_{0}\}$

$eSl$ pr\’ecomPacte dans $E_{\theta}$ pour tout $0<\theta<1$ .

PREUVE. Par la d\’efinition de $w$

$w(x, t, h, \xi)=v(x, t+h^{2}, \xi, -\log(h))$ ,

nous obtenons du Lemme 2.2 que $w\neq 0$ . En utilisant les notations dans la
preuve du Lemme 2.2, nous prenons

$\tau_{1}=-\frac{1}{2}\log(2h^{2})$ , $\tau_{2}=-\log(h)$ ,

et appliquons $(2.9)-(2.11)$ . Alors nous avons avec d’autre constantes $C_{i},$ $k=$

$1,2,3$ ,

$||A^{\theta}w(x, t, h, )||\leqq C_{\theta}\{1+(\log\sqrt{}^{-}2)^{-\theta}\}||v(x, t+h^{2} ; \tau_{1})||$

$\leqq C_{1}\exp(C_{2}f(\tau_{1}))||v(x, i+h^{2} ; , \tau_{2})||$

$\leqq C_{1}\exp(C_{s}f(\tau_{0}))||w(x, t, h, )||$ .
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Puisque $f(\tau_{0})=f(x, t;\tau_{0})$ est born\’e dans $D_{\sigma}$ , nous avons pour une constante $C$

ind\’ependante de $(x, t, h)$

$||A^{\theta}w(x, t, h, )||\leqq C||w(x, t, h, )||$ ,

de sorte que la compacit\’e de l’injection de $E_{\theta}$ dans $E_{\phi}(\theta>\emptyset)$ implique la con-
clusion.

Nous pr\’esentons un lemme d\^u a Angenent $[1, 2]$ qui est une cons\’equence
du lemme de compacit\’e et nous allons l’utiliser dans le paragraphe prochain.
Posons

$Z(U)=\{(x, t)\in R\cross]a, b[;U(x, t)=0\}$ ,

$S_{\sigma}(U)=\{(x, t)\in Z(U)\cap D_{\sigma} ; U_{x}(x, t)=0\}$ .
LEMME 2.4. Soit $(x_{0}, t_{0})\in S_{\sigma}(U)$ . Lorsque $\tau$ tient vers $\infty$ , la suite {$v(x_{0},$ $t_{0}$ ;

., $\tau$) $/||v(x_{0}, t_{0} ; ., \tau)||\}$ converge dans $L^{2}(R)$ vers une fonctim propre de A qui est
un multiple de $H_{n}(\xi)\exp(-\xi^{2}/2)$ avec $n\geqq 1$ . De plus cette suite, par le lemme de
compacit\’e, converge dans $E_{\theta}$ pour tout $0<\theta<1$ et donc dans $C^{1}(R)$ . Par cm-
s\’equence il existe une $t$-courbe dans $Z(U)$ , continue, difinie dans $[t_{0}-\delta, t_{0}],$ $\delta>0$,

et dipartant \‘a parlir de $(x_{0}, t_{0})$ .

3. Cas de solution sur $R$ .
Dans ce paragraphe nous consid\’erons $Z(U)$ pour une solution non-triviale $U$

de (2.1) v\’erifiant (H. $1$ ) $-(H.3)$ . Avant de le faire nous \’etudions une solution
locale et $C^{\infty},$ $V$ , de l’\’equation:

(3.1) $V_{t}=V_{xx}+r(x, t)V$ dans $B=\{(x, t);|x|+|t|<\epsilon\}$

v\’erifiant une hypoth\‘ese:

(H.4) $V$ appartient \‘a $C^{\infty}(B)$ et elle s’annule \‘a l’ordre fini \‘a $(0,0)$ .
Ici $r$ appartient \‘a $L^{\infty}(B)$ . Cette hypoth\‘ese signifie qu’il existe un entier $m\geqq 1$

tel que

$( \frac{\partial}{\partial_{X}})^{i}(\frac{\partial}{\partial t})^{j}V|_{(0.0)}=0$ pour tout $i+2j<m$ ,

$( \frac{\partial}{\partial x})^{a}(\frac{\partial}{\partial t})^{\beta}V|_{(0.0)}\neq 0$ pour certain $\alpha+2\beta=m$ .

Dans ce cas on dit que $V$ s’annule \‘a $(0,0)$ \‘a l’ordre de poids $m$ et posons

$V_{k}(x, t)= \sum_{i+2j=k}\frac{x^{i}t^{j}}{i!j!}(\frac{\partial}{\partial_{X}})^{i}(\frac{\partial}{\partial t})^{j}V|_{(0.0)}$ ,

$P_{N}(x, t)= \sum_{k=m}^{m+N}V_{\iota}(x, t)$ .
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Alors il r\’esulte de (3.1) que, pour $k=m,$ $m+1$ ,

(3.2) $V_{k.t}=V_{k.xx}$ ,

(3.3) $V_{k}(x, t)=d_{k} \prod_{J=1}^{\iota}\{x^{2}+4t\lambda_{k.j}^{2}\}$ si $k=2l$ ,

$=d_{i}x \prod_{j=1}^{l}\{x^{2}+4t\lambda_{k.j}^{2}\}$ si $k=2l+1$ ,

o\‘u $d_{k}=( \frac{\partial}{\partial x})^{k}V|_{(0.0)}(k!)^{-1}$ .

Nous avons alors

$| \frac{\partial}{\partial_{X}}V_{m}(x, t)|+|\frac{\partial}{\partial t}V_{m}(x, t)||t|^{1/2}\geqq C\{x^{2}+|t|\}^{(m-1)/2}$

avec une constante $C>0$ et cette estimation nous permet d’utiliser un cas sP\’ecial
des r\’esultats d\^us aux Kuiper [4], Kuo [6] et Paunescu [12].

LEMMA 3.1. Soit $V$ une solution $C^{\infty}$ de (3.1) s’annulant \‘a $(0, \Theta)$ \‘a l’ordre de
Poids m1112. Alors il existe, Pour tout $N\geqq 0,$ $C^{1+N}diff\ell omorphisme\Phi_{N}$ autour de
$(0,0)$ tel que

(i) $V(\Phi_{N}(x, t))=P_{zN+1}(x, t)$ ,

(ii) $\partial\Phi_{N}/\partial(x, t)|_{(0.0)}=L’ identit\acute{e}$ ,

(iii) $( \frac{\partial}{\partial x})^{i}(\frac{\partial}{\partial t})^{j}\Phi_{N}|_{(0.0)}=0$ si $2\leqq i+j\leqq 1+N$ .

Les parties (ii) et (iii) n’ont pas \’ete mentionn\’ees dans les travaux ci-dessus.
Mais elles sont clairs par la m\’ethode de la construction de $\Phi_{N}$ qui est donn\’ee
par la mani\‘ere suivante. Posons

$F(x, t, s)=(1-s)P_{2N+1}(x, t)+sV(x, t)$

et d\’esignons par $\phi(s;\overline{x},\overline{t})$ la solution de l’\’equation:

$\frac{d}{ds}\emptyset=-F_{s}(\emptyset)|grad_{(x.t)}F(\phi, s)|^{-2}grad_{(x.t)}F(\varphi’, s)$ ,

$\phi(0)=(\overline{x},\overline{t})$ .
Alors $\Phi_{N}$ est donne par $\Phi_{N}(x, t)=\phi(1;x, i)$ et satisfait les conditions $(i)-(iii)$

du Lemme.

LEMMA 3.2. Sous les m\^emes hypoth\‘eses que celles dans Lemme 3.1, il existe
$\rho,$

$\delta>0$ , une $t$-courbe $\Gamma_{0},$ $C^{\infty}$ et d\’efinie dans $[-\delta, \delta]$ et des $x$ -courbes $\Gamma_{j},$ $1\leqq j\leqq$

$[m/2]=l,$ $C^{\infty}$ et d\’efinies dans un voisinage de $0$ tels que l’on ait les suivants.
(i) L’ensemble
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$\{(x, t);|x|\leqq\rho, |t|\leqq\delta, V(x, t)=0\}$

est \’egal \‘a la r\’eunion de $\Gamma_{j},$ $0\leqq_{J}\leqq l$, au cas de $m$ impair et $\Gamma_{j},$ $1\leqq$ ] $\leqq l$, au cas de
$mP^{air}$ .

(ii) les fonctions de d\’efinitim $\gamma_{j}$ de $\Gamma_{j}$ satisfont:

(3.4) $\gamma_{0}(0)=0,$ $\gamma_{0.i}(0)=-4\{d_{m+1}\prod_{j\Rightarrow 1}^{l+1}\lambda_{m+1}^{2}\}\{d_{m}\prod_{j=1}^{l}\lambda_{m.j\}^{-1}}^{2}$

(3.5) $\gamma_{j}(0)=\gamma_{j.x}(0)=0$ , $\gamma_{j.xx}(0)=-1/2\lambda_{m.j}^{2}$ , $j>0$ .

PREUVE. En vertu du Lemme 3.1, il suffit d’\’etudier les ensembles de zero
des $P_{lN+1}$ . Consid\’erons des \’equations:

(3.6) $y^{-m}P_{2N+1}(y, y^{2}\phi)=0$ ,

$(3.7)_{\pm}$ $s^{-m}P_{2N+1}(s\psi, \pm s^{2})=0$ .
Du th\’eor\‘eme de fonction implicite et de (3.3) l’equation (3.6) en $\emptyset$ poss\‘ede $l$

racines $\phi=\phi_{j}(y)$ , l$i$l, qui sont analytiquement d\’ependantes de $y$ Pour $|y|$

assez petit, telles que $\phi_{j}(0)=-1/4\lambda_{m.j}^{2}$ . De plus au cas de $m$ impair $(3.7)_{\pm}$ en
$\psi$ poss\‘ede la seule racines $\psi=\psi_{\pm}(s)$ , qui est holomorphiquement d\’ependante de $s$

pour $|s|$ assez petit, telle que $\psi_{\pm}(0)=0$. Puisque $\psi_{+}(s)=i\psi_{-}(is)$ et $\psi_{\pm}(s)$ est r\’eel
pour $s$ r\’eel, $\psi(s)$ , d\’efinie par

$\psi(s)=\sqrt{\pm S}\psi_{\pm}(’\pm s)$ si $\pm S>0$ ,

est analytique en $s$ . Nous avons donc que les zeros de $P_{2N+1}$ sont donn\’es par

$t=x^{2}\phi_{j}(x)$ , $1\leqq j\leqq l$ ,

et de plus au cas de $m$ impair $x=\psi(t)$ . En remarquant que $\psi_{t}(0)=\psi_{+.t}(0)$ et
qu’elle est d\’etermin\’ee par (3.2), nous avons

$0= \lim_{sarrow 0}s^{-m-1}P_{2N}+1(s\psi_{+}(s), s^{2})$

$=d_{m} \psi_{t}(0)\prod_{j=1}^{\iota}4\lambda_{m.j}^{2}+d_{m+1}\prod_{j=1}^{l+1}4\lambda_{m+1.j}^{2}$ ,

ce qui implique (3.4).

Fixons $(x_{0}, t_{0})$ dans $S_{2\sigma}(U)$ et consid\’erons des fonctions dans $C([-1,$ $\infty$ [;
$L^{2}(R))$ avec param\‘etre $h,$ $0<h< \min(\sqrt{\sigma}, \exp(-1-\tau_{0}))$ , d\’efinies par

(3.8) $\omega(h;\xi, \tau)=C_{h}\exp(-\xi^{2}/2)U(x_{0}+2he^{-\tau}\xi, f_{0}+h^{2}(1-e^{-2\tau}))$ ,

o\‘u la constante $C_{h}$ est determin\’ee telle que la norme dans $L^{2}(R)$ de $\omega(h;., -1)$

est \’egal \‘a 1. Alors $\omega(h; ., )$ est une solution de l’\’equation:

(3.9) $\omega_{\tau}+A\omega=B(h ; \tau)\omega$ , $\tau>-1$ .
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Ici $B(h;\tau)$ sont des op\’erateurs d\’efinis par la mani\‘ere suivante. Au cas de $F$

de la forme (2.2),

$B(h;\tau)f(\xi)=2h^{2}e^{-2\tau}Q(x_{0}+2he^{-\tau}\xi, t_{0}+h^{2}(1-e^{-2\tau}))f(\xi)$ ,

et au cas de $F$ de la forme (2.3),

$B(h;\tau)f(\xi)=2h^{2}e^{-l\tau}Q(x_{0}+2he^{-\tau}\xi, t_{0}+h^{2}(1-e^{-2\tau}))f(\xi)$ si $x_{0}+2he^{-\tau}\xi>0$ ,

$=2h^{2}e^{-2\tau}\exp(x_{0}e^{2\tau}\{x_{0}+2he^{-\tau}\xi\}/2h^{2})\tilde{Q}f(-\xi-x_{0}e^{\tau}/h)$

$+4h^{s}e^{-s\tau}7$ si $x_{0}+2he^{-\tau}\xi<0$ .
Ici $\tilde{Q}=Q(-x_{0}-2he^{-\tau}\xi, t_{0}+h^{2}(1-e^{-2\tau}))$ ,

$f= \int_{\rho}^{p}:\{R_{1}+2(x_{0}+he^{-\tau}(\xi-\eta))5_{1}\}\exp(2\{x_{0}+he^{-\tau}(\xi-\eta)\}R_{3}$

$+(\eta^{2}-\xi^{t})/2)f(-\eta)d\eta$ ,

$\rho_{1}=\xi+x_{0}e^{\tau}/h$ , $\rho_{8}=x_{0}e^{\tau}/2h$ , $ff_{j}=R_{j}(-x_{0}+2he^{-\tau}\eta, t_{0}+h^{2}(1-e^{-2\tau}))$ .
Par des arguments dans la preuve du Lemme 2.1 nous avons les estimations

suivantes.

(3.10) $||B(h;\tau)f||\leqq Ch^{g}e^{-2\tau}||f||$

avec une constante $C$ ind\’ependante de $(x_{0}, t_{0}, h, \tau, f)$ .
DEFINITION 3.3. Pour chaque $(x_{0}, t_{0})$ dans $S_{2\sigma}(U)$ nous d\’esignons par $\Lambda=$

$\Lambda(x_{0}, t_{0})$ l’ensemble des suites $\lambda=\{h_{n}\}$ nulles et d\’ecroissant telles que la suite
$\{\omega(h_{n} ; ., -1)\}$ converge dans $E_{\theta}$ pour tout $0<\theta<1$ .

En vertu du Lemme 2.3 $\Lambda$ n’est pas vide. Comme $\omega$ est une solution de
(3.9), il r\’esulte de (3.10) que, pour chaque $\lambda=\{h_{n}\}$ dans $\Lambda,$ $\{\omega(h_{n} ; ., )\}$ con-
verge dans $C([-1, \infty [; E_{\theta})$ pour tout $0<\theta<1$ et donc dans $C([-1, \infty[;C^{1}(R))$ .
Nous notons par $\omega_{\lambda}$ sa limite et elle est une solution analytique de l’\’equation:

(3.11) $\frac{\partial}{\partial_{T}}\omega_{\lambda}+A\omega_{\lambda}=0$, $\tau>-1$ .
Nous d\’emontrons une am\’elioration du Th\’eor\‘eme $B$ d’Angenent [2].

LEMME 3.4. Soit $(x_{0}, t_{0})\in S_{2\sigma}(U)$ . Il existe alors un entier $m\geqq 2$, deux suites
$\{\epsilon_{n}\},$ $\{\delta_{n}\}$ , nulles et strictement d\’ecroissant tels que l’on ait les suivants.

(i) $U(x_{0}\pm\epsilon_{n}, )\neq 0$ sur $[t_{0}-\delta_{n}, t_{0}+\delta_{n}]$ .
(ii) Sur $I_{n}=[x_{0}-\epsilon_{n}, x_{0}+\epsilon_{n}],$ $U(\cdot, t_{0}+\delta_{n})\neq 0$ au cas de $m$ pair et $U(\cdot,$ $t_{0}+$

$\delta_{n})$ poss\‘ede le seul zero, not\’e par $x_{n}$ , au cas de $m$ impair.
(iii) Sur $I_{n},$ $U(\cdot, r_{0}-\delta_{n})$ poss\‘ede exactement $m$ zeros $x_{n.f},$ $|j|\leqq[m/2]=l$, tels

que $x_{n.-1}<x_{n.0}<x_{n.1}$ ,

$x_{n.-\iota<}\ldots<x_{n.-1}<x_{0}<x_{n.1}<\ldots<x_{n.l}$ .
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Ici on a d’e’liminer $x_{n.0}$ au cas de $m$ pair.

PREUVE. Fixons $\lambda=\{h_{n}\}$ dans $\Lambda(x_{0}, t_{0})$ . Puisque $(x_{0}, t_{0})$ est dans $S(U),$ $\omega_{\lambda}$

s’annule \‘a $(0,0)$ \‘a l’ordre de poids $m\geqq 2$ et nous appliquons Lemme 3.2 \‘a $\omega_{\lambda}$ .
Alors pour $\delta,$ $\delta’,$ $\epsilon>0$ assez petit avec $\exp(-2\delta)+\exp(2\delta’)=2$, nous avons les
suivants.

(i) $\omega_{\lambda}(\xi, \tau)\neq 0$ si $\epsilon\leqq|\xi|\leqq 2\epsilon$ , $-\delta’\leqq$ \mbox{\boldmath $\tau$};$\delta .

(ii) Sur $\{|\xi|\leqq\epsilon\},$ $\omega_{\lambda}(\cdot, \delta)\neq 0$ au cas de $m$ pair et elle poss\‘ede le seul zero
au cas de $m$ impair.

(iii) $\omega_{\lambda}(\cdot, -\delta’)$ poss\‘ede exactement $m$ zeros $\xi_{j},$ $|j|\leqq[m/2]=l$, sur $\{|\xi|\leqq\epsilon\}$

tels que $\xi_{-1}<\xi_{0}<\xi_{1}$ ,

$\xi_{-\iota<}\ldots<\xi_{-1}<0<\xi_{1}<\ldots<\xi_{\iota}$ .
Ici on a d’\‘eliminer $\xi_{0}$ au cas de $m$ pair. Lorsque nous posons

$\delta_{n}=h_{n}^{2}(1-e^{-g\delta})$ , $\epsilon_{n}=2\epsilon h_{n}e^{\delta^{i}}$

la convergence de $\{\omega$( $h_{n}$ ; ., ) $\}$ vers $\omega_{\lambda}$ dans $C([-1, \infty [; C^{1}(R))$ et les simpli-
cit\’es des zeros ci-dessus de $\omega_{\lambda}$ , qui sont une consequence du Lemme 3.2, im-
pliquent la conclusion.

Remarque du Lemme 3.4. Les parties (i) et (ii) entrainent que deux
$t$-courbes $\Gamma_{j},$ $j=1,2$, dans $Z(U)\cap D_{2}.$ , continues et d\’efinies dans ] $t_{1},$ $t_{2}$], ne pos-
s\‘ede aucun point commun si $\Gamma_{1}\cap\Gamma_{2}\cap\{t=t_{2}\}$ est vide.

Consid\’erons d’abord des zeros de $U$ dans $\{x>0\}$ . Pour $0<\alpha<\beta<1$ , nous
notons par $z(\alpha, \beta;t)$ le nombre des zeros de $U(\cdot, t)$ sur $\alpha\leqq x\leqq\beta$ .

LEMMA 3.5. Supposons que

$U(\alpha, t)U(\beta, t)\neq 0$ sur $t_{1}\leqq t\leqq t_{2}$

et que $1\leqq z(\alpha, \beta;t_{1})<\infty,$ $1\leqq z(a, \beta;t_{2})$ . Alors $z(\alpha, \beta; )$ est dicroissant dans
$[f_{1}, t_{2}]$ .

PREUVE. Comme $\{t\in]t_{1}, t_{2}[;z(\alpha, \beta;t)=0\}$ est ouvert, nous prenons une
composant connexe ] $t_{s},$ $t_{4}$ [ de cet ensemble (s’il n’est pas vide) et appliquons
Lemme 3.4 \‘a $U$ pr\‘es de $(x^{*}, t_{4})$ o\‘u $U(x^{*}, t_{4})=0$ , a;;lx*$\beta . Nous avons alors
$z(a, \beta;t_{4}-\epsilon)\geqq 1$ pour certain $\epsilon>0$ assez petit et donc $z(a, \beta;t)\geqq 1$ sur $t_{1}\leqq t\leqq t_{2}$ .
Pour montrer d\’ecroissance de $z(\alpha, \beta; )$ il suffit de preuver que $z(\alpha, \beta;i_{1})\geqq$

$z(\alpha, \beta;t_{2})$ . Mais c’est une cons\’equence du Lemme 2.4 et la remarque du
Lemma 3.4.

TH\’EOR\‘EME 3.6. Soit $U$ une solution non triviale de (2.1) v\’erifiant (H. $1$ )$-(H.3)$

et soit $(x_{0}, t_{0})\in S_{2\sigma}(U)$ avec $0<x_{0}<1$ . Alors la m\^eme conclusion que Th\’eor\‘eme 1.1
pour $Z(U)$ dans un voisinage de $(x_{0}, t_{0})$ est v\’erifie.
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PREUVE. Nous utilisons les notations de la preuve du Lemme 3.4. Nous
obtenons alors par la d\’ecroissance de $z(a, \beta; .)$ que pour $t_{0}-\delta_{n_{0}}\leqq t\leqq t_{0}-\delta_{n}$ et
pour $n\geqq n_{0}$ ( $n_{0}$ assez grand)

$m=z(x_{0}-\epsilon_{n_{0}}, x_{0}+\epsilon_{n_{0}} ; t_{0}-\delta_{n_{0}})$

$\geqq z(x_{0}-\epsilon_{n_{0}}, x_{0}+\epsilon_{n_{0}} ; t)\geqq z(x_{0}-\epsilon_{n}, x_{0}+\epsilon_{n} ; t_{0}-\delta_{n})=m$ ,

de sorte que $z(x_{0}-\epsilon_{n_{0}}, x_{0}+\epsilon_{n_{0}} ; t)=m$ pour $t_{0}-\delta_{n_{0}}\leqq t<t_{0}$ . Prenons $n_{1}>n_{0}$ assez
grand tel que $z(x_{0}-e.,, x_{0}+e.1;t_{0})=1$ . Alors il r\’esulte du Lemme 2.4 et de la
d\’ecroissance de $z$ que $z(x_{0}-\epsilon_{n_{1}}, x_{0}+\epsilon_{n_{1}} ; t)$ est constante 51 sur $t_{0}<t\leqq t_{0}+\delta_{n_{1}}$ ,

ce qui complete la preuve de la m\^eme conclusion que la partie (i) du Th\’eor\‘eme
1.1. Pour d\’emontrer le reste nous avons besoin de savoir pr\’ecis\’ements des
zeros de $\omega_{\lambda},$

$\lambda\in\Lambda$ . Notons par $z(\lambda;\tau)$ le nombre des zeros de $\omega_{\lambda}(\cdot, \tau)$ sur $R$ .

LEMME 3.7. Soit $(x_{0}, t_{0})ES_{2}(U)$ avec $0<x_{0}<1$ . Alors Pour tout $\mu\in\Lambda(x_{0}, t_{0})$ ,

$\omega_{\mu}$ s’annule \‘a $(0,0)$ au m\^eme ordre de poids. Lorsque nous le notms par $m$ ,
$z(\mu;\tau)=m\alpha-1<\tau<0,1\alpha\tau=0,1$ et $m$ est imPair, $0sz\tau>0$ et $m$ est pair.

PREUVE. Puisque l’ordre de poids d’annulation \‘a $(0,0)$ de $\omega_{\mu},$
$\mu=\{k_{n}\}\in\Lambda$ ,

est \’egal au nombre des $t$-courbes dans $Z(U)$ , continues et d\’epartant \‘a partir de
$(x_{0}, t_{0})$ dans la direction de la pass\’e, il est ind\’ependant de $\mu$ . Si $z(\mu;\tau_{0})>m$

\‘a un point $\tau_{0}$ avec $-1<\tau_{0}<0$ , il r\’esulte du Lemme 3.2 que pour $T_{0^{-\tau_{1}>0}}$ assez
petit, $\omega_{\mu}(\cdot, \tau_{1})$ poss\‘ede au moins $m+1$ simples zeros sur $R$ , de sorte que $\omega(k_{n}$ ;
, $\tau_{1})$ aussi poss\‘ede au moins $m+1$ zeros pour $n$ assez grand. C’est une con-

tradiction contre la partie (i-). Nous avons donc par la d\’ecroissance de $z(\mu;)$

que
$m\geqq z(\mu;\tau)\geqq z(\mu;-0)\geqq m$ , $-1<\tau<0$ .

Par des arguments pareils nous peuvons d\’eterminer les valeurs de $z(\mu;\tau)$ pour
$\tau\geqq 0$.

Nous d\’esignons les zeros de $\omega_{\lambda}($ ., $\tau)$ sur $R$ par $\xi_{j}(\lambda;\tau),$ $0<|j|\leqq l=[m/2]$ ,
$-1<\tau\leqq 0$ et de plus $\xi_{0}(\lambda;\tau),$ $-1<\tau$, au cas de $m$ impair et nous les arrengeons

(3.12) $\xi_{j}(\lambda, \tau)<\xi_{k}(\lambda, \tau)$ , $j<k$ , $-1<\tau<0$ .

$LEMMA^{\vee}3.8$ . Lorsque $\{\omega_{\lambda_{n}}(\cdot, -1)\},$ $\lambda_{n}\in\Lambda$ , converge vers $\omega_{\lambda}(\cdot, -1)$ dans $E_{\theta}$ ,
$\theta<1,$ $pmr$ chaque $j\neq 0$, (resp. $j=0$), $\{\xi_{j}(\lambda_{n} ; )\}$ cmverge vers $\xi_{j}(\lambda; )dms$

$C([-\delta, 0]),$ $(nsp. C([-\delta, \delta]))$ , avec certaine cmstante $\delta>0$ .
PREUVE. Nous consid\’erons des zeros complexes de $\omega_{\mu}$ pr\‘es de $(0,0)$ et

posons
(3.13) $f(\mu;\zeta, z)=\zeta^{-m}\omega_{\mu}(\zeta, \zeta^{2}z)$ , $F(\mu;\zeta, z)=-f_{\zeta}/f_{z}$ .
Puisque $\omega_{\rho}$ est une solution analytique de (3.11), il existe des fonctions $\phi_{j}(\mu;)$ ,
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$1\leqq_{J}\leqq 1$ , holomorphes dans un voisinage de $\zeta=0$ dans $C$ telles que

$f(\mu;\zeta, \phi_{j}(\mu;\zeta))=0$ , $\phi_{j}(\mu;0)=-1/2\lambda_{m.f}^{2}$ ,

de sorte que $\xi_{j}(\mu;\tau)$ et $\xi_{-j}(\mu;\tau)$ sont deux solutions de $\Phi_{J}(\mu;\xi)=\tau$ o\‘u
$\Phi_{j}(\mu;\xi)=\xi^{2}\phi_{j}(\mu;\xi)$ . Parce que $\phi_{j}$ est la solution de l’\’equation:

$\frac{\partial\phi}{\partial\zeta}=F(\mu;\zeta, \phi(\zeta))$ , $\phi(0)=-1/2\lambda_{m,j}^{2}$ ,

pour montrer la convergence de $\{\xi_{j}(\lambda_{n}, )\}$ il suffit de preuver la convergence
uniforme de $\{f$ ( $\lambda_{n}$ ; ) $\}$ dans un voisinage de $(0, -1/2\lambda_{m.j}^{2})$ dans $C$ . Pour le
faire consid\’erons l’\’equation (3.11) qui poss\‘ede le bon noyau:

$\omega_{\mu}(\zeta, z)=\int_{-\infty}^{\infty}H(\zeta, \eta, z+1)\omega_{\mu}(\eta, -1)d\eta$ ,

$H(\zeta, \eta, z)=2\exp(1+(\eta^{2}-\zeta^{2})/2)G(2e(e^{-z}\zeta-\eta), e^{2}(1-e^{-2z}))$ ,

$G(x, t)=(4\pi t)^{-1/2}\exp(-x^{2}/4t)$ .

Alors il r\’esulte de la convergence de $\{\omega_{\lambda_{n}}(\cdot, -1)\}$ que $\{\omega_{\lambda_{n}}(\cdot, )\}$ converge
dans un voisinage de $(0,0)$ dans $C$ et donc nous avons la convergence de { $f(\lambda_{n}$ ;
., )}. En utilisant, au lieu de (3.13),

$g_{\pm}(\mu;\zeta, z)=z^{-m}\omega_{\mu}(z\zeta, \pm z^{2})$ , $G_{\pm}(\mu;\zeta, z)=-g_{\pm.z}/g_{\pm.\zeta}$ ,

des arguments pareils entrainent la convergence de $\{\xi_{0}(\lambda_{n}, )\}$ .

PREUVE de la partie (ii) du Th\’eor\‘eme 3.6. Soient $\Gamma_{j},$ $|j|\leqq[m/2]=l$ , des
$t$-courbes donn\’ees par la partie (i) et $\gamma_{j}$ ses fonctions de d\’efinition. Nous les
arrengeons de la mani\‘ere suivante.

$\gamma_{j}(t)<\gamma_{k}(t)$ , $]<k$ , $t_{0}-\delta\leqq t<t_{0}$ .

Fixons $\kappa\neq 0$ et prenons $\{t_{n}\}$ strictement croissant et convergeant vers $t_{0}$ telle
que

$\lim_{narrow\infty}\{\gamma_{\kappa}(t_{n})-x_{0}\}(t_{0}-t_{n})^{-1/2}=\lim_{t\uparrow}\sup_{t_{0}}\{\gamma_{\kappa}(t)-x_{0}\}(t_{0}-t)^{-1/2}$ .

Nous notons cette constante par $C_{\kappa}$ . Posons pour $-1<\rho<0$

$k_{n}(\rho)=\{(t_{0}-t_{n})(e^{-2\rho}-1)^{-1}\}^{1/2}$ .

Alors nous d\’eduisons du Lemme 2.3 qu’il existe une sous-suite $\lambda(p)=\{k_{n(i)}\}$ de
$\{k_{n}(\rho)\}$ telle que $\lambda(\rho)$ est dans $\Lambda$ et que pour $-1<\tau<0$ et pour $i$ assez grand

$\omega(k_{n(i)j}\cdot, \tau)$ poss\‘ede $m$ zeros $\xi_{n(i),j}(\tau),$ $|j|\leqq l$ , v\’erifiant

$\lim_{iarrow\infty}\xi_{n(t).j}(\tau)=\xi_{j}(\lambda(\rho);\tau)$ .

Par la conclusion de la partie (i) nous avons
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$\gamma_{\kappa}(t_{n(i)})=x_{0}+2k_{n(t)}e^{-p}\xi_{n(i)}.K(p)$ ,

ce qui implique par tenant $i$ vers $\infty$ que

$C_{\kappa}=2e^{-\rho}(e^{-zp}-1)^{-1/2}\xi_{\kappa}(\lambda(\rho), \rho)$ , $-1<\rho<0$ .
D’autre part comme $\{\omega_{\lambda}(\cdot, -1)j\lambda\in\Lambda\}$ est compacte dans $E_{\theta},$ $\theta<1$ , il existe
une suite $\{\rho_{n}\}$ strictement croissant et convergeant vers $0$ telle que $\{\omega_{\lambda(\rho_{n^{)(}}}\cdot$ ,
$-1)\}$ converge vers certain $\omega_{\mu}(\cdot, -1),$ $\mu\in\Lambda$ , dans $E_{\theta}$ , de sorte que nous avons
du Lemme 3.8 les convergences uniformes de $\{\xi_{\kappa}(\lambda(\rho_{n}); )\}$ vers $\xi_{\kappa}(\mu; )$ et de
$\{\phi_{\kappa}(\lambda(\rho_{n}); )\}$ vers $\phi_{\kappa}(\mu; )$ . Par cons\’equence nous obtenons

$C$ . $= \lim_{narrow\infty}\sqrt{}^{-}\overline{2}\xi_{\kappa}(\lambda(\rho_{n});\rho_{n})|\rho_{n}|^{-1/2}$

$= \lim_{narrow\infty}\sqrt 2^{-}sgn(\kappa)|\phi_{\kappa}(\lambda(\rho_{n});\xi_{\kappa}(\lambda(\rho_{n});\rho_{n}))|^{-1/2}=2\lambda_{m.\kappa}$ .

Pour comPleter la preuve remarquons que des arguments Pareils imPliquent aussi

$C$ . $= \lim_{t\dagger}\inf_{t_{0}}\{\gamma_{\kappa}(t)-x_{0}\}(t_{0}-t)^{-1/2}$ ,

$\lim_{tarrow t_{0}}\{\gamma_{0}(t)-x_{0}\}|t_{0}-t|^{-1/2}=0$ .

Remarque du Th\’eoreme 3.6. Ce Th\’eor\‘eme entraine imm\’ediatement le sui-
vant. Lorsque $U$ est une solution de (2.1) v\’erifiant (H. $1$ ) $-(H.3)$ et

$U(O, t)=0$ dans ] $a,$ $b[$ ,

$Z(U)\cap\{x>0\}$ , pr\‘es d’un point fixe $(0, t_{0})$ dans $S_{2\sigma}(U)$ , consiste en 1 $(\geqq 1)$ t-courbes
continues et d\’efinies dans $[t_{0}-\delta, t_{0}]$ telles que ses fonctions de d\’efinition $\gamma_{j}$ ,
$1\leqq_{J}\leqq l$, satisfont

$\lim_{t\dagger t_{0}}\gamma f(t)|t_{0}-t|^{-1/z}=2\lambda_{2\iota_{+}1.j}$ .

Consid\’erons finalement des zeros pr\‘es de $x=0$ sous l’hypoth\‘ese suivante.

(H.5) $U_{x}(0, t)+g(t)U(O, t)=0$ dans ] $a,$ $b[$ .
Ici $g$ appartient \‘a $C^{1}(]a, b[)$ .

TH\’EOR\‘EME 3.9. $Soit_{\wedge}^{r}U$ une solution $t$ non triviale de (2.1) v\’erifiant (H. $1$ )$-(H.3)$

et (H.5). Alors pour chaque $(0, t_{0})$ dans $S_{2\sigma}(U)$ la m\^eme cmclusim que Thior\‘erne
1.2 pour $Z(U)$ pr\‘es de $(0, t_{0})$ est $v\delta\dot{n}fie$ .

La d\’emonstration de ce Th\’eor\‘eme est tout \‘a fait analogue \‘a celle du
Th\’eor\‘eme 3.6, en utlisant, au lieu du Lemme 3.5, le suivant. Nous notons par
$z(O, \beta;t)$ le nombre des zeros de $U(\cdot, t)$ sur $0\leqq x$ $\beta .

LEMMA 3.10. Supposons que

$U(\beta, t)\neq 0$ sur $t_{1}\leqq t\leqq t_{2}$
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et que $\infty>z(O, \beta;t_{1})\geqq 1,$ $z(O, \beta;t_{2})\geqq 1$ . Alors $z(O, \beta; )$ est d\’ecroissant dans
$[t_{1}, t_{2}]$ .

PREUVE. Puisque $Z(U)\cap\{x=0\}$ est contenu dans $S(U)$ , pour tout $\lambda\in\Lambda(0,\overline{t})$ ,
$(0,\overline{t})\in S_{2\sigma}(U)$ , nous avons $\omega_{\lambda.\xi}(0, \tau)=0$ , de sorte que, par le th\’eor\‘eme d’unicit\’e
des solutions du probleme de Cauchy \‘a la surface initiale non caract\’eristique
(voir, par exemple, Mizohata [10]), $\omega_{\lambda}$ est pair en $\xi$ . Cel\‘a signifie que $\omega_{\lambda}$

s’annule \‘a $(0,0)$ \‘a l’ordre de poids pair. Nous avons alors des Lemme 2.4, 3.4
et du lemme de Zom qu’il existe, pour chaque $(x^{*}, t^{*})$ dans $Z(U)$ avec $0<x^{*}<$

$\beta,$ $t_{1}<t^{*}\leqq t_{2}$ , une $t$-courbe dans $Z(U)\cap\{x>0\}$ , continue, d\’efinie dans $[t_{1}, t^{*}]$ et
d\’epartant \‘a partir de $(x^{*}, t^{*})$ , ce qui implique la d\’ecroissance de $z(O, \beta; )$ .

4. Preuves des Th\’eor\‘emes 1.1 et 1.2.

Fixons un point $(x_{0}, t_{0})$ dans $S(u)$ avec $0\leqq x_{0}<1,0<t_{0}<T$ . Alors il r\’esulte
de l’unicit\’e r\’etrograde des solutions du probleme $(1.1)-(1.2)$ , (voir Linos-Mal-
grange [7] et Watanabe [13] $)$ , qu’il existe $x^{*}$ tel que $u(x^{*}, t_{0})\neq 0,0<x^{*}<1$ .
Lorsque $0<x^{*}<x_{0}$ , par le changement de coordonn\’e $xarrow 1-x$ nous supposons
sans perte de g\’en\’eralit\’e que $x_{0}<x^{*}<1$ . Consid\’erons une extension $\tilde{u}$ de $u$ \‘a
$]0,$ $\infty[\cross]t_{0}-\epsilon,$ $t_{0}+\epsilon$ [, ( $\epsilon>0$ assez petit), d\’efinie par $\tilde{u}(x, t)=u^{*}(\Phi_{\epsilon}(x), t)$ ,

$u^{*}(x, t)= \Psi_{*}(x)u(x, t)+\chi_{6\epsilon}(x-x^{*})\int\int_{R^{2}}\rho_{\text{\’{e}}}(x-y, t-s)u(y, s)dyds$ .

Ici $p_{\epsilon^{*}}$ est une r\’egularisant dans $R^{2},$ $\Phi_{\epsilon}$ et $\Psi_{\epsilon}$ sont dans $C^{\infty}(R)$ telles que $\Phi(x)$

$=x$ si $x<x^{*}-3e,$ $|\Phi_{\epsilon}(x)-x^{*}|<4\epsilon$ si $x^{*}-3\epsilon<x,$ $\Psi_{\epsilon}(x)=1$ si $x<x^{*}-8\epsilon,$ $0<\Psi_{\epsilon}(x)$

$<1$ si $x^{*}-8\epsilon<x<x^{*}-5\epsilon,$ $\Psi_{\text{\’{e}}}(x)=0$ si $x>x^{*}-5\epsilon$ . X. est d\’efinie par $\chi_{\epsilon}(x)=$

$\chi(x/\epsilon)$ pour certaine $\chi$ dans $C^{\infty}(R)$ telle que $\chi(x)=1$ si $|x|<1,0<\chi(x)<1$ si $1<$

$|x|<2,$ $\chi(x)=0$ si $|x|>2$ . Lorsque nous prenons $\epsilon$ assez petit, $\tilde{u}=u$ dans un
voisinage de $(x_{0}, t_{0})$ dans $\{x\geqq 0\}$ et

$\tilde{q}(x, t)=\{\tilde{u}_{t}-\tilde{u}_{xx}\}/\tilde{u}$

est born\’e dans ] $0,$ $\infty[\cross]t_{0}-\epsilon,$ $t_{0}+\epsilon$ [. Ensuite nous consid\’erons une extension
de $\tilde{u}$ d\’efinie par

$U(x, t)= \tilde{u}(-x, t)+2g(t)\int_{x}^{\Phi}\exp((y-x)g(t))\tilde{u}(-y, t)dy,$ $x<0$ .

Alors $U$ est une solution de (2.1) au cas de $F$ de la forme (2.3):

$F(t, U(\cdot, t))(x)=\tilde{q}(x, t)U(x, t)$ si $x>0$, $\tilde{q}(-x, t)U(-x, t)$

$+ \int_{x}^{0}2\{R_{1}+(y-x)R_{2}\}\exp((y-x)g(t))U(-y, t)dy$ si $x<0$ .

Ici $R_{1}=g(t)\tilde{q}(-y, t)+g_{t}(t),$ $R_{2}=g(t)g_{t}(t)$ .
impliquent Th\’eor\‘emes 1.1 et 1.2.

Par cons\’equence Th\’eor\‘emes 3.6 et 3.9
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