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1. Introduction.

Soit u une solution non triviale et a valeurs réelles de I’équation parabolique :

(1.1 Uy = Uz +q(x, Du dans 70, 1[x]0, T[
vérifiant
(1.2) u(J, H+g;u(y, )=0 sur {j=0,1} x]0, T[.

Ici g(resp. g;) appartient a L=(]0, 1[x]J0, T[) (resp. C*(]0, T[)). L’étude sur
I’ensemble de zero Z(u) de u:

Zu)= {(x, ) e [0, 11x730, T[; ulx, t) =0}

et surtout la finitude et la décroissance du nombre des zeros de u(-,f) a été
effectuée, par exemple, par Angenent [2] et Kunisch et Peichl [5] et appliquée
aux dynamiques des équations paraboliques et semilinéaires, par exemple, par
Angenent et Fiedler [3], Matano [8, 9] et Nickle [1I]. Nous nous intéressons aux
propriétés géométriques de Z(u) prés d’un point de sa partie singuliére S(u):

S)={(x, ) € Z(u); ua(x, t) = 0}.

Précisons les notations que nous utilisons. Pour une courbe /' dans R? on
dit qu'elle est une t-courbe (resp. x-courbe) de classe C* et définie dans un
segment [ si ['={(y(t), t); tl} (resp. {(x, y(x)); x<I}) pour certaine y dans
C*(I). Dans ce cas y sappelle la fonction de définition de I". Soient An,;,
|/1=[m/2], les ragines du polynéme H,(z) d’Hermite de degré m et nous les
arrengeons de la maniére suivante.

Am, <1< - LAm, 21<m, 0 = 0<4m 1 < -+ <Am,1-

Iei I=[m/2] et nous avons d’éliminer 4, , au cas de m pair.
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Nos résultats principals sont les suivants.

THEOREME 1.1. Soit u une solution non triviale de (1.1), vérifiant (1.2) et
appartenant a
C(0, TL; HX0, ))NC'(0, TL; L0, 1)).

Alors il existe, pour chaque point (x,, t,) dans S(u) avec 0<x,<1, un entier m=2,
des constantes ¢, 6 >0, une t-courbe I',, continue et définie dans [t,—0, ty-+0] et
des t-courbes [';, 0<|j|<[m/2]=l, continues et définies dans [t,—0, t,] tels que
l'on ait les suivants.

(i) L’ensemble

Z)NA{(x, 1) 1x—x0l <e, [I—t| =0}

est égal a la réunion de I';, j| <1, au cas de m impair et [';, 0<|j|=!, au cas
de m pair.
(ii) Les fonctions de définition y; de I'; satisfont :

(1.3) im {ro(t) —xo} [t 742 = 0,
il
(1.4) lim {70 —xo} [t 7% = 2myy J # 0.

THEOREME 1.2, Sous les mémes hypotheses dans Théoréme 1.1, il existe, pour
chaque point (0, to) dans S(u), un entier 121, des constantes €, 0>0 et des t-courbes
I';, 1<7<1, continues et définies dans [t,—0, to] tels que l'on ait les suivants.

(i) L’ensemble

Zw)N{(x, 1); 0=x<e¢, |[t—t,| =0}

est égal a la réunion de I';, 1<7<1.
(ii) Les fonctions de définition y; de I'; satisfont:

(1.5) limy (£) [fo—1t|"Y2 = 2441, ;.
thty

Ces Théorémes impliquent immédiatement que pour (x,, f,) dans Z(u) avec
0< x0<1 il appartient a S(u) si et seulement §'il existe au moins deux #-courbes
I';, 7=1, 2, dans Z(u), continues et définies dans [t,—0d, t,], 0>0, telles que
I''N\y={(x,, t,)}, de sorte que nous avons

COROLLAIRE 1.3. S(u) est un sous-ensemble discret de [0, 1]x]0, T[.

Les démonstrations des Théorémes impligent des résultats analogues pour
des solutions des équations de la forme suivante:

(1.6) Uy = a(x, Oz, +b(x, Hu,+c(x, Hu dans ]0, 1[x]J0, T

vérifiant 'une des conditions suivantes.
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(1.7 u0, ) =u(l, )=0 dans 0, TT.
(1.8) u(0, 1) = u.(1, ) +g®ul, )=0 dans ]O, T[.
(1.9 u©, ) =u, 1), u (0, 8) =u,1, ¢ dans 0, T[.

Parce que sous des hypothéses sur des régularités convenables des coefficients
et sur a(x, t) une certaine extension a Rx]a, b[ d’'une solution de (1.6), aprés
d’'un changement des coordonnés et de multiplier une fonction non zero, devient
une solution de I’équation dans le paragraphe 2 et donc Théoréme 3.6 et
3.9 entrainent la nature de Z(u).

Pour les démonstrations des Théorémes nous allons utiliser et développer
des méthodes prises par Angenent [2]. Dans le paragraphe prochain nous allons
preuver, par des techniques un peu différentes a celles d’Angenent [2], un
lemme de compacité qui joue un rble important,

2. Lemme de compacité.

Dans ce paragraphe nous considérons, au lieu des solutions de [1.I), une
solution de I’équation :

(2.1) U, =U,.+F( U, 1) dans RX]a, b[.
Ici F(¢, -) est un opérateur de l'une des formes suivantes.

2.2) F(t, /)x) = Qx, Hf(x).
2.3) Ft, Nx)=0Qx, f(x) si x>0, Q(—x, f(—x)

+SZ {Ri(y, D+R(y, )(x—y)}exp(Rs(y, Hx—y)f(—y)dy, si x<0.

Ici Q et R;, j=1, 2, 3, appartiennent a L~(R X ]a, b[) et nous faisons les
hypothéses suivantes.

(H.1) U< C(a, bl ; Hii(R)NC'(Ja, bl ; Li(R)).
(H.2) (U, H+1U.(x, )| <M, exp(x2/16) dans RXx]a, b[.
(H.3)  |U.x, )| < M,exp(x?/16) dans {(x,1); (x| = M,, a<t<b}.

Ici M;, j=1, 2, sont des constantes indépendantes de (x, t).
Considérons des fonctions en (&, 7) avec paramétre (x, t) dans [0, 11X ]a, b[,
définies par

(2.4) u(x, t; &, 7) = exp(—&*/2)U(x+2¢7°§, t—e™™)

et étudions des équations en (£, r) que v satisfont.
Soit A la réalisation dans L2*(R) de
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e

donc le domaine de définition E, est égal a {f; f, &*f, feecL¥R)}. Soient E,,
0< @ <1, le domaine de définition de la puissance fractionnaire A° de A munit
de la norme ||f]|+]A%f] ou ||-] est la norme usuelle dans L2(R).

Ensuite nous définissons des opérateurs B(x, ¢; ) dans L*R) tels que, pour
tout (x, t) dans [0, 11X]a, b[, v(r)=v(x, t; -, 7) satisfont

(2.5) v,+Av = B(x, t; ™w dans 27> —log(t—a).

Ces opérateurs B sont donnés par la maniére suivante. Au cas de F de la
forme (2.2),

B(x, t; ©)f(§) = 2e7"Q(x+2¢7%¢, t—e™*)f(£),
et au cas de F de la forme (2.3)
B(x, t; 0f ) =2e7Q(x+2¢7%¢, t—e™*)f(§) si x+2e776 >0,

= 2¢7%Q exp(xe*(x+2e7€)/2) f(—E—xe)+4e ]
si x+2e776<0.

Iei Q=Q(—x—2e "¢, t—e %),
7 =[R20+ e 6 — ) Raf exp@a-+ e E—n) Rot (P —E9/2)f (—p)dy,
Ey==xe/2, & =6&+xe,, R;=R;(—x+2e "y, t—e ™).

Dans ce paragraphe nous allons montrer sous les hypothéses (H.1)-(H.3) les
lemmes suivants.

LEMMA 2.1. 1l existe une constante C telle que pour tout (x,t, 7, f) dans
[0, 11x]a, bLX {2t>—log(t—a)} X L¥(R) on ait

(2.6) IB(x, t; o fll = Ce ™| fl.

PREUVE. Considérons des applications f — f* définies par
cl/
O =20\ 1+olé—nllexpdp|§—y]+*—E)/2)| f(—pldy

ou X(&)=1 si é<—c/p, =0 si &€>—c/p. Alors est une conséquence de
laffirmation suivante. Il existe, pour tout d >0, une constante C(d) telle que
pour tout (p, ¢, f) avec 0<p<d, 0=<c=<1, on ait

2.7) I = C@IFI.

Pour V'établir posons h(§)=c/p si §<—c/p—4d? =max(0, —&—4d?) si —c/p—
4d*<E<—c/p et divisons f* en trois parties:
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rerpsrrs =0+

&+2c/p 0 X3
X(1+plé—nl)expldp|E—n|+(n*—ED/2)| f(—n)ldy

Comme il est aisé de voir que »*—&?® est inférieur a —(E—n)?sié+2c/p<n<0,
—4d*|E—n| si 0<n<A(b), 0 si h(§)<n<c/p et que 0<n—E<L2y+4d? si h(§)<
7<c/p, nous avons:

rr= ' a+die—gh exp@is—g1 —E—n¥2If(—pldy,

st = [Ta+dig—g)) exp(—d*1g—n DI f(—pldy,
¢/
rr= (" (3+4dY) expd-+4d9] f(—)ldy,
ce qui entrainent

LEMME 2.2. 1l existe 7,>0 tel que v(x, t; -, ) =0 pour tout (x,t, 7) dans
[0, 11X Ja, b[X {r>7}.

PrReUVE. Fixons (x, ) et écrivons v(t)=v(x, t; -, 7). En vertu du Lemme
2.1 et du fait que A est un générateur d’un semi-group de construction il est
facile de voir qu'il existe 7, et Cy, 0<<0<1, tels que

(2.8) lo(zll = 2[lv(z)ll
(2.9) 1A% ()]l = Co {14(z2—71)"%} u(zy)l]

pour tout 7,<7,<7,. Ensuite nous montrons le suivant. Lorsque v(Z)#0 a un
point T>t,, v(t)#0 pour tout r>7,. En posant

Lv(z) = Av(t)—(Av(z), v(m)lv()l|"%v(7)
f(@) = {(Av(z), v())+llv(D)I?} /2]lv()]|?

nous obtenons avec une constante C,
d
4z L@ = =1 Lv@I*+(Lv(e), B} v~
= [ B@w@lIPlv(n)]| 2 < Cre™* f(2),
de sorte que nous avons avec d’autre constante C,
(2.10) f@=Cf(®, ©>7.

D’autre part comme

— 2 loglu(@)] = (Av(e)— Bow(a), v (@)
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est inférieur a Const. f(z), nous obtenons avec d’autre constante C,
(2.11) [v(D)ll = exp(—Csf E)e—DNIv@I, >7.

Pour compléter la preuve supposons que (%, {; », 7%)=0 a un point (%, , 7¥).
Lorsque nous posons

t* =inf{t>a; v(%, t; -, %) = 0},

nous avons au cas de t*>a que v(%, t*; -, £)=0 pour tout v>7, de sorte qu’il
résulte de définition de v que pour >0 assez petit et pour tout (&, 7)

'U(x_, t*—E; E? T) = ‘U(f) t*; S_(E, E} T): 5(8)) eXD( {E—(ea 5,- 7)2—5(8)2} /2>

avec certaines 7(¢), &(s, &, 7), ce qui est une contradiction que nous cherchons.
Lorsque t* = a, des arguments pareils impliquent que U=0 dans RX]a, b[,
ce qui compléte la preuve.

Nous donnons un lemme de compacité qui a été prouvé par Angenent [2]
au cas de F de la forme (2.2). Pour ¢>0 assez petit posons

ho = min(+/o , exp(—1,)), D, =10, 11x[a+a, b—0a]

ou 7, est la constante donnée dans Lemme 2.2 et considérons des fonctions dans
L?(R) définies par

(2.12) w(x, t, h, & = exp(—&*/2)U(x+2hE, t).
LEMMA 2.3. L’ensemble
{wlx, t, h, H/lwx, t, hy, I; (x, 1) € Dy, 0<h<ho}
est précompacte dans E, pour tout 0<<f<1.
PREUVE. Par la définition de w
w(x, t, h, §) =v(x, t+h*; & —log(h)),
nous obtenons du Lemme 2.2 que w # 0. En utilisant les notations dans la
preuve du Lemme 2.2, nous prenons
T, = —%log(2h2), 7, = —log(h),
et appliquons (2.9)-(2.11). Alors nous avons avec d’autre constantes C,, k=
1,23,
1A%w(x, t, h, I < Cqil4-(logv/ 2) "} oz, t+h*; )l
< Crexp(Cof (eliv(x, t+h*; -, 7o)l
= Ciexp(Csf(ra)llw(x, ¢, A, ).
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Puisque f(zo)=f(x, t; 7o) est borné dans D,, nous avons pour une constante C
indépendante de (x, ¢, h)

||A01.l)(x, t’ h} ')H é c”w(x’ t; hr )”}

de sorte que la compacité de l'injection de E, dans E4(6>¢) implique la con-
clusion.

Nous présentons un lemme di a Angenent [1, 2] qui est une conséquence
du lemme de compacité et nous allons l'utiliser dans le paragraphe prochain.

Posons
ZU) = {(x, t) e BRX]a, b[; U(x, t) =0},

Sol) = {(x, ) € ZU)NDy; Ua(x, t) = 0},

LEMME 2.4. Soit (xo, t,)ES,(U). Lorsque t tient vers oo, la suite {v(x,, t,;
5 O/v(xo, to; «, DI} converge dans L*R) vers une fonction propre de A qui est
un multiple de H,(§) exp(—§&*/2) avec n=1. De plus cette suite, par le lemme de
compacité, converge dans Ey pour tout 0<0<1 et donc dans C'(R). Par con-
séquence il existe une t-courbe dans Z(U), continue, définie dans [t,—90, t,}, 6>0,
et départant a partir de (x,, to).

3. Cas de solution sur K.

Dans ce paragraphe nous considérons Z(UJ) pour une solution non-triviale U
de vérifiant (H.1)-(H.3). Avant de le faire nous étudions une solution
locale et C=, V, de I’équation:

3.1) Vi=Vaotr(x, )V  dans B = {(x, 1); |x|+|t|<e}
vérifiant une hypothése :
(H.4) V appartient a C=(B) et elle s’annule a l'ordre fini a (0, 0).

Ici  appartient a L=(B). Cette hypothése signifie qu’il existe un entier m=1
tel que

(%)i(%)jv [wo =0 pour tout i+2;j<m,

(%)a(—%)ﬁm oo #0  pour certain a-+28 =m.

Dans ce cas on dit que V s’annule a (0, 0) & 'ordre de poids m et posons

Ve = 3 25 ()Y (o) Ve,

i+2j=2 7! ].!

m+N
Py(x, )= 3 Va(x, 1).
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Alors il résulte de que, pour k=m, m+1,

(3-2) Vk,t = Vk,.rzy
(3.3) Vilx, £) = ds }i P42 ) si k=2l
= dux jrj1 (442 ) si ko= 20+,
. d \*
ol di=(5-) Viewk )™

Nous avons alors

0 0
|9 Vls, O]+ |5 Vs, D] 1112 = € [} emo
avec une constante C >0 et cette estimation nous permet d’utiliser un cas spécial
des résultats diis aux Kuiper [4], Kuo et Paunescu [12].

LEMMA 3.1. Soit V une solution C= de (3.1) s’annulant a (0, 8) @ Pordre de
poids m=2. Alors il existe, pour tout N=0, C**Y difféomorphisme @ y autour de
(0, 0) tel que

( 1 ) V(@N(xx t)) = P2N+l(-x; t),

(ii) 00 y/3(x, )| .o = L'identité,

L LR . o

(iii) (’a?) (3?)’%;(0_0) =0 s 2<i+j=<1+N.

Les parties (ii) et (iii) n’ont pas été mentionnées dans les travaux ci-dessus.
Mais elles sont clairs par la méthode de la construction de @y qui est donnée
par la maniére suivante. Posons

F(.?C, t) S) - (1ﬂs)P2N+1(x) t)"l_SV(X, t)

et désignons par ¢(s; %, f) la solution de I’équation :

%‘15 = —Fy(@)|gradez, , F (@, s)|? gradz, n F (@, s),
#0) = (%, ).

Alors @y est donné par @ y(x, t)=¢(1; x, t) et satisfait les conditions (1i)-(iii)
du Lemme.

LEMMA 3.2. Sous les mémes hypotheses que celles dans Lemme 3.1, il existe
p, 6>0, une t-courbe I'y, C* et définie dans [—0, 0] et des x-courbes I';, 1=j<
[m/2]1=l, C* et définies dans un voisinage de 0 tels que !'on ait les suivants.

(i) L’ensemble
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{x,0); Izl =p, lt]| =0, V(x, ) =0}

est égal a la réunion de I';, 0<j<I, au cas de m impair et [';, 1<7<I, au cas de
m pair.
(ii) les fonctions de définition y; de I'; satisfont:

3.4 0) =0, 70.1(0) = —4{dm i I ZusiHdn 1T 22}
3.4) 70 =0, 70,e0) = ~4{dmo L B {d L1220}
(3.5) 70 =7520) =0, 75,2000 = ~1/2% 5, j >0.

PREUVE. En vertu du Lemme 3.1, il suffit d’étudier les ensembles de zero
des P,y.;. Considérons des équations:

(36) y_mPZN-l-l(yr y2¢> = 0’
3.7). s Py (s, +5%) = 0.

Du théoréme de fonction implicite et de (3.3) 1’équation en ¢ posséde /
racines ¢=¢,(y), 1=7=</, qui sont analytiquement dépendantes de y pour |y|
assez petit, telles que ¢;(0)=—1/42% ;. De plus au cas de m impair (3.7). en
¢ possede la seule racines ¢=¢.(s), qui est holomorphiquement dépendante de s
pour |s| assez petit, telle que ¢.(0)=0. Puisque ¢.(s)=i¢_(is) et ¢.(s) est réel
pour s réel, ¢(s), définie par

d(s) = VEsp.(Vxs) si +£s5>0,
est analytique en s. Nous avons donc que les zeros de P,y,, sont donnés par
t=x%;(x), 1=j=I,

et de plus au cas de m impair x = ¢(f). En remarquant que ¢:(0) = ¢, .(0) et
qu’elle est déterminée par [3.2), nous avons

= lim S~m~1P2N+1(3¢+(3): s?)
50

l l+1
= dngpe(0) I 45 s+ s II A2, 5,

ce qui implique [(3.4).

Fixons (x,, t,) dans S.,(U) et considérons des fonctions dans C([—1, oo[;

L*R)) avec paramétre h, 0<h<min(+/¢ , exp(—1—1,)), définies par
3.8) o(h; & ©) = Crexp(—EY/2U(xo+2he™, ty+-hH(1—e™),

ou la constante C, est déterminée telle que la norme dans LXR) de w(h; -, —1)
est égal a 1. Alors w(h; -, +) est une solution de I’équation :

3.9 w.+Aw = B(h; Do, T>—1.
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Ici B(h; 7) sont des opérateurs définis par la maniére suivante. Au cas de F
de la forme (2.2),
B(h; 7)f(§) = 2h*e™*Q(xo+2he™"E, to+h*(1—e™™)) f(§),

et au cas de F de la forme (2.3),

B(h; D)f(€) = 2h%e ¥ Q(x0+2he "¢, tye+h21—e ™) f(8)  si xo+2he~"€>0,
= 2h%e~¥ exp(xoe® {xo+2he E} /210 f(—E—x,e7/h)
+4hte*f  si x,+2he""E<O.
Ici Q=Q(—x,—2he~¢, ty+h¥(l—e*)),

f = S:z {k1+2(xo+he_7(e_77))ﬁ2} eXp(z {x°+he_r(€“‘77)} K,‘s

+(*—§"/2)f(—ndn,
pr=6+xee/h, py=x0e"/2h, R;=Ri(—xo+2hey, te+-h*(1—e™™)),

Par des arguments dans la preuve du Lemme 2.1 nous avons les estimations
suivantes.

(3.10) I|B(h; ©)f]| < Ch*e~*|f]|
avec une constante C indépendante de (x,, &, h, 7, f).

DEFINITION 3.3. Pour chaque (x,, #,) dans S,,(UJ) nous désignons par A=
A(x,, t,) ’ensemble des suites A= {h,} nulles et décroissant telles que la suite
{w(h,; -, —1)} converge dans E, pour tout 0<@<1.

En vertu du Lemme 2.3 /4 n’est pas vide. Comme  est une solution de
(3.9), il résulte de (3.10) que, pour chaque A=1{h,} dans 4, {w(h,; -, -)} con-
verge dans C([—1, «o[; E;,) pour tout 0<#<1 et donc dans C([—1, oo[ ;C'(R)).
Nous notons par w; sa limite et elle est une solution analytique de I’équation :

(3.11) faa;m; +Aw; =0, T > —1.

Nous démontrons une amélioration du Théoréme B d’Angenent [2].

LEMME 3.4. Soit (x,, to)ESs(U). Il existe alors un entier m=2, deux suites
{en}, {0,), nulles et strictement décroissant tels que 'on ait les suivants.

(i) Uxoxe,, ) #0 sur [to—0n, to+0,].

(i) Sur I,=[xq—¢ns, Xoterl, U(-, ty+0,)#0 au cas de m pair et U(-, t,-+
0,) posséde le seul zero, noté par x,, au cas de m impair.

(ii) Swur I, U(-, t,—08,) posséde exactement m zeros xn ; |j|<[m/2]=l, tels
que Xn, 1<Xn,0<%Xn,1,

X, < o <Xp, 1< X< X, 1< o <X\t
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Ici on a d’éliminer x, , au cas de m pair.

PrREUVE. Fixons A={h,} dans A(x,, t,). Puisque (x,, ,) est dans S(U), w;
s’annule a (0, 0) a I’ordre de poids m=2 et nous appliquons Lemme 3.2 a w;.
Alors pour d, &', ¢>0 assez petit avec exp(—29)+exp(20’)=2, nous avons les
suivants.

(1) @& 7)#0 si e<|&|<2, —0'<7<0.

(ii) Sur {|&|<Z¢e}, wi(-, 6)#0 au cas de m pair et elle posséde le seul zero
au cas de m impair.

(iii) wa(-, —0") posséde exactement m zeros &;, |j|<[m/2]=I, sur {|&|<¢}
tels que &.,<&, <&y,

< ELOKE L - <4,
Ici on a d’€liminer & au cas de m pair. Lorsque nous posons
0n, = hi(l—e%), €n = 2eh,e®

la convergence de {w(h,; -, -)} vers w; dans C([—1, «o[; C'(R)) et les simpli-
cités des zeros ci-dessus de w;, qui sont une conséquence du Lemme 3.2, im-
pliquent la conclusion.

Remarque du Lemme 3.4. Les parties (i) et (ii) entrainent que deux
t-courbes I';, =1, 2, dans Z(U)N\Dy,, continues et définies dans ]t,, ¢,], ne pos-
séde aucun point commun si ')\ {E=t,} est vide.

Considérons d’abord des zeros de U dans {x>0}. Pour 0<a<fg<1, nous
notons par z(a, §; t) le nombre des zeros de U(-, t) sur a<x<p.

LEMMA 3.5. Supposons que
Ula, YU(B, t) # 0 sur LSt

et que 1=2(a, B; )<, 1 < 2(a, B; t,). Alors z(a, B; +) est décroissant dans
[tly t2:|'

PREUVE. Comme {t€]¢, t.[; 2(a, 8; t)=0} est ouvert, nous prenons une
composant connexe i, t,[ de cet ensemble (s’il n’est pas vide) et appliquons
Lemme 3.4 4 U prés de (x*, t,) ou U(x*,¢t,) =0, a<x*<p. Nous avons alors
z(a, B; t,i—e)=1 pour certain ¢>0 assez petit et donc z(a, 8; t)=1 sur t;,<t<t,.
Pour montrer décroissance de z(a, f8; -) il suffit de preuver que z(a, §8; t) =
z(e, B; t;). Mais c’est une conséquence du Lemme 2.4 et la remarque du

THEOREME 3.6. Soit U une solution non triviale de (2.1) vérifiant (H.1)-(H.3)
et soit (xo, to)ESe(U) avec 0<x,<1. Alors la méme conclusion que Théoréme 1.1
pour Z(U) dans un voisinage de (x,, t,) est vérifie.
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PrReEUVE. Nous utilisons les notations de la preuve du Lemme 3.4. Nous
obtenons alors par la décroissance de z(a, f§; -) que pour ,—0,,St<t,—0, €t
pour n=n, (n, assez grand)

m = 2(Xo—&ny Xot&ng; Lo—0n,)
= 2(Xg—E€ny XoFEny; 1) Z 2(Xo—En, XotEn; Lo—0s) =M,

de sorte que z(xg—¢ay, Xo+&ny; t)=m pour t,—0,,<t<t, Prenons n,>n, assez
grand tel que z(xo—¢a,, Xo+&n,; t)=1. Alors il résulte du Lemme 2.4 et de la
décroissance de z que z(xo—&n,, Xo+&n,; t) est constante <1 sur ty<t=t,;+0n,,
ce qui complete la preuve de la méme conclusion que la partie (i) du Théoréme
1.1. Pour démontrer le reste nous avons besoin de savoir préciséments des

zeros de w,;, A€ A. Notons par z(4; 7) le nombre des zeros de w,(-, 7) sur R.

LEMME 3.7. Soit (x, t))ES:(U) avec 0<x,<1. Alors pour tout ps A(x,, to),
w, Sannule a (0,0) au méme ordre de poids. Lorsque mnous le notons par m,
2(p; D=m si —1<7t<0,1 s v=0, 1 et m est impair, 0 si ©>0 et m est pair.

PREUVE. Puisque I’ordre de poids d’annulation a (0, 0) de w,, p={k,} €4,
est égal au nombre des t-courbes dans Z(U), continues et départant a partir de
(x0, to) dans la direction de la passé, il est indépendant de p. Si z(p; T9)>m
a un point 7, avec —1<7,<0, il résulte du Lemme 3.2 que pour 7,—7;>0 assez
petit, w,(, 7,) posséde au moins m-+1 simples zeros sur R, de sorte que w(k,;
-, 1) aussi posséde au moins m-1 zeros pour n assez grand. C’est une con-
tradiction contre la partie (i). Nous avons donc par la décroissance de z(y; -)
que

mzz(yp; t)=2(p; —0)=m, —1<r<0.

Par des arguments pareils nous peuvons déterminer les valeurs de z(z; 7) pour
7=0.

Nous désignons les zeros de w;(-, t) sur R par &;(4; 7), 0<|j| <l=[m/2],
—1<7=0 et de plus &(4; 7), —1<7, au cas de m impair et nous les arrengeons

(3.12) §i(4, D<&e(4, 1), <k, —1<7<0.

LEMMA"3.8. Lorsque {w;,(-, —1)}, Ao, converge vers w;(-, —1) dans E,,
0 <1, pour chague j #0, (resp. j =0), {§;(An; *)} converge vers &;(4; -) dans
C([—9, 0]), (resp. C([—0, 0))), avec certaine constante d>0.

PREUVE. Nous considérons des zeros complexes de o, pres de (0, 0) et
posons

(3.13) flu; & 2)=0"wul ), Fp; L2 =—fdf..

Puisque w, est une solution analytique de [3.11), il existe des fonctions @;(x; ),
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1<7<I, holomorphes dans un voisinage de {=0 dans C telles que

de sorte que &;(u; ) et &_;(u; v) sont deux solutions de @;(p; &) =7 ou
Oi(p; §)=8;,(n; &). Parce que ¢; est la solution de I’équation:

0

o= Fus § 9O 0= ~1/2%,
pour montrer la convergence de {£;(4,, -)} il suffit de preuver la convergence
uniforme de {f(4.; -, -)} dans un voisinage de (0, —1/24% ;) dans C. Pour le

faire considérons 1I’équation [3.11) qui posséde le bon noyau:
i@ = |"_H@ 7, 2+ D, ~Ddy,
H(, 9, 2) = 2exp(1+(*—L»/2)G(2e(e~*{—n), eX(1—e™™)),
G(x, t) = Art) "2 exp(—x2/4t).

Alors il résulte de la convergence de {w:,(-, —1)} que {w; (-, -)} converge
dans un voisinage de (0, 0) dans C et donc nous avons la convergence de {f(4,;

-, ). En utilisant, au lieu de [3.13),
g:(p; & ) =270, £2°), Guoy; § 2) = —8s./80,
des arguments pareils entrainent la convergence de {§,(4., -)}.

PREUVE de la partie (ii) du Théoréme 3.6. Soient [, |j|<[m/2]=(, des
t-courbes données par la partie (i) et y; ses fonctions de définition. Nous les
arrengeons de la maniére suivante.

r]<t)<rk(t)’ ]<k, Z(0"_5§t<l(0'

Fixons k£+0 et prenons {¢{,} strictement croissant et convergeant vers I, telle
que

L {yo(tn) — 2o} (o —1,) ™% = imsup {r.() —xo} (ts—1)7"*.
n-oo tto
Nous notons cette constante par C,. Posons pour —1<p<0
ka(p) = {(to—tn)(e™® —1)71} /2.

Alors nous déduisons du Lemme 2.3 qu’il existe une sous-suite A(p)={k,u} de
{ka(p)} telle que A(p) est dans A et que pour —1<7<0 et pour 7/ assez grand
o(kny; +, T) possede m zeros &, (1), | 7| ={, vérifiant

lm &, 5(7) = §,(4(0) 5 7).

Par la conclusion de la partie (i) nous avons
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Tx(tn(i)) - x0+2kn(i)e—p$n(i).x(p)’
ce qui implique par tenant 7 vers co que
C.=2e?(e*—1)"V%,A(p), p), —1<p<0.

D’autre part comme {w;(-, —1); A=A} est compacte dans Ey, 6<1, il existe
une suite {p,} strictement croissant et convergeant vers 0 telle que {®z¢,, (",
—1)} converge vers certain w,(-, —1), p= 4, dans E,, de sorte que nous avons
du Lemme 3.8 les convergences uniformes de {£.(4(p.); )} vers &(u; -) et de
{p(A(0r); +)} vers ¢ (p; -). Par conséquence nous obtenons

C,= £1_{2V§§x(2(Pn) ’ Pn)lpnrlm

= }lig}\/fsgn(lf)lsé‘(l(pn); §(A(pn); P 7Y = 24n, ..
Pour compléter la preuve remarquons que des arguments pareils impliquent aussi
Cr = liminf {y.(&) — xo} ({—8)"V%,
ttito
lim {pe(t)—xo} [o—2]| 12 = 0.
t=tp
Remarque du Théoréme 3.6. Ce Théoréme entraine immédiatement le sui-
vant. Lorsque U est une solution de vérifiant (H.1)-(H.3) et
U@, =20 dans Ja, b[,

ZU)N {x>0}, prés d’'un point fixé (0, t,) dans Sy, (U), consiste en /(=1) t-courbes
continues et définies dans [¢,—0, t,] telles que ses fonctions de définition y;,
1<5<I, satisfont

tim 7,0 [fa—t ™ = 2dar. .

Considérons finalement des zeros prés de x=0 sous ’hypothése suivante.
(H.5) U0, H)+g®)U, t) =0 dans Ja, b[.
Ici g appartient a C'(Ja, b[).

THEOREME 3.9. Soit,U une solution;non triviale de (2.1) vérifiant (H.1)-(H.3)
et (H.5). Alors pour chaque (0, t,) dans S.,(U) la méme conclusion que Théoréme
1.2 pour Z(U) pres de (0, t,) est vérifie.

La démonstration de ce Théoréme est tout a fait analogue a celle du
Théoréme 3.6, en utlisant, au lieu du Lemme 3.5, le suivant. Nous notons par
z(0, 8; t) le nombre des zeros de U(-, f) sur 0=x<p.

LEMMA 3.10. Supposons que

UB, t)+0 sur Hh<t<t,
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et que o >z(0, B; t) =1, 2(0, B; ts) = 1. Alors 2(0, B; -) est décroissant dans
[tly tZ:l'

PREUVE. Puisque Z(U)N\{x=0} est contenu dans S(U), pour tout A& A(0, ),
(0, HES,,(U), nous avons w; 0, 7)=0, de sorte que, par le théoréme d’unicité
des solutions du probleme de Cauchy a la surface initiale non caractéristique
(voir, par exemple, Mizohata [10]), w; est pair en & Celd signifie que w;
s’annule a (0, 0) & ’ordre de poids pair. Nous avons alors des Lemme 2.4, 3.4
et du lemme de Zorn qu’il existe, pour chaque (x*, t*) dans Z(U) avec 0<x*<
B, t1<t*<t,, une t-courbe dans Z(U)N {x>0}, continue, définie dans [¢,, t*] et
départant a partir de (x*, t*), ce qui implique la décroissance de z(0, B; ).

4. Preuves des Théorémes 1.1 et 1.2.

Fixons un point (x,, ¢,) dans S(u) avec 05 x,<1, 0<t,<T. Alors il résulte
de l'unicité rétrograde des solutions du probleme (1.1)-(1.2), (voir Linos-Mal-
grange et Watanabe [13]), qu’il existe x* tel que wu(x*, t,) # 0, 0<x*<1.
Lorsque 0<x*<x,, par le changement de coordonné x—1—x nous supposons
sans perte de généralité que x,<x*<1. Considérons une extension # de u a
10, o[ X Jto—e, tot+c[, (¢>>0 assez petit), définie par #(x, H=u*(D.(x), 1),

u¥(x, 1) = ¥u(x)ulx, t)+Xss(x——x*)SSmps(x—y, t—s)u(y, s)dyds.

Ici pex est une régularisant dans R? @, et ¥, sont dans C~(R) telles que D,(x)
=x si x<x*—3¢, | D (x)—x*|<de si x*—3e<x, T (x)=1 si x<x*—8¢, 0KV (x)
<1 si x*—8e<x<x*—5¢, T(x) =0 si x>x*—5e. X, est définie par X.(x)=
A(x/¢) pour certaine X dans C=(R) telle que X(x)=1 si |x]|<1, 0<X(x)<1 si 1<

~

lx|<2, X(x)=0 si |x|>2. Lorsque nous prenons & assez petit, #=u dans un
voisinage de (x,, t,) dans {x=0} et

q(x) D)= {tle—t.z} /0

est borné dans J0, co[ X1t,—¢, to+¢[. Ensuite nous considérons une extension
de #i définie par

UGz, ) = a(—x, )+2g0 | exp(r—)g@)(—3, Dy, x<0.
Alors U est une solution de au cas de F de la forme (2.3):
F@, U, H)(x) = g(x, HU(x, B) si x>0, §(—x, )U(—x,1t)
+{ 2R+ 0—0Rexp(G- DO (=, Ddy s x <0.

Iei Ri=g®)§(—y, )+g:(t), R,=g(®)g:(t). Par conséquence Théorémes 3.6 et 3.9
impliquent Théorémes 1.1 et 1.2.
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