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Dans notre travail [2] “Estimation des fonctions de Littlewood-Paley-Stein
sur les vari\’et\’es riemanniennes \‘a courbure non positive” nous nous sommes oc-
cuP\’e $s$ des estim\’ees d’une famille \‘a un parame’tre $g_{\alpha}$ de fonctions de Littlewood-
Paley-Stein, qui nous ont conduit \‘a l’\’etude des fonctions d’aire. Cette introduc-
tion \‘a la fonction d’aire n’avait \’et\’e qu a peine esquiss\’ee et nous n’avions obtenu
de majoration de normes que pour $p\geqq 2$ et sous certaines hypoth\‘eses sur la
courbure.

Le but de ce travail est de poursuivre notre \’etude plus en d\’etail et de la
comple’ter.

D\’ecrivons un peu le genre de r\’esultat que 1‘on peut obtenir, par exemple
dans le cas d’un espace sym\’etrique de rang un, qu’on note $M$. Si $P_{t}$ est le
noyau de Poisson au-dessus de $M$, pour toute fonction $f$ : $\Lambda farrow C,$ $C^{\infty}$ \‘a support

comPact, on note $f(x, t)= \int_{M}f(y)P_{t}(x, y)d\sigma(y)$ o\‘u $d\sigma$ est Ia mesure riemannienne
sur $M,$ $\nabla_{x}f$ le gradient riemannien de $f$ en la variable $x$ .

On s’int\’eresse \‘a la fonction

$S_{\alpha}^{2}(f)(x)= \int_{\delta(x.y)\xi at}dt|B_{y}(t)|^{-1}(||\nabla_{x}f||^{2}(y, t)+|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)|^{2})d\sigma(y)$

o\‘u $|B_{y}(t)|$ est le volume riemannien de la boule de centre $y$ et de rayon $t$ . On
d\’esire prouver des estimations du style

$||S_{a}(f)||_{p}\simeq||f||_{p}$

o\‘u $1<p<\infty$ de’ $p_{\vee}^{a}nd$ \’eventuellement de a.
La fonction $S_{\alpha}$ dans le cas de $R$ a \’et\’e introduite par $LuS_{1}^{\dot{\tau}}n$ pour formuler

des \’enonc\’es du th\’eor\‘eme de Fatou.
Dans le cas des espaces euclidiens elle est \’etudi\’ee en long et en large au

chapitre VEI de [7] pour d\’emontrer des th\’eor\‘emes de multiplications \‘a la H\"ormander

et caract\’eriser les classes de Hardy $H^{p}$ \‘a la Stein et Weiss.
Fixons les notations et les \’enonc\’es des r\’esultats.
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Notations et \’enonc\’es des r\’esultats.

On note $M$ une vari\’et\’e riemannienne de dimension $n$ , simplement connexe,
comPl\‘ete, \‘a courbure non positive. On note $d\sigma$ l’\’el\’ement de volume induit par
la structure riemannienne. Si $1<p<\infty$ , on note, pour toute fonction $f:Marrow C$ ,
mesurable

$|1f$ 11S $= \int_{M}|f(x)|^{p}d\sigma(x)$ .

$L^{p}(M)$ est le compl\’et\’e de $1’ espace$ $9(M)$ des fonctions $C^{\infty}$ \‘a support compact
pour la norme $||||_{p}$ . On pose:

$||f||_{\infty}= ess\sup_{x\in M}|f(x)|$ .

$L^{\infty}(M)$ est l’espace classique pour la norme $||||_{\infty}$ ; si 1Sp<\infty on note $P’$ l’ex-
posant conjugu\’e de $p,$ $1/p+1/P’=1$ . $\Delta$ d\’esigne le laplacien sur $M$ et $\Delta_{0}=-\Delta$ ,
$\nabla$ est l’oP\’erateur gradient qui transforme les fonctions $C^{\infty}$ en champs de vecteurs.
$B_{t}$ d\’esigne la solution fondamentale de l’\’equation de la chaleur sur $M,$ $P_{t}$ le
noyau de Poisson qui se d\’eduit de $9_{t}$ par la formule

$P_{t}(x, y)= \frac{1}{\sqrt{\pi}}\int_{0}^{\infty}B_{t^{2}/4u}(x, y)e^{-u}u^{-1/2}du$ .

Par la suite on suppose que la courbure de $M$ est born\’ee, ainsi que ses deux
Premi\‘eres d\’eriv\’ees covariantes; on $suPposera$ dans l’\’enonc\’e du th\’eor\‘eme que

$NfH_{2}=1Inf\langle\Delta_{0}f, f\rangle=\mu$ .

Soit $x\in M$ et soit $0<t<\infty$ un nombre r\’eel, on note $B_{x}(t)$ la boule g\’eod\’esique de
centre $x$ et de rayon $t,$ $|B_{x}(t)|$ le volume riemannien de $B_{x}(t)$ . On notera $1_{t}$ la
fonction caract\’eristique de 1‘intervalle $[0, t]$ de la droite num\’erique.

Soit $\alpha>0$ et soit $f:Marrow C$ une fonction $C^{\infty}$ \‘a support compact, on note

$f(x, t)= \int_{M}P_{t}(x, y)f(y)d\sigma(y)$ son int\’egrale de Poisson

$S_{\alpha}(f)(x)= \{\int_{\delta_{(x.y)\leqq at}}tdt\{|\frac{\partial f}{\partial t}|^{2}+||\nabla_{y}f(y, t)||^{2}\}|B_{y}(t)|^{-1}d\sigma(y)\}^{1/f}$

o\‘u $\delta(x, y)$ d\’esigne la distance g\’eod\’esique de $x$ \‘a $y$ .
Le premier \’enonc\’e que l’on veut prouver est le suivant:

THEOREME I. On suPPose que $\mu>0$ . On suPPos $e,$
$\alpha<1$ , que

$\sup_{z.y}|B_{x}(t)||B_{y}(t)|^{-1}<C$ .
On $P^{ose}$

$e^{-\gamma_{x^{(t)}=}}|B_{x}(t)|^{-1}|B_{x}(\alpha t)|$ .
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Alors il existe une constante $C$ telle que si

$\sup_{x}\int_{1000}^{+\infty}e^{-\gamma_{x^{(t)}}}e^{2\alpha C(\theta)}{}^{t}dt<\infty$

o\‘u $C(\theta)$ est une constante que l’on va d\’eterminer

$||S_{a}’(f)||_{p}\leqq C||f||_{p}$

pour tout $1<p<\infty$ .
Alors si $2\leqq p$ et si $M$ est un espace sym\’etrique

$||S_{\alpha}(f)||_{p}\leqq C||f||_{p}$

$1<\alpha<2+4/\sqrt{pp\prime}$

$||f||_{p’}\leqq C||S_{\alpha}(f)||_{p’}$ .

D\’emonstration du th\’eor\‘eme I.

Nous allons consid\’erer la quantit\’e:

$\int_{M}\int_{0}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}1_{\alpha t}\circ\delta(x, y)d\sigma(y)dt$

et nous occuper de:

$\int_{M}\int_{1000}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}1_{\alpha t}\circ\delta(x, y)d\sigma(y)dt$ .

D’apr\‘es l’in\’egalit\’e de Harnack, si l’on a suppos\’e $f\geqq 0$ ce que nous ferons

$||\nabla f(y, t)||\leqq Cf(y, t)$ $t\geqq$ 1000.

D’autre part la m\^eme in\’egalit\’e de Harnack montre que

$|f(y, t)|\leqq e^{C\delta(x.y)}f(x, t)$

o\‘u $C$ est une constante positive sup\’erieure \‘a 1. Alors:

$\int_{M}\int_{1000}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}1_{\alpha t}\circ\delta(x, y)d\sigma(y)dt$

$\leqq C\int_{1000}^{\infty}t\int_{\delta(x.y)\leqq\alpha t}|B_{y}(t)|^{-1}e^{2C\delta(x.y)}d\sigma(y)f^{2}(x, t)dt$

$\leqq C\int_{1000}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}|B_{x}(\alpha t)|e^{2\alpha Ct}f^{2}(x, t)dt$

$\leqq Cf^{**2}(x)\int_{1000}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}|B_{x}(\alpha t)|e^{2\alpha Ct}dt$

o\‘u

$f^{**}(x)= \sup_{t>0}|f(x, t)|\leqq C\int_{1000}^{\infty}te^{-\gamma x^{(t)}}e^{2\alpha Ct}dtf^{2**}(x)$ .
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Il s’en suit que:

$|| \{\int_{M}\int_{1000}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}1_{\alpha t}\circ\delta(x, y)d\sigma(y)dt\}^{1/2}||_{p}\leqq C||f^{**}||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .

Le lemme principal reste le suivant:

LEMME 1. Soit

$h^{2}(x)= \int_{0}^{1000}t\int_{\delta(x.y)\leqq\alpha t}|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt$ .

Alors:
$||h||_{p}\leqq C||f||_{p}$ , pour tout $1<p<\infty$ .

D\’egageons d’abord la partie \’el\’ementaire du lemme:

LEMME 2. Soit $\beta$ choisi comme dans [3], c’est-\‘a-dire tel que
i) pour tout $x$ dans $M$ le laplacien $lu$ en coordonn\’ees exponentielles en $x$ sur

la boule $B_{x}(16\beta)$ soit uniformement elliptique avec des constantes d’ellipticit\’es
contrOlees uniform\’ement en $x$ .

ii) Les coefficients $du$ laplacien dans ces coordonn\’ees sont born\’ees ainsi que
ces deux premi\‘eres d\’eriv\’ees uniform\’ement en $x$ sur $B_{x}(16\beta)$ .

iii) Il existe une famille $\{P_{i}\}_{0=1}^{\infty}$ de points de $M$ telle que $U_{i=1}^{\infty}B_{P\ell}(\beta/2)=M$

et pour tout $x\in M$ le cardinal de l’ensemble de $i$ tel que $x$ appartienne \‘a $B_{P_{i}}$ est
born’ ind\’ependamment de $x$ . (Un tel choix est possible, voir [3].)

Soit

$h_{1}^{2}(x)= \int_{\alpha\beta}^{1000}t\int_{\delta_{(}x,y\supset\leqq at}|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt$ .

Alors pour tout $1<p<\infty$ , il existe $C(p, \alpha)$ telle que

$|1h_{1}||_{p}\leqq C(p, \alpha)||f||_{p}$ .
Preuve du lemme. Puisque $f$ est positive, que $r\geqq\alpha\beta$ , il existe une con-

stante $C(\alpha, \beta)>0$ telle que $||\nabla f(y, t)||\leqq Cf(y, t)$ d’apr\‘es l’in\’egalit\’e de Harnack
(pour une argumentation analogue, voir [2] page 510) et si $\alpha\beta\leqq t\leqq 1000,$ $t||\nabla f(y, t)||$

$\leqq 1000Cf(y, t)=C_{1}f(y, t)$ ; par ailleurs la m\^eme in\’egalit\’e montre que:

$|f(y, t)|\leqq Cf(x, t)$

et
$f(x, t)\leqq f^{**}(x)$ .

Il s’en suit que:

$\int_{\alpha\beta}^{1000}\int_{\delta(x.y)\not\leqq\alpha t}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt\leqq Cf^{**2}(x)$

et
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$||h_{1}||_{p}\leqq C||f^{**}||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .
Le lemme suivant qui Permet de terminer la Preuve du lemme 2 est:

LEMME 3. Pour tout $1<p<\circ\circ$ , il existe une constante $C(p, \alpha)$ telle que

$|| \{\int_{\delta_{C}x.y)\leq at\leq\alpha\beta}||\nabla f(y, t)||^{2}t|B_{y}(t)|^{-1}dtd\sigma(y)\}^{1/2}||_{p}\leqq C(p, \alpha)||f||_{p}$ .

Preuve du lemme. Soit $\varphi_{0}$ : $Rarrow R$ une fonction $C^{\infty}$ qui vaut 1 sur $[-\beta, \beta]$

\‘a support dans [–1, 1]. $\beta$ sera choisi apr\‘es

$f(y, t)= \int_{u}P_{t}(y, z)f(z)d\sigma(z)$

$= \int_{M}P_{t}(y, z)\varphi_{0}\circ\delta^{8}(y, z)f(z)d\sigma(z)$

$+ \int_{M}P_{t}(y, z)[1-\varphi\circ\delta^{8}(y, z)]f(z)d\sigma(z)=A(y, t)+B(y, t)$ .
On va \’etudier $B(y, t)$ ; on pose $\psi=1-\varphi$ o\‘u $\varphi=\varphi_{0}\circ\delta^{8}$

$\nabla B(y, t)=(\frac{\partial}{\partial t}B(y, t),$ $\nabla_{y}B(y, t))$

et
$|| \nabla B||^{2}(y, t)=|\frac{\partial}{\partial t}B(y, t)|^{2}+||\nabla_{y}B(y, t)||^{2}$ .

On a le lemme suivant:

LEMME 3‘. Soit

$h_{1}^{2}(x)= \int_{0}^{1000}t|B_{y}(t)|^{-1}\int_{\delta(x.y)\leq at}|\nabla B(y, t)|^{l}d\sigma(y)dt$ .

Alors pour tout $1<P<\infty$ il existe une constante $C$ telle que

$|1h||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .
Preuve du lemme. Soit

$h_{2}^{2}(x)= \int_{\beta}^{1000}t|B_{y}(t)|^{-1}\int_{\delta_{C}x.y)\leqq\alpha t}||\nabla B(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt$ .

Alors comme
$t||\nabla f(y, t)||$ $ $C|f(y, t)|$ si $\beta St\leqq 1000$

il est facile de voir, d’apr\‘es l’in\’egalit\’e de Harnack que

$h_{2}^{2}(x)\leqq Cf^{**}(x)^{2}$ .
Ce qui prouve que

$|1h_{2}||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .
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Quant \‘a $h(x)$ examinons de plus pr\‘es les termes qu’elle comporte.
Soit

$L_{1}(y, t)= \int_{0}^{c^{2}/4}\int_{M}9_{t2/(4u)}(y, z)\psi(y, z)f(z)e^{-u}u^{-1/2}dtd\sigma(z)$

$= \frac{t}{2}\int_{M}\int_{0}^{1}9_{1/v}(y, z)e^{-t^{2}v}/4\psi(y, z)f(z)dud\sigma(z)$

$= \frac{t}{2}\int_{M}\int_{1}^{\infty}9_{s}(y, z)e^{-t^{2}/(Ps)}s^{-3/2}\psi(y, z)f(z)dsd\sigma(z)$ .

Soit $K_{0}(x, v)=C_{n}\varphi_{0}\circ\delta^{8}(x, v)/[\delta(x, v)]^{n- 2}$ o\‘u $C_{n}$ est une constante; on a vu dans
[3] qu’il existe un noyau $K_{1}(x, v)$ tel que:

$9_{\epsilon}(x, v)=\int_{M}K_{0}(x, u)\Delta_{u}\Xi_{s}^{)}(u, v)d\sigma(u)+\int_{M}K_{1}(x, v)\varphi_{s}(u, v)d\sigma(u)$ .

Alors

$L_{1}(y, t)= \frac{t}{2}\int_{M}\int_{1}^{\infty}\int_{M}K_{0}(y, u)\Delta_{u}\mathcal{Q}_{s}^{1}(u, z)\psi(y, z)f(y)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-3/2}d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$+ \frac{t}{2}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{1}(y, u)9_{s}(u, Z)\psi$

$\frac{\partial}{\partial t}L_{1}(y, t)=\frac{1}{2}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{0}(y, u)\Delta_{u}B_{s}(u, z)\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-3/2}d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$+ \frac{1}{2}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{1}(y, u)9_{s}(u, z)\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-3/2}d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$- \frac{t^{2}}{4}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{0}(y, u)\Delta_{u}9_{s}(u, z)\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4s)}s^{-5/2}d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$- \frac{t^{2}}{4}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{1}(y, u)9_{\epsilon}(u, z)\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-5/2}d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$= \frac{t^{2}}{8}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}9_{s}(u, z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-7/2}dsK_{0}(y, u)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)$

$+ \frac{3t}{4}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{0}(y, u)9_{\epsilon}(u, z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-7l^{2}}\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$+ \frac{t}{2}\int_{M}\int_{M}9_{1}(u, z)K_{0}(y, u)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)$

$- \frac{t^{2}}{8}\int_{M}\int_{M}K_{0}(y, u)9_{1}(u, z)\psi(y, z)d\sigma(z)d\sigma(u)$

$- \frac{3t^{3}}{16}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{0}(y, u)\varphi_{s}(u, z)e^{-t^{2}/(4}s^{-7/2}\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$- \frac{t^{4}}{16}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}9_{s}^{1}(u, z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-6/2}dsK_{0}(y, u)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)ds$
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$+ \int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{1}(y, u)(\frac{1}{2}-\frac{t^{2}}{4})\cdot 9_{s}(u, z)\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4}s^{-3/2}d\sigma(z)d\sigma(u)ds$ .

On remarque, d’apr\‘es la construction de $K_{0}$ et de $K_{1}$ , qu’il existe des constantes
telles que:

$K_{1}(x, y)\leqq C_{1}G_{\lambda}(x, y)$ $||\nabla K_{0}(x, y)||\leqq C_{3}G_{\lambda}(x, y)$

$K_{0}(x, y)\leqq C_{2}G_{\lambda}(x, y)$ $||\nabla K_{1}(x, y)||\leqq C_{4}G_{\lambda}(x, y)$

o\‘u $G_{\lambda}(x, y)$ d\’esigne la r\’esolvante d’indice $\lambda>0$ de $\Delta,$ $G_{\lambda}=(\Delta-\lambda)^{-1}$ . D’autre part:

$\nabla_{y}L_{1}(y, t)$

$= \frac{t}{2}\int_{M}\int_{H}\int_{1}^{\infty}s^{-3/2}\nabla_{y}K_{0}(y, u)\frac{\partial}{\partial s}f_{s}(u, z)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)e^{-t^{2}/(4S)}ds$

$+ \frac{t}{2}\int\int_{M}\int_{1}^{\infty}dss^{-3/2}K_{0}(y, u)\frac{\partial}{\partial s}9_{s}^{)}(u, z)\nabla_{y}\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4S)}d\sigma(z)d\sigma(u)$

$+ \frac{t}{2}\int\int_{M}\int_{1}^{\infty}\nabla_{y}K_{1}(y, u)\Xi_{s}^{1}(u, z)\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-3/2}d\sigma(y)d\sigma(z)ds$

$+ \frac{1}{2}\int\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{1}(y, u)g_{s})(u, z)\nabla_{y}\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4}s^{-3/2}d\sigma(y)d\sigma(z)ds$

$= \frac{t^{2}}{8}\int_{M}\int_{M}\int_{1}^{\infty}9_{s}(u, z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-7/2}ds\nabla_{y}K_{0}(y, u)\psi(y, z)f(z)d\sigma(u)d\sigma(z)$

$+ \frac{t}{2}\int_{M}\int_{M}\nabla_{y}K_{0}(y, u)\varphi_{1}(u, z)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)$

$+ \int_{1}^{\infty}\int_{M}\int_{M}(\frac{t^{l}}{8}s^{-7/2}+\frac{3t}{4}s^{-5/2})e^{-t^{2}/(4S)}K_{0}(y, u)\Xi_{\epsilon}^{\}}(u, z)\nabla_{y}\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

$+ \frac{t}{2}\int_{M}\int_{M}K_{0}(y, u)q_{1}(u, z)\nabla_{y}\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)$

$+ \frac{t}{2}\int\int_{M}\int_{1}^{\infty}\varphi_{*}(u, z)e^{-t^{2}/(4s)}s^{-3/2}\nabla_{y}K_{1}(y, u)\psi(y, z)f(z)d\sigma(y)d\sigma(z)ds$

$+ \frac{1}{2}\int\int_{M}\int_{1}^{\infty}K_{1}(y, u)9_{s}(u, z)\nabla_{y}\psi(y, z)f(z)e^{-t^{2}/(4S)}s^{-3/2}d\sigma(y)d\sigma(z)ds$ .

La remarque $(^{*})$ permet d’estimer les diff\’erents termes:

$| \frac{\partial}{\partial t}L_{1}|(y, t)\leqq p(t)\int\int_{M}G_{\lambda}(y, u)\int_{1}^{\infty}9_{s}(u, z)f(z)s^{-3/2}dsd\sigma(z)d\sigma(u)$

$+ \int\int_{M}G_{\lambda}(y, u)9_{1}(u, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)$

o\‘u $p(t)$ est un polyn\^ome en $t$
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$\int_{M}G_{\lambda}(y, u)9_{s}(u, z)d\sigma(u)=\int_{\epsilon}^{\infty}B_{S’}(\mathcal{Y}, z)ds’$

et
$\int_{M}G_{\lambda}(y, u)J_{1}^{\infty}9_{s}(u, z)s^{-3/2}dsd\sigma(u)\leqq\int_{1}^{\infty}\varphi_{S’}(\mathcal{Y}z)\frac{ds’}{(s’)^{3/2}}$ .

D’apr\‘es Harnack il existe une constante $C$ telle que

$P_{\theta t}(y, z)\leqq CP_{(t+1)\theta}(x, z)$

avec $0<\theta<1,$ $\delta(x, y)\leqq\beta$

$\int_{1}^{\infty}9_{S’}(y, z)\frac{ds’}{(s’)^{3/2}}=\int_{1/}^{\infty}\theta 9_{\theta s’}(y, z)\frac{a_{S’}}{(s’)^{3/2}}$

$\leqq C\int_{1/}^{\infty}\theta\varphi_{(S’+1)\theta(X}z)\frac{ds’}{(s’)^{3/2}}=C(9_{\theta}\circ\int_{1}^{\infty}9_{\epsilon’}\frac{ds’}{(s’)^{3/2}})(x, z)=K_{0}’(x, z)$ .

De m\^eme

$\int_{H}G_{\lambda}(y, u)B_{1}^{1}(u, z)d\sigma(u)\leqq c\int_{1}^{\infty}\Xi_{t}^{)}(y, z)e^{-t\lambda}dt$

$\leqq C(9_{\theta}\circ\int_{1}^{\infty}B_{t}e^{-t\lambda}dt)(y, z)=K_{0}’’(x, z)$ .

On en d\’eduit que:

$| \frac{\partial L_{1}}{\partial t}(y, t)|\leqq\int_{M}K_{0}’(x, z)f(z)d\sigma(z)+\int_{M}K_{0}’’(x, z)f(z)d\sigma(z)$

et

$( \int_{0}^{\beta}(\int_{\delta(x.y)\leq\alpha t}|\frac{\partial L_{1}}{\partial t}|^{2}(y, t)d\sigma(y))t|B(t)|^{-1}dt)^{1/z}\leqq C\int_{M}(K_{0}’+K_{0}’’)(x, z)f(z)d\sigma(z)$ .

Comme $K_{0}’$ et $K_{0}’’$ donnent lieu \‘a des op\’erateurs born\’es sur $L^{p}(M),$ $1\leqq p\leqq\infty$ ,
on en d\’eduit que:

$|| \{\int_{\delta(x.y)\leq at\leq\alpha\beta}|\frac{\partial L_{1}}{\partial t}|^{2}d\sigma(y)dt\}^{1/2}||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .
Par ailleurs:

$|| \nabla_{y}L_{1}(y, t)||\leqq\frac{t^{2}}{8}\int\int_{M}\int_{1}^{\infty}B_{s}(u, z)s^{-7/2}G_{\lambda}(y, u)\psi(y, z)f(z)d\sigma(u)d\sigma(z)ds$

$+ \frac{t}{2}\int\int_{H}G_{\lambda}(y, u)9_{1}(u, z)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)$

$+p_{1}(t) \int\int_{u}\int_{1}^{\infty}G_{\lambda}(y, u)\varphi_{\iota}(u, z)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)s^{-6/2}dsd\sigma(u)$
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$+p_{2}(t) \int\int_{H}\int_{1}^{\infty}G_{\lambda}(y, u)B_{s}(u, z)\psi(y, z)f(z)s^{-3/2}d\sigma(z)d\sigma(u)ds$

o\‘u $p_{1}$ et $p_{2}$ sont des polyn\^omes en $t$ .
Par cons\’equent

$|| \nabla_{y}L_{1}(y, t)||\leqq p(t)\int\int_{H}\int_{1}^{\infty}\varphi_{s}(u, z)G_{\lambda}(y, u)f(z)s^{-3/2}d\sigma(u)d\sigma(z)ds$

$+ \frac{t}{2}\int\int_{M}G_{\lambda}(y, u)B_{1}(u, z)f(z)d\sigma(z)d\sigma(u)$ .

On proc\‘ede comme pr\’ec\’edemment pour les estimations. Ce qui prouve que

$|| \{\int_{\delta(x.y)\leq at\leq\alpha\beta}|B(t)|^{-1}||\nabla L_{1}||^{2}(y, t)d\sigma(y)tdt\}^{1/2}||_{p}\leqq C(p)||f||_{p}$ , $1<p<\infty$ .

On consid\‘ere maintenant $L_{2}(y, t)$ qui vaut:

$L_{2}(y, t)= \int_{t^{2}/4}^{\infty}\int_{M}\varphi_{t2/(4u)(y}z)f(z)d\sigma(z)e^{-u}u^{-1/2}du$

$= \frac{t}{2}\int_{H}\int_{1}^{\infty}u^{-1/2}e^{-t^{2}/(4u)}9_{1/u}(u, z)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)du$

$\frac{\partial L_{2}}{\partial t}(y, t)=\frac{1}{2}\int_{M}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}/(4S)}9_{s}(y, z)\psi(y, z)f(z)\frac{ds}{s^{3/2}}d\sigma(z)$

$+ \frac{t^{3}}{8}\int_{\kappa}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}/(4S)}\varphi_{s}(y, z)\psi(y, z)f(z)\frac{ds}{s^{7/2}}d\sigma(z)$ .

Puisque $\delta(x, y)\geqq\beta^{2}/4,$ $\varphi_{s}(y, z)\leqq e^{-\delta z_{(y.z)/(8S)}}$ . Comme la courbure sectionnelle de
$\Lambda f$ est minor\’ee par - $k^{2}$ d’apr\‘es les calculs faits dans [2]:

$Ce^{-(k-\epsilon)\delta(x.y)} \leqq\int_{1}^{\infty}9_{s}^{-h^{2}}\circ\delta(y, z)\frac{ds}{s^{7/2}}\leqq\int_{1}^{\infty}9_{s}(y, z)\frac{ds}{s^{7/2}}$ .
Alors

$| \int_{M}\int_{0}^{1}\frac{e^{-t^{2}/(4S)}}{s^{s/2}}B_{s}(y, z)f(z)\frac{ds}{s^{3/2}}d\sigma(z)|$

$\leqq\int_{K}e^{-\delta^{2_{(y.z)/8}}}f(z)d\sigma(z)\leqq\int_{K}f(z)\int_{1}^{\infty}B_{s}(y, z)\frac{ds}{s^{7/2}}d\sigma(z)$ .

Et l’argument pr\’ec\’edent montre que:

$|| \{\int_{\delta_{C}x.y)\leq\alpha t\leq\alpha\beta}t|B(t)|^{-1}|\frac{\partial L_{2}}{\partial t}(y, t)|^{2}d\sigma(y)dt\}^{1/2}||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .

D’autre part:
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$|| \nabla_{y}L_{2}(y, t)||\leqq\frac{t}{2}||\int_{M}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}/(4\delta)}\nabla_{y}B_{s}(y, z)\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)\frac{ds}{s^{6/2}}||$

$+ \frac{t}{2}||\int_{M}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}/(4S)}\varphi_{s}(y, z)\nabla_{y}\psi(y, z)f(z)d\sigma(z)\frac{ds}{s^{3/2}}||$ .

Mais $||\nabla_{y}\varphi_{t}(y, z)||\leqq Ce^{-\delta^{2}(y.z)/(8S)}$ si $\delta(z, y)\geqq\beta$ . Il s’en suit que:

$|| \nabla_{y}L_{2}(y, t)||\leqq Ct\int_{M}(\int_{1}^{\infty}B_{s}(y, z)\frac{ds}{s^{\tau 2}})f(z)d\sigma(z)$ .

Ce qui prouve encore que:

$||( \int_{\delta(x.y)\leq\alpha t\xi\alpha\beta}t|B(t)|^{-1}||\nabla_{y}L_{2}||^{2}(y, t)d\sigma(y)dt)^{1/2}||_{p}\leqq C||f||_{p}$

et termine la preuve de l’in\’egalit\’e:

$||( \int_{\delta(x.y)\xi\alpha t\leq\alpha\beta}t|B(t)|^{-1}||\nabla B(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt)^{1/2}||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .

On veut estimer la norme de:

LEMME 4.

$|| \{\int_{\delta_{C}x.y)\leq at}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla A(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt\}^{1/2}||_{p}\leqq C||f||_{p}$ .

Pour cela consid\’erons un point $0$ et la boule $B_{0}$ de centre $0$ et de rayon $\beta$ dont
nous notons $1_{\beta}$ la fonction caract\’eristique; on veut estimer:

$\int_{M}1_{\beta}(x)\{\int_{\delta(x.y)\leq\alpha t}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla A(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt\}^{p/2}d\sigma(x)$ .

Par d\’efinition de $A(y, t)$ , si $x\in B_{0}$ ,

$1_{\beta}(x) \int_{\delta(x.y)\leq at}t|B_{y}(t)|^{-}‘||\nabla A(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt$

$=1_{\beta}(x) \int_{\delta(x.y)\leq at}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla\int_{M}P_{t}(y, z)\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)||^{2}d\sigma(y)dt$

o\‘u $1_{2\beta}$ est la fonction caract\’eristique de la boule de centre $0$ et de rayon $2\beta$ .
Nous sommes donc amen\’es \‘a \’etudier la fonction

$h_{4}(y, t)= \int_{M}P_{t}(y, z)\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$ .

Mais comme prec\’edemment:

$P_{t}(y, z)= \int_{t^{2}/4}^{\infty}B_{t2/(4u)}(y, z)e^{-u}u^{-1/2}du+\int_{0}^{t^{2}/4}g_{t2/(4u)(y}z)e^{-u}u^{-1/2}du$ .

Examinons la contribution du second terme dans l’expression \‘a estimer:
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$h_{4.1}(y, t)= \int_{M}(\int_{0}^{t^{2}/4}g_{t2/(4u)(y,z)e^{-u}u^{-1/2}du)\varphi(y,z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)}$

$= \frac{t}{2}\int_{M}\int_{0}^{1}f_{1/u}(y, z)e^{-t^{2}u/4}u^{-1/2}du\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$\nabla h_{4.1}(y, t)=\frac{t}{2}\nabla_{y}(\int_{M}\int_{0}^{1}duf_{1/u}(y, z)e^{-t^{2}u/4}u^{-1/2}\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z))$

$- \frac{t^{2}}{4}\int_{M}\int_{0}^{11_{Z)e^{-t^{2}u’ 4}u^{1/2}du\varphi(y,z)1_{z\beta}(z)f(z)d\sigma(z)}\}\frac{\partial}{\partial t}=H_{1}+H_{2}}+\frac{1}{2}\int_{M}\int_{0}^{1}9_{1/u}^{1}(yz)e^{-t^{2}u/4}u^{-1/2}du\varphi(y,z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)\varphi_{1’ u}(y$

$||H_{2}||(y, t) \leqq C\int_{M}\int_{1}^{\infty}\varphi_{s}(y, z)\frac{ds}{s^{3’ 2}}1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$\leqq C\int_{M}K_{0}’(x, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

et

$\int_{\delta(x.y)\leq\alpha t}t|B_{y}(t)|^{-1}||H_{2}(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt\leqq C(K_{0}’[1_{2\beta}(f)])^{2}(x)$

$H_{1}(y, t)= \frac{t}{2}\nabla_{y}\int_{1}^{\infty}9_{S}(y, z)e^{-t^{2}/(4S)}\frac{ds}{s^{6’ 2}}\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$+ \frac{t}{2}\int_{M}\int_{1}^{\infty}9_{\epsilon}^{1}(y, z)e^{-t^{2}/(4S)}\frac{ds}{s^{6’ 2}}\nabla_{y}\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)=H_{1.1}(y, t)+H_{1.2}(y, t)$

$||H_{1,2}(y, t)||\leqq CK_{0}’(1_{2\beta}f)(x)$

$H_{1.1}(y, t)= \frac{t}{2}\int_{M}\varphi(y, z)\nabla_{y}\int_{1}^{\infty}d_{S}\frac{e^{-t^{2}/(4}}{s^{3’ 2}}\mathcal{Q}_{s}^{)}(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$= \frac{t}{2}\int_{M}d\sigma(z)\varphi(y, z)\nabla_{y}\int_{1}^{\infty}\frac{ds}{s^{3/2}}e^{-t^{2}/(4S)}K_{0}(y, v)\frac{\partial\varphi_{s}}{\partial s}(v, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(v)$

$+ \frac{t}{2}\int_{M}d\sigma(z)\varphi(y, z)\nabla_{y}\int_{1}^{\infty}\frac{ds}{s^{3’ 2}}e^{-t^{2}/(4S)}K_{1}(y, v)\Xi_{s}^{1}(v, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(v)$ .

Dans [2] il est prouv\’e que

$||_{\overline{2}} \int_{M}d\sigma(z)\varphi(y, z)\nabla_{y}\int_{1}^{\infty}\frac{ds}{s^{3’ 2}}e^{-t^{2}/(4S)}K_{0}(y, v)\frac{\partial g_{s}}{\partial s}(v, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(v)||$

$\leqq\int_{M}\int_{M}(9_{1}(v, z)+\int_{1}^{\infty}9)(v, z)\frac{ds}{s^{7’ 2}})||\nabla_{y}K_{0}(y, v)||d\sigma(v)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

ce qui ne d\’epasse pas
$\leqq C_{1}K_{\theta}’(1_{2\beta}f)+C_{2}K_{\theta}’’(1_{2\beta}f)$ .
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D’autre part:

$|| \frac{t}{2}\int_{M}d\sigma(z)\varphi(y, z)\nabla_{y}\int_{1}^{\infty}\frac{ds}{s^{3/2}}e^{-t^{2}/(4}K_{1}(y, v)q_{s})(v, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(v)||$

$\leqq C\frac{t}{2}\int_{M}\int_{M}||\nabla_{y}K(y, v)||\int_{1}^{\infty}\varphi_{s}(v, z)\frac{ds}{s^{3/2}}d\sigma(v)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

d’apr\‘es [2] page 512

$\leqq C\frac{t}{2}K_{\theta}’(1_{2\beta}f)(x)$ .

Il s’en suit que:

$\int_{M}1_{\beta}(x)(\int_{\delta(x.y)\leq at}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla h_{4,1}(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt)^{p/2}d\sigma(x)$

$\leqq C\int_{M}1_{2\beta}(y)|f(y)|^{p}d\sigma(y)$ .

On \’etudie alors:

$h_{4.2}(y, t)= \int_{M}(\int_{t^{2}/4}^{\infty}\varphi_{t^{2}/(4u)(y}z)e^{-u}u^{-1/2}du)\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$ .

Soit $B_{t}^{0}$ la solution fondamentale de l’equation de la chaleur dans la boule $B_{0}(8\beta)$

de centre $0$ et de rayon $8\beta$ . On sait qu’il existe une mesure $\gamma_{z}$ telle que si $y,$ $z$

sont dans $B_{0}(2\beta)$

$g_{t}(y, z)= 9_{t}^{0}(y, z)+\int_{\subset 0,\ell r\cross\partial B_{0}(4\beta)}B_{t-s}^{0}(y, z)d\gamma_{z}(s, v)$

avec $\sup_{Marrow z.t<1}||d\gamma_{z}||<\infty$ . Alors

$h_{4.2}(y, t)= \int_{M}(\int_{t^{2}/4}^{\infty}\varphi_{\iota z/(4u)(y}^{0}z)e^{-u}u^{-1/2}du)\varphi(y, z)1_{z\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$+ \int_{M}\int_{t^{2}/4}^{\infty}\int_{30.t^{2}/(4u)\mathfrak{c}\cross}aB_{0}(4\beta)e^{-u}u^{-1/2}duB_{t2/(4u)-\epsilon}^{0}(y, v)d\gamma_{z}(s, v)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$h_{4.3}(y, t)= \int_{M}(\int_{t^{2}/4}^{\infty}B_{t^{2}/(4u)}^{0}(y, z)e^{-u}u^{-1/2}du)\varphi(y, z)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$ .

Mais si $s\leqq 1$

$\varphi_{s}^{0}(\mathcal{Y}, z)=\theta^{-1/2}(y, z)e^{-\delta z_{(y.z)/(4S)}}\{s^{-n/2}+s^{-n/2+1}H(s, y, z)\}$

o\‘u $\theta$ est la densit\’e de volume dans le plan tangent $T_{z}M$ avec $||\nabla H(s, y, z)||\leqq C$ ;
$|H(s, y, z)|+|\partial/\partial s\{H(s, y, z)\}|\leqq C$ (voir [2])

$\int_{t^{2}/4}^{\infty}B_{t^{2}/(4u)}^{0}(y, z)e^{-u}u^{-1/2}du=\frac{\theta^{-1/2}(y,z)}{t^{n}}\int_{t^{2}/4}^{\infty}e^{-u\delta^{2}cy.z)/\iota^{2}}e^{-u}u^{(n-1)/2}du$
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$+ \frac{\theta^{-1/2}(y,z)}{t^{n-1}}\int_{t^{2}/4}^{\infty}H(\frac{t^{2}}{4s},$
$y,$ $z)e^{-s^{\delta^{2}(y,z)/t^{2}}}e^{-s}s^{(n-2)/2}ds$

$= \frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{[t^{2}+\delta^{2}(y,z)]^{(n+1)/2}}\int_{\delta^{2}+t^{2}}^{+\infty}e^{-s}s^{(n-1)/2}ds$

$+ \frac{\theta^{-1/2}(y,z)}{t^{n-1}}\int_{t^{2}/4}^{\infty}H(\frac{t^{2}}{4s},$
$y,$ $z)e^{-s^{\delta^{2}(y,z)/t^{2}}}e^{-s}s^{(n-2)/2}ds$

$= \frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{[t^{2}+\delta^{2}(y,z)]^{(n+1)/2}}-\frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{(n+1)/2}}\int_{0}^{\ell^{2_{+}}\delta^{2}(y.z)}e^{-s}s^{(n-1)/2}ds$

$+ \frac{\theta^{-1/2}(y,z)}{t^{n-1}}\int_{t^{2}/4}^{\infty}H(\frac{t^{2}}{4s},$
$y,$ $z)e^{-s^{\delta^{2}(yz)/t^{2}}}e^{-S}s^{(n-2)/2}ds$

$= \frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{[t^{2}+\delta^{2}(y,z)]^{(n+1)/2}}-\frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{(n+1)/2}}\int_{0}^{1}e^{-(t^{2}+\delta^{2}(y.z))v}v^{(n- 2)/2}(t^{2}+\delta^{2})^{(n-1)/2}dv$

$+t \theta^{-1/2}(y, z)\int_{1}^{\infty}H(\frac{1}{u},$
$y,$ $z)e^{-u^{\delta^{2}(yz)/4}}u^{(n-2)/2}e^{-(t^{2}/4)u}du$

$= \frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{[t^{2}+\delta^{2}(y,z)]^{(n+1)/2}}-\frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{1/2}}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}v}e^{-\delta^{2}(y,z)v}v^{(n- 2)/2}dv$

$+t \theta^{-1/2}(y, z)\int_{1}^{\infty}H(u^{-1}, y, z)e^{-u/4(\delta^{2_{(y,z)+t^{2})}}}u^{(n-2)/2}du$ .

Examinons le terme:

$h_{4.6}(y, t)= \int_{M}\frac{\theta^{-1/2}(y,z)t}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{1/2}}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}v}e^{-\delta^{2_{(y.z)v}}}v^{(n-2)/2}dv1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$\frac{\partial}{\partial t}h_{4.5}(y, t)$

$= \int_{M}(\frac{\theta^{-1/2}(y,z)\theta^{-1/2}(y,z)t^{2}}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{1/2}(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{3/2}}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}v}e^{-\delta^{2_{(}}y.z)v}v^{(n-2)/2}dv)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$- \int_{M}\frac{\theta^{-1/2}(y,z)2t^{2}}{M(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{1/2}}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}v}e^{-\delta 2_{(y,z)v}}v^{n/2}dv1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$\nabla_{y}h_{4.\S}(y, t)$

$= \int_{M}(t\frac{\nabla_{y}\theta^{-1/2}(y,z)}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{1/2}}-\frac{\delta(y,z)\nabla_{y}\delta(y,z)\theta^{-1/2}(y,z)t}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{3/2}}\int_{0}^{1}e^{-v(t^{2}+\delta^{2}(y.v))}v^{(n-2)/2}dv)1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$-2 \int_{M}\frac{t\theta^{-1/l}(y,z)}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{1/2}}\nabla_{y}\delta(y, z)\delta(y, z)\int_{0}^{1}e^{-tv}e^{-\delta^{2}(y.z)v}v^{n/2}dv1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$ .

Alors:

$t| \frac{\partial h_{4,5}(y,t)}{\partial t}|^{2}=C|\int_{M}\frac{1}{\delta(x,z)}1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)|^{2}$



14 N. LOHOUE

$t|| \nabla_{y}h_{4,5}(y, t)||^{2}\leqq C|\int_{M}\frac{1}{\delta(x,z)}1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)|^{2}$

Etudions $\nabla h_{4,6}(y, t)$

$\frac{\partial h_{4.6}(y,t)}{\partial t}=\int_{M}\theta^{-1/2}(y, z)\int_{1}^{\infty}H(u^{-1}, y, z)e^{-u/4(\delta 2_{(y.z)+\ell^{2})}}u^{(n-2)/2}du1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$- \int_{M}\frac{t^{2}}{2}\theta^{-1/2}(y, z)\int_{1}^{\infty}H(u^{-1}, y, z)e^{-u/4(\delta^{2}(y.z)+t^{2})}u^{n/2}du1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$\nabla_{y}h_{4,6}’(y, t)=t\nabla_{y}\theta^{-1/2}(y, z)\int_{1}^{\infty}H(u^{-1}, y, z)e^{-u/4(\delta^{2}(y.z)+t^{2})}u^{(n-2)/2}du$

$- \frac{t}{2}\theta^{-1/2}(y, z)\int_{1}^{\infty}\nabla_{y}\delta(y, z)\delta(y, z)H(u^{-1}, y, z)u^{n/2}e^{-u/4(\delta^{2_{(y,z)}}+t^{2})}du$

$t| \frac{\partial h_{4.6}}{\partial t}|^{2}\leqq|\int_{M}(C_{1}\frac{t^{1/2}(\delta^{2}+t^{2})^{1/2}}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{(n+1)/2}}+C_{2}\frac{t}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{(n+1)/2}})1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)|^{2}$

$\leqq C(\int_{M}\frac{1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{(n-1/2)/2}})^{2}\leqq C(\int_{M}\frac{1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)}{[\delta(x,z)]^{n-1/4}})^{2}$

On en d\’eduit les estimations de

$\int_{M}|1_{\beta}(x)\int_{\delta(x.y)\leqq\alpha t\leqq\alpha\beta}t|B_{y}(t)|^{-1}(||\nabla h_{4,5}’(y, t)||^{2}+||\nabla h_{4,6}’(y, t)||^{2})d\sigma(y)|^{p/2}d\sigma(x)$

$\leqq C\int_{M}1_{2\beta}(y)|f(y)|^{p}d\sigma(y)$

o\‘u

$h_{4.5}’(y, t)= \int_{M}\frac{\theta^{-1/2}(y,z)\varphi(y,z)}{(\delta^{2}(y,z)+t^{2})^{1/2}}\int_{0}^{1}e^{-t^{2}v}e^{-\delta^{2}(y,z)}v^{(n-2)/2}d\sigma 1_{2\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$h_{4.6}’(y, t)= \int_{M}t\theta^{-1/2}(y, z)\varphi(y, z)\int_{1}^{\infty}H(\frac{1}{u},$
$y,$ $z)e^{-u^{\delta^{2}(yz)/4}}u^{(n-2)/2}e^{-t^{2}u/4}du$ .

Des calculs analogues \‘a ceux faits dans [2] en se ramenant au cas euclidien
montrent que si, d’apr\‘es les calculs classiques [7],

$h_{4,4}’(y, t)= \int_{M}\frac{\varphi(y,z)\theta^{-1/2}(y,z)t}{[t^{2}+\delta^{2}(y,z)]^{(n+1)/2}}1_{z\beta}(z)f(z)d\sigma(z)$

$\int_{M}|1_{\beta}(x)\int_{\delta(x.y)\cong\alpha t\leqq 1000\alpha}t|B_{y}(t)|||\nabla h_{4.4}’(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt|^{2}\leqq C\int_{M}1_{2\beta}(y)|f(y)|^{p}d\sigma(y)$ .

Consid\’erons maintenant comme dans [3] un recouvrement de $M$ par des boules
$B^{i}$ de centre $P_{i}$ , de rayon $\beta$ avec $\alpha\beta<1$ fix6 tel que $\Delta$ soit uniform\’ement el-
liptique sur la boule de centre $P_{i}$ et de rayon $16\beta$ avec des constantes d’uniforme
ellipticit\’e contr\^olables et pour tout $p$ et toute $f$

$\sum_{i}||1_{\beta.p_{i}}f||_{p}^{p}\simeq||f||_{p}^{p}$
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o\‘u $1_{\beta.p_{i}}$ la fonction caract\’eristique de la boule de centre $P_{i}$ et de rayon $\beta$ . On
a l’\’equivalence suivante

$\int_{M}\{\int_{\delta_{(}x.y)\leq at}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla\int_{K}\varphi(y, z)P_{t}(y, z)f(z)d\sigma(z)||^{2}d\sigma(y)dt\}^{p/z}d\sigma(x)$

$\simeq\sum_{i}\int_{M}|1_{\beta.p_{i}}(x)\int_{\delta(x,y)\leq at}dtt|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla\int_{M}P_{t}(y, z)\varphi(y, z)f(z)d\sigma(z)||^{2}d\sigma(y)|^{p/2}d\sigma(x)$ .

Pour tout $i$ , on fait jouer \‘a $P_{i}$ le r\^ole de $0$ dans le raisonnement pr\’ec\’edent. Alors

$\sum_{l}\int_{M}\{1_{\beta,p\ell}(x)\int_{\delta(x.y)\leq\alpha t}t|B_{y}(t)|^{-1}||\nabla\int_{M}P_{t}(y, z)\varphi(y, z)f(z)d\sigma(z)||^{2}d\sigma(y)\}^{p/2}d\sigma(x)$

$\leqq C\sum_{i}\int_{M}1_{2\beta.p_{i}}(x)|f(x)|^{p}d\sigma(x)\simeq$ I $f||_{p}^{p}$ .

Ce qui Prouve, avec le lemme 1, que

$||S_{\alpha}(f)||_{p}\leq C||f||_{p}$ , $1<p<\infty$ .

Il faut maintenant montrer que, si $\alpha>1$ ,

$||f||_{p}\leqq||S_{\alpha}(f)||_{p}$ .

Soient $f$ et $g$ deux fonctions $C^{\infty}$ \‘a support compact positives

$\langle f, g\rangle=\int_{M}f(x)g(x)d\sigma(x)=C\int_{0}^{\infty}t\int_{M}\Delta_{x}f(x, t)g(x, t)d\sigma(x)dt$

$= \int_{M}\int_{0}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}|B_{y}(t)||B_{y}(\alpha t)|^{-1}\int_{B_{y^{(\alpha t)}}}d\sigma(x)\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)d\sigma(y)dt$

$\leqq\int_{M}(\int_{M}\int_{0}^{\infty}t|B_{y}(t)|^{-1}1_{B_{y^{(\alpha t)}}}(x)|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)|^{2}d\sigma(y)dt)^{1/2}$

$\cross(\int_{M}\int_{0}^{\infty}dtt|B_{y}(t)|^{-1}1_{B_{y^{(\alpha t)}}}(x)|\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)|^{2}d\sigma(y)dt)^{1/2}d\sigma(x)$

:IS $C||S_{\alpha}(f)||_{p}||S_{\alpha}(g)||_{p}\leqq C||S_{\alpha}(f)||_{p}||g||_{p’}$

d’o\‘u
$||f||_{p’}\leqq C||S_{\alpha}(f)||_{p’}$ .

On a indiqu\’e dans [4] comment prouver les inegalit\’es [1] et [2]. Contentons
nous d’estimer $S.(f)$ dans le cas d’un espace sym\’etrique et $p\geqq 2$ . Si $\varphi$ est une
fonction de $9(M)$

$\int_{M}S_{\alpha}(f)^{2}(x)\varphi(x)d\sigma(x)=\int_{M}Q_{1}(x)\varphi(x)d\sigma(x)+\int_{M}Q_{2}(x)\varphi(x)d\sigma(x)$
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$\int_{M}Q_{2}(x)\varphi(x)d\sigma(x)$

$= \int_{M}\int_{1}^{\infty}e^{\beta t}||\nabla_{y}f(y, t)||^{2}e^{-\beta\ell}\int_{M}|B_{y}(t)|^{-1}\varphi(x)1_{\alpha t}\circ\delta(x, y)d\sigma(x)dtd\sigma(y)$ ;

$e^{-\beta t} \int_{M}|B_{y}(t)|^{-1}\varphi(x)1_{at}\circ\delta(x, y)d\sigma(x)$

$ $\int_{M}e^{-\beta/\alpha\delta(x.y)}Inf\{(\alpha,$ $|B_{y}( \frac{\delta(x,y)}{\alpha})|^{-1})\}\varphi(x)d\sigma(x)\leqq\int_{M}K_{\beta}^{0}(x, y)\varphi(x)d\sigma(x)$ .

Comme $|B_{y}(t)|\geqq Ce^{+\rho|t}|tarrow\infty$

$K_{\beta}^{0}(x, y)\leqq\alpha$ si $\delta(x, y)\leqq\alpha$

$K_{\beta}^{0}(x, y)\leqq Ce^{-\{2\delta}|\rho \mathfrak{l}(x.y)/\alpha+p/\alpha\delta_{(}x.y)\}\leqq Ce^{-\delta(x.y)/\alpha|2|\rho|+\beta\}}$ .

Alors $K_{\beta}^{0}$ est dans $L^{p’}$ si $p’>2|\rho|\alpha/(2|\rho|+\beta)$ . $K_{\beta}^{0}$ est le noyau d’un op\’erateur
born\’e sur $L^{p_{1}}(M)$ si

2 $p\alpha/2\rho+\beta<p’$ $ 2.

Alors d’apr\‘es les calculs faits dans [2] il existe une constante $C(\alpha)$ telle que

$||S_{\alpha}(f)||_{p}\leqq C(\alpha, p)||f||_{p}$

si $P\geqq 2$ et $\alpha<2+4/\sqrt{PP’}$ .

Cas des espaces sym\’etriques de rang un.

Nous allons maintenant \’etudier un cas particulier, celui des espaces rieman-
niens sym\’etriques de rang un, de type non compact pour lequel on peut faire
des calculs assez explicites.

Pour cela nous adoptons quelques notations. Soit $M=G/K$ un espace sym-
\’etrique de rang un, de type non compact o\‘u $G$ est un groupe de Lie semi-simple
connexe, de centre fini et $K$ un sous-groupe compact maximal. On note $\mathcal{G}$

l’alg\‘ebre de Lie de $G$ et $\mathcal{G}=k\oplus p$ une d\’ecomposition de Cartan de $\mathcal{G}$ o\‘u $k$ est
l’alg\‘ebre de Lie de $K$. Soit $\mathcal{A}$ , de dimension un, un sous-espace ab\’elien de $\varphi$ .
On note $\{\alpha, 2\alpha\}=\Sigma^{+}$ un syst\‘eme de racines positives correspondant au choix
d’une direction positive sur $\mathcal{A}$ . On pose $p_{0}=\dim \mathcal{G}_{a}$ resp. $q_{0}=\dim \mathcal{G}_{-2\alpha}$ o\‘u $\mathcal{G}_{-\alpha}$

resp. $\mathcal{G}_{-2\alpha}$ d\’esigne l’espace radiciel correspondant \‘a $-\alpha$ resp. $-2\alpha$ ; soit $\rho=$

$p_{0}+2q_{0}$ . Comme d’habitude $n$ d\’esignera la dimension de $M$ . On veut essentiel-
lement prouver le r\’esultat suivant.
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THEOREM II.
a) Si $\alpha<1/3$ ou si $2\leqq P<\alpha/(\alpha-1)$ , alors

$|IS_{\alpha}(f)||_{p}\leqq C(\alpha, p)||f||_{p}$

$et$

$|1f||_{p’}\leqq C^{-1}||S_{\alpha}(f)||_{p}$ .
b) Si $\alpha<1/3$ ,

$||S_{a}(f)||_{p}\simeq C||f||_{p}$ $1<p<\infty$
$et$

$||S_{a}(f)||_{p}\simeq||f||_{p}$

si $p$ est asse2 voisin de 2.

D\’emonstration du th\’eor\‘eme II. Nous utiliserons pour le moment les re-
marques suivantes sur la S. F. D. E. C. sur les espaces sym\’etriques de rang un,
d’apr\‘es [6]

$9_{t}(x, y)\cong\frac{[\delta(x,y)]^{(p_{0}+2q0)/2}e^{-\delta^{2}(x.y)/(4t)}}{[Sh\delta(x,y)]^{p_{0/2}}[Sh2\delta(x,y)]^{q_{0/2}}t^{n/2}}e^{-\rho^{2_{t}}}$ si $0<t<1$

$\varphi_{\ell}(x, y)\cong\frac{\delta(x,y)^{p_{0/2}}}{[Sh\delta(x,y)]^{p_{0/2}}}\frac{[\delta(x,y)]^{q_{0/2}}e^{-\delta^{2}(x.y)/(4t)}}{[Sh2\delta(x,y)]^{q_{0/2}}t^{3/2}}e^{-\rho^{2}/t}$

$B_{t}(x, y)= \frac{1}{\sqrt{\pi}}\int_{0}^{t^{2}/4}9_{c2/(4u)(X},$ $y)e^{-u}u^{-1/2}du+ \frac{1}{\backslash /\overline{\pi}}\int_{t^{2}/4}^{\infty}\varphi_{t2/(4u)}(x, y)e^{-u}u^{-1/2}du$ .

$(^{*})$ Si $t>1$ ,

$9_{t}(x, y)\simeq[\delta(x, y)]^{(p_{0}+q_{0})/2}(Sh[\delta(x, y)])^{-p_{0/2}}[Sh(2\delta(x, y))]^{-q_{0}/2}\cross\frac{e^{-\rho^{2}t}}{t^{3/2}}e^{-\delta^{2}(x.y)/(4t)}$ .

Si $0<t<1$

$B_{t}(x, y) \leqq\frac{C[\delta(x,y)]^{(p_{0}+q_{0})/2}e^{-100\rho^{2}}{}^{t}e^{-\delta^{2_{(x.y)/(4t)}}}}{t^{n/2}(Sh[\delta(x,y)])^{p_{0}/g}(Sh[2\delta(x,y)])^{q_{0}/2}}$

$P_{t}(x, y) \leqq\frac{C\delta(x,y)^{(p_{0}+q_{0})/2}t^{-3}\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}\ell^{2}/(4u)}e^{(-u/t^{2})\delta^{2_{(}}x.y)}e^{-u}udu}{(Sh[\delta(x,y)])^{p_{0/2}}(Sh[2\delta(x,y)])^{q_{0/2}}}$

$+ \frac{C[\delta(x,y)]^{(p_{0}+q0)/2}t^{-n}\int\infty e^{-100\rho^{2}c^{2}/(4u)}e^{-u/t^{2}\delta^{2}(x.y)}u^{(n-1)/2}e^{-u}du}{[Sh\delta(x,y)]^{p_{0/2}}\{Sh(2\delta(x,y))\}^{q_{0/2}}}$

$g(\delta)\leqq Ce^{\rho\delta_{0\frac{(\delta+\delta_{0})^{(p_{0}+q_{0})/2}t^{-9/2}}{(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0}’ 2}}\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-u/t^{2}(\delta-\delta_{0})^{2}}e^{-u}udu}}$

$+C \frac{e^{\rho\delta_{0}}(\delta+\delta_{0})^{(p_{0}+q_{0})/2}t^{-n}\int_{t^{8}/4}^{\infty}e^{-26(\rho^{g_{t^{2})/u}}}e^{-u/t^{2}(\delta-\delta_{0})^{2}}u^{(n-1)/2}e^{-u}du}{(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0/2}}}$

o\‘u $\delta=\delta(0, u)$ et $\delta_{0}=\delta(x, 0)$ .
On pose: $=I_{1}^{x}\cdot{}^{t}(\delta)+I_{2}^{x}\cdot{}^{t}(\delta)$
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$\int_{0}^{\infty}I_{1}^{x}\cdot{}^{t}(\delta)Sh^{p_{0}}(\delta)^{q_{0}}(2\delta)d\delta$

$\leqq C\frac{e^{\rho\delta_{0}}}{t^{3}}\int_{0}^{\infty}(\delta_{0}^{(p_{0}+q_{0})/2}+\delta^{(p_{0}+q_{0})/2})\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-(\delta-\delta_{0})^{2}u/t^{2}}e^{-u}uduSh^{p_{0/2}}\delta Sh^{q_{0/2}}(2\delta)d\delta$

$=Ce^{\rho\delta_{0}} \frac{(\delta_{0})^{(p_{0}+q_{0})/2}}{t^{3}}\int_{\delta_{0}}^{\infty}(\int_{0}^{\ell^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/t^{2}}e^{-u}udu)|$ Sh $(\delta-\delta_{0})|^{p_{0/2}}Sh^{q_{0/2}}(2(\delta-\delta_{0}))d\delta$

$+c_{\frac{e^{\rho\delta_{0}}}{t^{3}}\int_{\delta_{0}}^{\infty}\delta^{(p_{0^{+q_{0})/2(\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-v^{2}u/t^{2}}e^{-u}udu)Sh^{p_{0/2}}(\delta-\delta_{0})Sh^{q_{0/2}}(2(\delta-\delta_{0}))d\delta}}}}$

$=I_{1}^{2}+I_{1}^{3}$

$t^{3}I_{1}^{3} \leqq Ce^{\rho\delta_{0}}\int_{\delta_{0}}^{\infty}\delta^{(p}0^{+q}0)/2(\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/t^{2}}e^{-u}udu)$ ( $Sh\delta$ Ch $\delta_{0}-Ch\delta$ Sh $\delta_{0}$)

$\cross(Sh2\delta Ch2\delta_{0}-Ch2\delta Sb2\delta_{0})d\delta$

$\leqq Ce^{\rho\delta_{0}}\int_{\delta_{0}}^{\infty}\delta^{(p_{0}+q_{0})/2}|$ Sh $\delta|^{p_{0/2}}|$ Sh $\delta_{0}|^{p_{0/2}}|Sh2\delta|^{q_{0/2}}|Ch2\delta_{0}|^{q_{0/2}}$

$\cross\int_{0}^{\ell^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/t^{2}}e^{-u}udud\delta+I_{1}^{3.2}+I_{1}^{3,3}+I_{1}^{3,4}$ .

Ces derniers termes se majorent comme les premiers:

$\frac{I_{1}^{3,1}}{t^{3}}\leqq C\frac{e^{z\rho\delta_{0}}}{t^{3}}\int_{\delta_{0}}^{\infty}\delta^{(p_{0}+q_{0})/2}(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0/2}}\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/t^{2}}e^{-u}udud\delta$

$\leqq Ce^{z\rho\delta_{0}}\int_{0}^{\infty}P_{t}(\delta)(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0/2}}d\delta\leqq Ce^{z\rho\delta_{0}}$ .

Ce qui prouve que $I_{1}^{3.1}\leqq Ce^{z\rho\delta_{0}}$ .
Pour:

$\frac{1}{t^{3}}\int_{\delta_{0}}^{\infty}\delta^{(p_{0}+q_{0})/2}(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0/2}}\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\partial^{2}u/t^{2}}e^{-u}udud\delta$

$\leqq\frac{C}{t^{3}}\int_{0}^{\infty}\delta^{(p_{0}+q_{0})/2}(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh(2\delta))^{q_{0/2}}\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/t^{2}}e^{-u}udud\delta$

$+ \frac{1}{t^{3}}\int_{0}^{\delta_{0}}\delta^{(p_{0}+q_{0})/2}(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0/2}}\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/t^{2}}e^{-u}udud\delta$ .

On majore la premi\‘ere expression comme pr\’ec\’edemment.
Pour la seconde, elle ne d\’epasse pas

$C \delta_{0}^{(p_{0}+q_{0})/2}e^{\rho\delta_{0}}\int_{0}^{\infty}\frac{te^{-\rho^{\sqrt{}}\overline{\delta^{2}+t^{2}}}}{(t^{2}+\delta^{2})^{5/4}}d\delta<\infty\leqq C\delta_{0}^{(p_{0}+q_{0})/2}e^{\rho\delta_{0}}$

d’apr\‘es $(^{*})$ et [4] page 85.
Il s’en suit que:
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$\int_{M}I_{1}^{x},{}^{t}(y)d\sigma(y)\leqq C(1+\delta_{0}^{p_{0}+q_{0}})e^{2\rho\delta_{0}}$ .

Si 1‘on examine le terme de la forme:

$\frac{e^{\rho\delta_{0}}}{t^{3}}\delta_{0^{p_{00)/2}}}^{(+q}\int_{0}^{\infty}(\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-(\delta-\delta_{0})^{2}u/}{}^{t^{2}}e^{-u}udu)(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Ch2\delta)^{q_{0/2}}d\delta$

$\leqq\frac{e^{\rho\delta_{0}}}{t^{3}}\delta_{0}^{(p_{0^{+q}0)}}\int_{0}^{\delta_{0}}(\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}f(4u)}e^{-(\delta-\delta_{0})^{2}u/t^{2}}e^{-u}udu)(Sh\delta)^{p_{0}/2}(Ch2\delta)^{q_{0/2}}d\delta$

$+ \frac{e^{\rho\grave{v}_{0}}}{t^{3}}\delta_{0}^{(p}0^{+q}0^{)/2}\int_{\delta_{0}}^{\infty}(\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-(\delta-\delta_{0})^{2}u/t^{2}}e^{-u}udu)(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Ch2\delta)^{q_{0/2}}d\delta$ .

Mais

$\frac{1}{t^{3}}\int_{0}^{t^{2}/4}e^{-\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/\iota^{2}}e^{-u}udu\leqq C\frac{te^{-\rho(t^{2}+\delta^{2})^{1/2}}}{(t^{2}+\delta^{2})^{5/4}}$

d’apr\‘es [4] et:

$\int_{0}^{\delta_{0}}($ $)d \delta\leqq C\int_{0}^{\delta_{0}}\frac{td\delta}{t^{2}+\delta^{2}}=Ct^{-3/4}$ .

De m\^eme

$\int_{\delta_{0}}^{\infty}$ $($ $)d\delta\leqq Ct^{-3/4}$ .

Quantit\’es qui sont born\’ees si $t>1$ .

$I_{2}^{x},{}^{t}( \delta)\leqq\frac{c_{1}\delta^{(p_{0}+q_{0})/2}}{(Sh\delta)^{p/2}(Sh2\delta)^{q/2}}t^{-n}\int_{t^{2}/4}^{+\infty}e^{-25\rho^{2}t^{2}/u}e^{-u/t^{2}(\delta-\delta_{0})^{2}}u^{(n-1)/2}e^{-u}du$

$+C_{2} \frac{\delta_{0}^{(p_{0}+q_{0})/2}t^{n}}{(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0/2}}}\int_{t^{2}/4}^{+\infty}e^{-25\rho^{2}t^{\underline{9}}/u}e^{-u/t^{2}(\delta-\delta_{0})^{2}}u^{(n- 1)/2}e^{-u}du=I_{2}^{2,1}+I_{2}^{2,2}$

$\int_{0}^{\infty}I_{2}^{2,1}(\delta)Sh\delta^{p_{0}}Sh2\delta^{q_{0}}d\delta$ se d\’ecompose comme pr\’ec\’edemment en plusieurs morceaux :

$\int_{\delta_{0}}^{\infty}\delta^{(p_{0^{+q_{0})/2(t^{-n}\int_{t^{2}/2}^{+\infty}e^{-100\rho^{2}t^{2}/(4u)}e^{-\delta^{2}u/t^{2}}u^{(n-1)/2}e^{-u}du)(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sh2\delta)^{q_{0/2}}d\delta}}}$

$\leqq C\int_{0}^{\infty}\delta^{(p_{0}q_{0})/2}\frac{t}{[t^{2}+\delta^{2}(x,y)]^{(n+2)/4}}e^{-10\rho(i^{2}+\partial^{2})^{1/2}}(Sh\delta)^{p_{0/2}}(Sb2\delta)^{q_{0/2}}d\delta$

$\leqq C\int_{0}^{\infty}\delta^{(p_{0}+q_{0})/2}e^{-10\rho\delta}e^{\rho\delta}d\delta<C$ .

Ce qui prouve par un examen analogue des autres termes que:

$\int_{0}^{\infty}I_{2}^{x}\cdot{}^{t}(\delta)(Sh\delta)^{p_{0}/2}(Sh2\delta)^{q_{0/}}2d\delta\leqq C(1+\delta_{0}^{(p_{0}+q_{0})/2})e^{\rho\delta_{0}}$ .

On veut estimer la quantit\’e:

$\int_{1000}^{\infty}\int_{\delta(x,y)\leqq\alpha t}|B(t)|^{-1}||\nabla f||^{2}(y, t)d\sigma(y)dt$ .
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Pour cela on veut \’etablir l’in\’egalit\’e:

$|f(y, t)|\leqq Cf^{*}(x)e^{2\rho\delta_{(}x.y)}(\delta(x, y)+1)^{p_{0}+q_{0}}$

o\‘u $f^{*}$ d\’esigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood. Mais l’on a vu pr\’e-
c\’edemment que:

$\delta(0, y)=\delta\sup P_{t}(x, y)$ $ $I_{1}^{x}{}^{t}(\delta)+I_{2}^{x}\cdot{}^{t}(\delta)$

avec
$\int_{M}I_{1}^{x}\cdot{}^{t}(u)d\sigma(u)\leqq C_{1}e^{2\rho\delta(x.0)}[1+\delta(0, x)]^{p_{0}+q_{0}}$

$\int_{M}I_{2}^{x}\cdot{}^{t}(u)d\sigma(u)\leqq C_{2}e^{2\rho\delta(x.0)}[1+\delta(0, x)]^{p_{0}+q_{0}}$ .

Supposons $x=0$

$f(y, t)= \int_{M}P_{t}(v^{-1}y)f(v)d\sigma(y)=\int_{M}P_{t}(yv^{-1})f(v)d\sigma(y)$

$\leqq\int_{M}I?\cdot{}^{t}(\delta(0, y))f(v)d\sigma(v)+\int_{M}$ I\S ${}^{t}( \delta(0, y))f(v)d\sigma(v)=\int_{0}^{\infty}M^{y}{}^{t}(r)\lambda(r)g(r)dr-$

o\‘u

$\lambda(r)=\int_{K}f(ka_{r}, O)dk$ $M^{y}\cdot{}^{t}(r)=I?\cdot{}^{t}(r)+I$ \S ’ ${}^{t}(r)$ $\Lambda(r)=\int_{0}^{r}\lambda(s)g(r)ds$ .

La quantit\’e ci-dessus vaut:

$\lim_{earrow 0.Narrow\infty}\int_{\epsilon}^{N}\lambda(r)M^{y}\cdot{}^{t}(r)g(r)dr=\lim_{\epsilonarrow 0,Narrow\infty}-\int_{\epsilon}^{N}\Lambda(s)dM^{y}\cdot{}^{t}(s)$ .

Mais $\Lambda(s)\leqq C|B(s)|f^{*}(0)$ par cons\’equent

$- \int_{\epsilon}^{N}\Lambda(s)dM^{y}\cdot{}^{t}(s)\leqq-C\int_{\epsilon}^{N}|B(s)|dM^{y}\cdot{}^{t}(s)f^{*}(0)$

$=+C \int_{\epsilon}^{N}g(s)M^{y}\cdot{}^{t}(s)dsf^{*}(0)$

$=Cf^{*}(0) \int_{\epsilon<\delta(0.u)<N}M^{y}\cdot{}^{t}[\delta(0, u)]d\sigma(u)$

$\leqq Cf^{*}(0)[1+\delta(0, y)]^{p_{0}+q_{0}}e^{2\rho\delta(0.y)}$

par cons\’equent

$|P_{t}f(y)|= \lim_{\epsilonarrow 0.Narrow\infty}\int_{\text{\’{e}}}^{N}\lambda(r)M^{y}\cdot{}^{t}(r)g(r)dr\leqq Cf^{*}(O)[1+\delta(0, y)]^{p_{0}+q_{0}}e^{2\rho\delta(0.y)}$ .

D’apr\‘es l’in\’egalit\’e de Harnack, si $f$ est positive
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$||\nabla f(y, t)||\leqq C_{1}f(y, t)$

si $t\geqq 1000$ avec une constante $C$ .

$\int_{1000}^{\infty}\int_{\delta(x.y)\leq at}t|B(t)|^{-1}||\nabla f(y, t)||^{2}d\sigma(y)dt$

$\leqq C\int_{1000}^{\infty}t|B(t)|^{-1}\int_{\delta(x.y)\leq\alpha t}f^{2*}(x)e^{(4\rho)\delta(x.y)}d\sigma(y)dt$

$\leqq Cf^{*2}(x)\int_{1000}^{\infty}t|B(t)|^{-1}\int_{0}^{at}e^{(4\rho+2\rho)S}dsdt\leqq Cf^{*2}(x)\int_{1000}^{\infty}t|B(i)|^{-1}e^{2\alpha(3\rho)t}dt$

$\leqq Cf^{*2}(x)\int_{1000}^{\infty}te^{-[2\rho-2\alpha(3\rho)]t}dt=Cf^{*2}(x)$ si $2\rho>6\alpha\rho,$ $\alpha<1/3$ .

D\’emonstration du th\’eor\‘eme. Montrons que

$|1S_{\alpha}(f)||_{p}$ $ $C||f||_{p}$ .

D’apr\‘es l’in\’egalit\’e pr\’ec\’edente et le th\’eor\‘eme maximal,

$||S_{\alpha}(f)||_{p} \leqq||\{\int_{1000}^{\infty}t|B(t)|^{-1}\int_{\delta(x,y)\leq\alpha\ell}||\nabla f||^{2}(y, t)d\sigma(y)dt\}^{1/z}||_{p}$

$+|| \{\int_{0}^{1000}tdt|B(t)|^{-1}\int_{\delta(x.y)\leq at}||\nabla f||^{2}(y, t)d\sigma(y)dt\}^{1/2}||_{p}$

$\leqq C||f||_{p}+||\{\int_{0}^{1000}tdt|B(t)|^{-1}\int_{\delta(x.y)\xi at}||\nabla f||^{2}(y, t)d\sigma(y)dt\}^{1/2}||_{p}$ .

Pour terminer la preuve de l’in\’egalit\’e

$||S_{a}(f)||_{p}$ $ $C||f||_{p}$

il suffit d’utiliser le lemme 1.
On pose: $\gamma=2\rho(1-\alpha)$ et l’on remarque que:

$\int_{0}^{\infty}e^{-t\{\gamma+2(\lambda^{2}+\rho^{2})^{1/2_{\}}}}tdt=\frac{1}{\gamma^{2}+4\gamma(\lambda^{2}+\rho^{2})^{1/2}+4(\rho^{2}+\lambda^{2})}$ .

Soit $K_{1}$ la fonction dont la transform\’ee de Fourier vaut:

$\hat{K}_{1}(\lambda)=\frac{\lambda^{2}+\rho^{2}}{4(\lambda^{2}+\rho^{2})+4\gamma(\lambda^{2}+\rho^{2})^{1/2}+\gamma^{2}}$ .

Alors avec
$\hat{K}(\lambda)=\frac{4\gamma(\lambda^{2}+\rho^{2})^{1/2}+\gamma^{2}}{4(\lambda^{2}+\rho^{2})+4\gamma(\lambda^{2}+\rho^{2})^{1/2}+\gamma^{2}}$

$K_{1}( \lambda)=\frac{1}{4}[1-K(\lambda)]$
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et l’on a la relation suivante pour tout couple de fonctions $(f, g),$ $C^{\infty}$ a support
comPact,

$\langle f, g\rangle-\langle Kf, g\rangle=4\int_{0}^{\infty}\int_{M}te^{-t\gamma}\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)d\sigma(y)dt$

$=| \int_{0}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}|B(t)|e^{-2\rho c}|B(\alpha t)|^{-1}e^{2\rho at}|B(\alpha t)|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)d\sigma(y)dt|$

$=| \int_{0}^{1}\int_{M}t|B(t)|^{-1}|B(t)||B(\alpha t)|^{-1}e^{-\gamma t}|B(\alpha t)|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)d\sigma(y)dt|$

$+| \int_{1}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}|B(i)|e^{-2\rho\iota}|B(\alpha t)|^{-1}e^{2\rho\alpha t}|B(\alpha t)|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)d\sigma(y)dt|$

$\leqq C_{1}\int_{0}^{1}\int_{M}t|B(t)|^{-1}|B(\alpha t)||\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)||\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)|d\sigma(y)dt$

$+C_{2} \int_{1}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}|B(\alpha t)||\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)||\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)|d\sigma(y)dt$

$\leqq C_{1}’\int_{0}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}|B(\alpha t)||\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)||\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)|d\sigma(y)dt$

$=C_{1}’ \int_{0}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}\int_{B_{y}(\alpha t)}d\sigma(x)|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)||\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)|d\sigma(y)dt$

$=C_{1}’ \int_{M}d\sigma(x)\int_{0}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}1_{B_{x}(\alpha t)}(y)|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)||\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)|d\sigma(y)dt$

$\leqq C_{1}’\int_{M}d\sigma(x)(\int_{0}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}1_{B_{x}(\alpha t)}(y)|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)|^{2}d\sigma(y)dt)^{1/2}$

$\cross(\int_{0}^{\infty}\int_{M}t|B(t)|^{-1}1_{B_{x^{(\alpha t)}}}(y)|\frac{\partial g}{\partial t}(y, t)|^{2}d\sigma(y)dt)^{\iota/2}$

Il s’en suit que

$|\langle f, g\rangle|\leqq C_{1}’||S_{\alpha}(f)||_{p}||S_{\alpha}(g)||_{p’}+||Kf||_{p’}||g||_{p’}$ .

Nous allons montrer que:

$||Kf||_{p}\leqq C_{1}’’$ Il $f||_{p}$ avec $C_{1}’’<1$ .

Ce qui prouve que
$|1f||_{p}\leqq C_{1}’||S_{\alpha}(f)||_{p}+C_{1}’’||f||_{p}$

et
$||f||_{p}\leqq C||S_{\alpha}(f)||_{p}$ .

Remarquons par ailleurs que si l’on veut que $S_{\alpha}(f)$ soit born\’e sur $L^{2}(M)$ il est
n\’ecessaire que $0<\alpha<2$ . Ce que l’on suppose $ra$ par la suite.

En effet si $f$ est de classe $C_{0}^{\infty}$
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$||S_{\alpha}(f)||_{2}^{2}= \int_{M}d\sigma(x)\int_{M}d\sigma(y)\int_{0}^{\infty}t|B(t)|^{-1}1_{\delta(x.y)\leqq\alpha t}(x)\{|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)|^{2}+||\nabla_{y}f||^{2}(y, t)\}dt$

$= \int_{M}\int_{0}^{\infty}|B(t)|^{-1}|B(\alpha t)|t\{|\frac{\partial f}{\partial t}(y, t)|^{2}+||\nabla_{y}f(y, t)||^{2}\}d\sigma(y)di$

$\simeq\int_{1}^{\infty}\int_{0}^{\infty}d\lambda dte^{-2\rho(1-\alpha)}{}^{t}e^{-2t(\lambda^{2}+\rho^{2})^{1/2}}(\lambda^{2}+\rho^{2})d||E_{\lambda}f||^{2}$

o\‘u $dE_{\lambda}$ est la mesure spectrale associ\’ee \‘a $\Delta$ .
Il s’en suit que $S_{\alpha}(f)$ est born\’e sur $L^{2}(M)$ si et seulement si

$2\rho(1-\alpha)+2\rho>0\Leftrightarrow 0<\alpha<3$ .

$K(x)=- \frac{2\gamma}{\Gamma(2)}\int_{0}^{\infty}\frac{\partial}{\partial t}B_{2t}(x)e^{-\gamma t}dt+\frac{\gamma^{2}}{\Gamma(2)}\int_{0}^{\infty}B_{2t}(x)te^{-\gamma t}dt$

$= \frac{2\gamma}{\Gamma(2)}\int_{0}^{\infty}B_{2t}(x)e^{-\gamma t}dt-\frac{2\gamma^{2}}{\Gamma(2)}\int_{0}^{\infty}\varphi_{2t}(x)e^{-\gamma t}tdt+\frac{\gamma^{2}}{\Gamma(2)}\int_{0}^{\infty}t\varphi_{2t}(x)e^{-\gamma t}dt$

$|K(x)| \leqq\frac{2\gamma}{\Gamma(2)}\int_{0}^{1/\gamma}(1-\gamma t)\varphi_{2t}(x)dt+\frac{2\gamma}{\Gamma(2)}\int_{1/\gamma}^{\infty}\varphi_{2t}(x)(\gamma t-1)e^{-\gamma t}dt$

$+ \frac{\gamma^{2}}{\Gamma(2)}\int_{0}^{\infty}\varphi_{2t}(x)te^{-\gamma\iota}dt$ .

Comme
$||\varphi_{2t}||_{parrow p}\simeq e^{-4\rho c/\overline{pp\prime}}tarrow+\infty\sqrt{}$

$||K||_{parrow p} \leqq\frac{2\gamma}{\Gamma(2)}\int_{0}^{\infty}\sqrt{}$ .

Par ailleurs:

$||K||_{2arrow 2}< \frac{4\gamma\rho+\rho^{2}}{4\rho^{2}+4\gamma\rho+\gamma^{2}}<1$ .

Si $p$ est voisin de 2, par interpolation, on trouve le r\’esultat annonc\’e.
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