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Dans notre travail “Estimation des fonctions de Littlewood-Paley-Stein
sur les variétés riemanniennes a courbure non positive” nous nous sommes oc-
cupés des estimées d’une famille & un paramétre g, de fonctions de Littlewood-
Paley-Stein, qui nous ont conduit a ’étude des fonctions d’aire. Cette introduc-
tion 4 la fonction d’aire n’avait été qu’d peine esquissée et nous n’avions obtenu
de majoration de normes que pour p»=2 et sous certaines hypothéses sur la
courbure.

Le but de ce travail est de poursuivre notre étude plus en détail et de la
compléter.

Décrivons un peu le genre de résultat que 1’on peut obtenir, par exemple
dans le cas d’un espace symétrique de rang un, qu'on note M. Si P, est le

Y

noyau de Poisson au-dessus de M, pour toute fonction f:AM—C, C* a support
compact, on note f(x, t)zSMf(y)P,(x, y)da(y) ou do est la mesure riemannienne

sur M, V.f le gradient riemannien de f en la variable x.
On s’intéresse a la fonction

supw =1, a8, (191, 0+ |20, 0] e

8¢z, P

ot |B,(®)]| est le volume riemannien de la boule de centre y et de rayon{. On
désire prouver des estimations du style

[1Sa(Hllz = 11/l

ou 1< p<oo dépend éventuellement de a.

La fonction S, dans le cas de R a été introduite par Lusin pour formuler
des énoncés du théoréme de Fatou.

Dans le cas des espaces euclidiens elle est étudiée en long et en large au
chapitre VI de pour démontrer des théorémes de multiplications a la Hérmander
et caractériser les classes de Hardy H? a la Stein et Weiss.

Fixons les notations et les énoncés des résultats.
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Notations et énoncés des résultats.

On note M une variété riemannienne de dimension 7, simplement connexe,
\ Y ., ® y212 . »
complete, a courbure non positive. On note do ’élément de volume induit par
la structure riemannienne. Si 1< p<oo, on note, pour toute fonction f: M—C,
mesurable

1113 = 1, 1£)17da(x).

L?(M) est le complété de ’espace (M) des fonctions C® a support compact
pour la norme || [|,. On pose:

[ flloo = esrseg}lplf(x)l .

L>(M) est l’espace classique pour la norme || ||.; si 1< p<o on note p’ l'ex-
posant conjugué de p, 1/p+1/p’=1. A désigne le laplacien sur M et A,=—A,
V est l'opérateur gradient qui transforme les fonctions C* en champs de vecteurs.
P, désigne la solution fondamentale de I’équation de la chaleur sur M, P, le
noyau de Poisson qui se déduit de @, par la formule

1 o
P, (x, :—__S x, “vyttduy .
(X, ) NE: 09t2/4u( ¥e d
Par la suite on suppose que la courbure de M est bornée, ainsi que ses deux
premiéres dérivées covariantes; on supposera dans I’énoncé du théoréme que
Inf <Af, /> =¢p.

I flig=1
Soit x€M et soit 0<ft<oo un nombre réel, on note B.(f) la boule géodésique de
centre x et de rayon ¢, | B.(¢)| le volume riemannien de B.(f). On notera 1, la
fonction caractéristique de l'intervalle [0, ] de la droite numérique.
Soit a>0 et soit f: M—C une fonction C* a support compact, on note

fx, ) = SMPt(x, 9)f()da(y) son intégrale de Poisson

S+ 70, 018,01 o)

SatN() ={{ tat|

oz, YIsat

ol d(x, y) désigne la distance géodésique de x a y.
Le premier énoncé que 'on veut prouver est le suivant:

THEOREME 1. On suppose que p>0. On suppose, a<l, que
sup [ B2()| 1 B,(®)] " < C.

On pose
e 72 = | B,()| | B.(at)] .
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Alors il existe une constante C telle que st

+00
supg PRSP | R
x 1000

ou C(8) est une constante que I’on va déterminer

1SNl = Clfllp
pour tout 1< p<oo.
Alors si 2< p et si M est un espace symétrique

[Se(Dlp = Clifllp
1<a<2+4// DD’
[flpr < CISalNllpr .
Démonstration du théoréme I.

Nous allons considérer la quantité :

[V B,0171750, 01aeac, ydoar

et nous occupsr de:
[0 18,0171/, DILasd(x, y)do()dt.
M J1000

D’aprés I'inégalité de Harnack, si I'on a supposé f=0 ce que nous ferons

IVf(y, Dl = Cf(y, 1) t = 1000.
D’autre part la méme inégalité de Harnack montre que

[ f(y, D] < D@0 f(x, 1)

ol C est une constante positive supérieure a 1. Alors:

[0 (B, OI 190, DIPLaed(x, 9)do(y)d1

A

= CSw tga(x.y)gac 1By(t)|—lezcécx.y)d(,(y)fz(x, tdi

1000

A

CS:oo” B,(®)] 7 Br(at)IQZaszZ(x, Hdt

IIA

| B0 Buan]eecids

oo
10

f(x) = sup| f(x, )] < Cr te"7=VemeCldt f#¥H(x).
t>0 1000
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Il s’en suit que:
W7 18,01 1950, DILacedt, donad ™| < i, = €Il

Le lemme principal reste le suivant:

LEMME 1. Soit

1000

=" 1BV, Dldat.

0

Alors:
lhll, < Clfllp,  pour tout 1 < p < oo.

Dégageons d’abord la partie élémentaire du lemme:

LEMME 2. Soit B choisi comme dans [3], c’est-a-dire tel que

i) pour tout x dans M le laplacien lu en coordonnées exponentielles en x sur
la boule B, (168) soit uniformément elliptique avec des constantes d’ellipticités
controlées uniformément en x.

ii) Les coefficients du laplacien dans ces coordonnées sont bornées ainsi que
ces deux premieres dérivées uniformément en x sur B (168).

iii) Il existe une famille {P;}3-, de points de M telle que \J7-1Bp,(B8/2)=M
et pour tout x&M le cardinal de I’ensemble de i tel que x appartienne & Bp, est
borné indépendamment de x. (Un tel choix est possible, voir [3].)

Soit
1000

i =

"‘Sa@,ym | B,()| MV f(y, Dl*da(y)dt.

Alors pour tout 1< p<co, il existe C(p, a) telle que
I, < Cp, Ol fl».

Preuve du lemme. Puisque f est positive, que r=zaf, il eXiste une con-
stante C(a, B)>0 telle que [|Vf(y, HI<Cf(y, t) d’aprés 'inégalité de Harnack
(pour une argumentation analogue, voir [2] page 510) et si «3<¢<1000, ¢|V/(y, )]
<1000Cf(y, y=C,f(y, t); par ailleurs la méme inégalité montre que:

| f(y, B < Cf(x, D)
et
f(x, ) < ).

Il s’en suit que:

Smoog t B,V f(y, Dl*de(y)dt < C f*¥*3(x)
af Jécx. yrysat

et
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Ihllp = ClLf**)p = Clifllp-
Le lemme suivant qui permet de terminer la preuve du lemme 2 est:

LEMME 3. Pour tout 1< p<co, il existe une constante C(p, a) telle que
1/2
2 -1
{lace. s e 1970 DIt By dtda(x)} | < Ca, el F15-

Preuve du lemme. Soit ¢,: R—R une fonction C* qui vaut 1 sur [—8, B8]
a support dans [—1, 1]. B sera choisi aprés

3, 0= Pw, af@do

M

= SMPL(y, 2)pe0%(y, 2)f(2)da(2)

+] P, 21—, 21 f@da(@) = Ay, 9+B(, ).

On va étudier B(y, t); on pose ¢=1—¢ ou @=¢,0°

VB(y, = (-2 B, , 7,80, 1)
et
0 2
IVBIX, 0 = |57 B0, | +I9,B0, I
On a le lemme suivant:

LEMME 3. Soit

me=|""uB,m1|, 198G, 0*de(at.

0z, Y)s

Alors pour tout 1< p<oo, il existe une constante C telle que

IRl = Clfl5-

Preuve du lemme. Soit

meo =" 18,01, 9B, Dltdatdt.

a(x, y)s

Alors comme
tHVf(y, O < Cl f(y, DI si B=<t<1000
il est facile de voir, d’aprés I'inégalité de Harnack que

hy(x) £ C¥*(x)?.
Ce qui prouve que
lhallp < Clifllp.
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Quant 3 h(x) examinons de plus prés les termes qu’elle comporte.
Soit
2

L, 0= "], ey, 240, D@ udtda()

= '%SMS:QIIU(% 2)e”™/4d(y, 2)f(z)dudo(2)

= "%SMSTQW, 2)e Dy 2 f(2)ds da(z).

Soit Ko(x, v)=Cr¢e0%(x, v)/[0(x, v)]** ou C, est une constante; on a vu dans
qu’il existe un noyau K,(x, v) tel que:

@(x, v) = SM Ky(x, W)APyu, v)do‘(u)—}-sM Ki(x, V)@y(u, v)do(w).
Alors

Ly, =5

1

N K wA@w, D, 2 (e 1405 da)do(u)ds

+%§MSMSTKI(y’ w)Py(u, 2)P(y, 2)f(2)e "1V s*1*d g(2)d o(u)d s

—gt—Ll(y, H= L SMrKo(y, WAL (u, 2)P(y, 2)f(2)e 45212 d g(z)d a(u)d s

ooy

“K(y, wPs(u, P, 2)f(2)e 572 d g(2)d a(u)d s

1

I +
5 Do)
C ey L/j‘
] =
ey =y
8 X
Ly ey

TKo(y, WAL, )Py, 2)f(2)e 457 *d g(2)d a(u)ds

| %
ey
S
C ey
=
ey

TKl(y, w)Ps(u, 2)P(y, 2)f(2)e 40575 d g(z)d o(u)d s

= 381 nggm s(u, Z)e-zz/(n)s-wzdsKo(y’ u)¢(y, Z)f(Z)da(z)do(u)

ruRp

— 8

TKo(y, WPs(u, z)e 140"y, 2)f(2)d a(z)d a(u)ds

R

(u, 2)K(y, WPy, 2)f(2)do(z)d a(u)

K, Wi, 2909, Ado(@datu)

-

T @y(u, e s rAsK(y, )y, 2)f(2)da(2)da(u)ds

1

SmKo(y, W)Py(u, 2)e 140 %y, 2) f(2)d a(z)d a(u)d s
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5O, w(3-5) -2, 20, Df@e s rdo@d s
On remarque, d’aprés la construction de K, et de K,, qu’il existe des constantes
telles que:
Kl(x’ y) g chl(x, 3’) HVKO(x’ y)” -g C3GI(x1 y)
Ki(x, 3) £ CoGalx, »)  |VKi(x, y)| £ CiGalx, y)

ol G;(x, y) désigne la résolvante d’indice 1>0 de A, GI:(A—A)“. D’autre part :
v Ll(y! t)

S SMSN -3/2 Ko(y, u) Js -CPs(u Z)(/J(y, Z)f(z)dg(z)do-(u)e-ﬂ/(,;s)ds

1

Mgwd Ky, u) ﬂ’s(u 2V, 0y, 2)f(2)e " da(z)d a(u)

1

NI TK G, w2, 60, D@D da(y)do(2)ds

+51f
+50,
120 T, weiw, 29,00, 2@ ewsrdadaeds

1

2
t e ~-t2 -
gSMSMS Po(u, 2)e" 14957124 N, Ky, w)(y, 2)f(2)da(u)da(2)

1

+“;‘SMSMWK°<% W2\(u, 2y, 2)f(2)da(2)do(u)
+S°°S S s s)e" DKy, )@, (u, 2V, 4y, Df(2)da()da(u)ds
1Jn)u\8 4 oY, U)Ls\U, W, 2 o

[\ e, ayeens=mv, K, Wy, Df@do)dads

b—l Niﬂ- I\D‘N

) ds K, 024 240, 1o s d o) da(@rds

La remarque (*) permet d’estimer les différents termes:

| 2-Lif, 05 0], Gaty, (@i, D@55 do@)datw)

+{1,,6:0, wew, D@D

ol p(t) est un polyndme en ¢t
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[, 610, wew, 2o = @0, s

/

[, 620, wi 2w, D52 rdsdo) < [T @y, -

,)3,2 .
D’aprés Harnack il existe une constante C telle que

Poi(y, 2) £ CPuyino(x, 2)
avec 0<0<1, &(x, y)éﬂ

/ 00 d ’
S Py (y: Z) ,)3/2 = g Py (y, Z) ( 1;3/2
ds’ o ds’

= CS Pesr+no(X, Z)(,—)m-—_- C(-‘Po‘*gl -‘Pslw)(% z) = K(x, 2).
De méme

SM Gy, w)Py(u, 2)do(u) < cSTEPz(y, z)e i dt

< C(ﬂ’aogjﬂ’te’”dt)(y, 2) = KUz, 2).

On en déduit que:

9sy, | =, Kitx, af@do@+{ Kitx, e

S~

Comme Kj et K/ donnent lieu & des opérateurs bornés sur LP(M), 1< p<oo,
on en déduit que:

”{Sa(z. y)satsaf

et
aL,

|, oda)1B@I )" s o (KitK)x, 2fdata).

oL,
ot

“daat}”| < cirt,.

Par ailleurs:

19,Li, 01l = 5[ @i, 256,20, wgtr, Df@dotdaas

+—;—SSMG1(3’, w)P(u, 2)P(y, 2)f(z)da(z)da(u)

+5:0[| {7610, wew, 290, D @datsrds datu)
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+20| . G100, e, 2909, 2125~ da@)da(w)ds

ot p, et p, sont des polyndmes en ?.
Par conséquent

19, L3, 1l = 20|, |72, 26300, /@5 Pdow)dozrds

+—%SSMGZU’ w)Py(u, 2)f(z)da(z)da(u).

On procéde comme précédemment pour les estimations. Ce qui prouve que

H{&,(LmatsaﬁIB(t)I“HVLIHZ(y, t)do'(y)tdt}mnp SCOIflly, 1<p<oo.

On considére maintenant L,(y, t) qui vaut:

Ly, t)= S;/4Sug’2"‘"’(y’ 2)f(z)da(z)e  u~'*du

= —;-S Swu—1/2e~z2/<4u>ﬂ’,,u(u, z)¢(y’ 2)f(z2)de(z)du

M1

—agllf—(yr t) = %Sugle—ﬂl(“)gs(yﬁ Z)¢(y, z)f(z)%dG(Z)

0

ta

+‘§SMS:e“‘2"“”-‘Ps<y, 2, Z)f(z)%da(z).

Puisque 8(x, y)=%/4, Py, 2)<e %W/ Comme la courbure sectionnelle de
M est minorée par —k? d’aprés les calculs faits dans [2]:

Co~ (k-0 1) < S P;r25(y, z) 7,2 £ g Py(y, z)—j,%—.

Alors

‘Sﬂsli—;‘zﬁﬁ)‘ Py(y, z)f(z) 7 do(z){

0
< e ronsade 5 | 1@ 20, -5 dota).
Et ’argument précédent montre que:

”{S‘;(JC- y)sazgaﬁtl B@®)|-! aLz

D’autre part:

. 0| doat”| < cift,.
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19,2405, 01 < 5|, S e v,2.00, 2005, Df @0t 5]

+_;_HSMS:e—c2/<4s>g:s(y, 2)V,¢(y, z)f(z)do‘(Z)% .

Mais ]IVy.CP;(y{ 2)| S Ce W18 sj §(z, y)=B8. 1l s’en suit que:

o ds
19, Ly, 1l < €] (720, 955) f2)dot).
Ce qui prouve encore que:
1/2
-1 2 <
(Freer s nenst! BOIIT, Ll Ddo(at) | < CIfL,
et termine la preuve de l'inégalité:

1/2
(Sécz,y)satsaﬂtlB(t)l INB(y, B da(y)dt)

= CIfl,-

D
On veut estimer la norme de:

LEMME 4.

Il,... ... 1BV 4G, Bltdedt} | < CIfl,

Pour cela considérons un point 0 et la boule B, de centre 0 et de rayon 8 dont
nous notons 1; la fonction caractéristique; on veut estimer:

[ 6], . 0BG, Ditdedt} dotx)
M B iz, yysat v ! :
Par définition de A(y, ), si x=B,,

1|, HB®IITAw, Di*dat)dt

=10, 1B, 7], PG, 260, dls@f@do@)| datadt

d(z, yysat

ou 1,5 est la fonction caractéristique de la boule de centre 0 et de rayon 2.
Nous sommes donc amenés a étudier la fonction :

h(s, 0=, Py, D903, DL f@)do(2).

Mais comme précédemment :

2
t2 0

o t2/4
Py, Z)=S /49’tz/<4u>(y, Z)e‘"u“”du+g Puoraw(y, 2)e  u"?du.

Examinons la contribution du second terme dans I’expression a estimer:
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ho(y, H) = SM(S: “9¢z/<4u>(y, Z)e‘"u“”du)so(;v, 2)1,4(2) f(2)d 0 (2)

= '%SMS:-‘PM(% 2e ity du oy, 2)1.p(2) f(2)da(2)

Vs, =5 (| du@uay, De-ru-trgy, Dos(@) f(2)d0()

1 1
+51, | @i, Dt du oy, D@ f@do(@)
MJo 0
2 —t_ = H1+H2

‘ZM;@ va(y, e Ut du oy, 2)1.5(2)f(2)d o (2)

151G, b < ¢] (T2, 9551 @do@

= ¢f, Kitx, 212 f(2)do(
et

-Sm,m:t“Bv(f)' U H(y, Hl*da(y)dt £ CUK{[1as(f)1)*(%)
: t ® -t2/ (48 ds N
By, D= 5T, 2.0, 20400y, D@ (do(@)

+—;—SMS Py(y, 2)e™ 4D ds/z V03, Dlap(2)f(2)da(z) = Hi(y, )+Hio(, 1)

[ Hy, (3, DI < CKo(1apf)(%)

-t2/(49)

Ho(y, ==\ o0, 90, ds——@u(5, Dup(@)f(@)da2)

N|~ Nl

[, d0@p0, V| S ek (3, 1) B0, gl f @ o)

+%S 2oy, IV,| Lo DK, (3, )20, M@ @)

Dans [2] il est prouvé que

|51, do@pts. 2. ds/z ey, 0) Ot a L0, Dus(Df (Do)

< [ (2@ 2+ 20, 99, K0, idows f@dot)

ce qui ne dépasse pas
< CiKo(lop )+ C.Ki(1pf) .
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D’autre part:

s DK (3, 1)@, gD (@

4] o,

< ¢4, 1, 190, I 20, 955 dowes(af@data)

d’aprés page 512
t
< CE‘K(;(lzﬁf)(x)-

M E(I- yysat

< ¢, 1)1 F0)17da().

On étudie alors:
hy,o(y, )= SM(Sﬂ“-‘Pmuu)(y, z)e "u?d u)go(y, 2)1,5(2)f(2)da(2).

Soit @} la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur dans la boule By(8B)
de centre 0 et de rayon 88. On sait qu’il existe une mesure 7, telle que si y, z
sont dans B,(28)

—_— 0 0
ey, D=2, D+[ @, 2drs, v)

avec SUPum.. <1 1d7.[|<co. Alors |
h, 0= (17, @hianl, Detumdu)o(, 2@ f)do(@)

« —u,,~-1/2 0
s crcancasias €84 Pl VTS, VLap@ (@) @)

ho oy, £) = SM(SLZH.CP&/(“)()}, 2e  udu)p(y, 2ap(2)f(2)da ().
Mais si s=1
PN, 2) = 071y, 2)e W DIUD (st P H s, g, 2))

ol 6 est la densité de volume dans le plan tangent T.M avec |[VH(s, y, 2)|<C;
| H(s, 3, 2)| +18/3s{H(s, y, 2l |I=C (voir [2]

0-1%(y, z)

o0
S Plejauwy(y, 2)e*u?du = -
t2/4 t

-]
—ud2 - -
Sz e ud (y.z)/t2e uyn=-1/244,
t2/4
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2

0"”2(3) Z)S“’ t P2 e
L et H{ — - =8o(n-2)/2
+ -1 2/ (48’ Y, Z)é e’s ds

6-1%(y, 2)t S*w o-ign-Dreg s

T [F80, 2] Jsren

0%y, Z)Sm o P W DI sy

N gy v 2)e e
_ 0y, 2t 074y, )t (D e
= R, SR T G S L ) s

-1 , ® 12 32y-2)/t2
+ tn(;)i Z)Sﬂ 4H(Z;—’ Yy, Z)e_s w ot e'ss("’z)”ds
/

0%y, 2)t . 0-'"*(y, 2)t Sle‘<t2+§2(y,2))vv<n—2)/2(t2+52)(n_1)/2dv
0

T IR, 1R T @, TR

+t0—1/2(y’ Z)X°°H<l, Y, z>e_u52<y’z)/4u(n—2)/ze—(t2/4)udu
i Uu

_ 6"y, 2)t 0753, D (1 o sep myocntye
- [24-0%(y, z)]m*D2 - 0%y, 2)+2)1/® S e e v dv

[=~]
+t0~1/2(y’ Z)S H(u—l’ v, Z)e—u/4(52(y.z)+t2)u(n~—2)/2du.
1

Examinons le terme:

07%y, 2)t (1 )
s 0= |, iy e, O 1 (o)

0

—67h4,5(3’» £

— 07y, 2)  07VHy, 2P (1 e sacyme ety

o §M((5Z(y, 2+ 5%y, Z)+t2)3/2soe FretmETy B d?,)lZﬁ(Z)f(Z)dO'(Z)

0-1%y, 228 (1
L M e O () o2

vyh4,5(y7 £

V070, ) 00, DV,8(3,20 " (3, (1 . 0on ]
=1 (52v(y,z>gryt2)zl32" ? Z()anyg)it?)s/z(y A e oty f(e)do @)

18-y, t o
—ZSMW%%)TEVI,(S(% 2)0(y, Z)Soe“”e“az‘y'mv"'zdv 1:5(2) f(2)da(2).

Alors;

ah4, 5(% t)

{2 2:C1SM§(%?12ﬁ(z)f(z)d0(z)2
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19,k D1 5 C|| 5= L@ f@data)|

B(x z)
Etudions Vh, «(y, )

ah4,s(y, )]

:—.S 0112y, z)S Hu™, y, z)e t/t@warihya-n2dy 1,4(z) f(z)d a(2)
ot o .

2 ©
—SM%O"”Z(% Z)S1 H(u™, y, z)e 1M 0%thyni2dy 1,5(z) f(2)d o (2)
Vyhio(y, 1) =1V,07%(y, Z)S:QH(u", Y, Z)e MW A Dy (R Iy

_%0“’2(% Z)Sjvyﬁ(y, 2)8(y, 2)H(u™, y, Z)un2e t4@* W n*h dy

0hy, e

H%

12 t1/2(52+t2)”2 ¢
=1 TG, armeE TG, s

1,5(2)f(2)da(z) ¢ 1.5(2)f(2)da(2) \*
C<SM 0*(p, Z)+t2)‘”‘”2”2> = C(Su [o(x, z)J~-4 ) :

On en déduit les estimations de

Mes(2)f(@da(2)|

A

p/2
[ s, BT, DI+ TR 5, DI9de)| do)

< ¢l 101 717 daty)

, 0%y, 20y, 2) (T 1oy _s2cy. 2y, cn-
Wisty, 0= | F e SR D ottty -0 g 1,506 [(2)do ()

oo 92 .z
hio(y, ) = Suto V¥(y, 2)p(3, Z>Sl H(’{I[ ¥, Z)e*"a Ry nreg-ttursgy

Des calculs analogues a ceux faits dans en se ramenant au cas euclidien
montrent que si, d’apreés les calculs classiques [7],

Ry, 1) = S oy, z2)071%(y, 2)t

u [B10%(y, 2] 1,5(2) f(2)da(2)

sl UB®ITE., Ode)dt] = €| 15001 7017 do(3)

Considérons maintenant comme dans un recouvrement de M par des boules
B? de centre P;, de rayon 8 avec aB8<1 fixé tel que A soit uniformément el-
liptique sur la boule de centre P; et de rayon 1683 avec des constantes d’uniforme
ellipticité contr6lables et pour tout p et toute f

SLs. /13 = 1£13
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ou 1g ,, la fonction caractéristique de la boule de centre P; et de rayon 8. On
a I’équivalence suivante

SM{S,,@%S&} !By<t)l”‘”V§M<p(y, 2)Py(y, z)f(z)da(z)‘rdo‘(y)dt}mdo'(x)

=3[ [15.000],  aruB,017W R0y, 200, 2| don)| " do).

o(x, Y)sat

Pour tout Z, on fait jouer a P; le role de 0 dans le raisonnement précédent. Alors

[t  1B,@1 8 P, 200, 250 de)} " dot)

< O3 1s 5 (01 F(0)7dax) = 1113

Ce qui prouve, avec le lemme 1, que
1SalDlp £ Clfllps 1< p<oo.
Il faut maintenant montrer que, si a>1,

1flp = ISa(Hllp-

Soient f et g deux fonctions C* & support compact positives

<, 8=\ fgmdan =T Acsx, natx, ddatat

LB BB a0 26, 0%, pdaat

o By

M

S
S
< (1,518,011, 00| L5, 0 datar)”

x(], 57 a1 118,01 10,000 L 5, 0] do ) " datx)
ClS

l/\

= ClSaNNpISa(@)p = CliSa(Nllnll gl pr
d’ou

1fllpr < ClSa(Nlpr -

On a indiqué dans [4] comment prouver les inégalités [1] et [2]. Contentons
nous d’estimer S.(f) dans le cas d’un espace symétrique et p=2. Si ¢ est une
fonction de D(M)

[, S retidatn = | Qpmden+| Qxptxdatn)
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[, @pndan)
= [ {Ter1v, 16, p1ren| 18,01 00000, datvdtdoty);

e‘ﬁtSM | By(t)‘ ‘1$D(x)1at05(x, yda(x)

< e

Comme |B, ()| =Ce*'?'t, t—co

5(x’“ﬂ>l_l)}¢<x>d0<x> = SM 8%, yp(x)do(x).

a

fx, <a si 6x, )<L a

%(X, Y) < CeoR1p18x y)/arprad(z. 1)) < Co=0zpd/aRipi+hy

Alors Kj est dans L™ si p’>2|pla/(2lp|+B). K} est le noyau d’un opérateur
borné sur LP(M) si

2pa/2p+B < p’ £ 2.
Alors d’aprés les calculs faits dans [2] il existe une constante C(a) telle que

1Sa(Dllp £ Cla, P,
si p=2 et a<<2+4//DP.

Cas des espaces symétriques de rang un.

Nous allons maintenant étudier un cas particulier, celui des espaces rieman-
niens symétriques de rang un, de type non compact pour lequel on peut faire
des calculs assez explicites.

Pour cela nous adoptons quelques notations. Soit M=G/K un espace Sym-
étrique de rang un, de type non compact ou G est un groupe de Lie semi-simple
connexe, de centre fini e¢ K un sous-groupe compact maximal. On note &
'algébre de Lie de G et ¢=~Pp une décomposition de Cartan de ¢ ou k est
I’algebre de Lie de K. Soit A, de dimension un, un sous-espace abélien de .
On note {a, 2a}=31* un systéme de racines positives correspondant au choix
d’une direction positive sur 4. On pose p,=dim &, resp. ¢o=dim g_,, ou G_,
resp. G_,, désigne l’espace radiciel correspondant a —a resp. —2a; soit p=
Dpo+2g,. Comme d’habitude n désignera la dimension de M. On veut essentiel-
lement prouver le résultat suivant.
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THEOREM II.
a) Si a<l/3 ou si 2£p<a/(a—1), alors

I1Sa(Hllp = Cla, DS,
£l = CHISa(DIlp -

et

b) Si a<1/3,
ISa(Hllz = Clifll, 1< p<oeo

1SNl = 1 fll»

el

st p est assez voisin de 2.

Démonstration du théoréme II. Nous utiliserons pour le moment les re-
marques suivantes sur la S.F.D.E.C. sur les espaces symétriques de rang un,
d’aprés [6]

~ [o(x, y)](Po+2am/2 e~ vy .
25 ) = Thts, yyporrnacs, s er ¢ S 0<i<]
~  O(x, y)Po2 [6(x, y)]/z  e-0%@wian |
g’t(x) y)z [Shﬁ(x, y)]po/z [Sh25(x, y)]qo/z t3/2 e~f /t
1 (24 sty 1 (= e
‘C"Pl(x’ 3’)2\/—?50 _(PtZ/(‘iu)(-x; y)e u du+ﬁst2/4952/(4u)(x, y)e U du .
(*) Si t>1,

~p2t
@,(x, ) = [8(x, NIP*w/xSh L3, 1)) PALShB(x, YT/t Lo ok victo.

Si 0<t<1
C[0(x, y)]¢Po+a0 /2g=100p2t p-32¢z. 43/ C41)
<
Pux, )< "% (Sh[d(x, y)])Po'2(Sh[20(x, v)])%’2
Co(x, y)(p"+q°)’2t"3gt2/4e-02t2/cm)e(—u/tz)azcx.y)e—uudu
Pl(x) y) é 0

(Sh[d(x, y)])Pe/*(Sh[23(x, y)])t’®

o

C[&(X, y)](p0+q0)/2t—ng \ e-100p2z2/(4u)e—u/t252(x, y)u(n—l)/ze—udu
te/4

[Shd(x, y)]7e"*{Sh(26(x, y))}e’®

+ 24-3/2
0)(?’0 QQ)/t /

+

(040
@,(0) < Cer (Shd)?e/%(Sh 26)%/?

t2/4
—p2t2 - 205-80)2 ,—
S e pt/C4u)e u/t2¢d 50)e "udu
(]

o

eﬁ5o(5+50)(po+qo)/2t—ng . e~25(p2t2)/ue—u/c2(5—50)2u(n-1)/ze-udu
t2/4

(Sh&)e%(Sh 26)%’®

+C

ot 6=0(0, u) et d,=d(x, 0).
On pose :=1% %)+ 1% *(0)



18 N. LoHouEe

Sj [2-4(8)Sh?o (8)70(26)dd

e."ao

<%

Sw(aépoﬂlo)/z +5(po+¢Zo)/2)S
0

t2/4
0

g~ PP = @I gty gy ShPel? § Shio’? (20)dd

(60)(130 +gpd/2

— Ce2% = ([ -p2t2/(4u) H-02u 12 ,-u S \|P0/2Qh0/2 .
=Ce 7 s\, e e e "1 du)|Sh(0—a,)|P/2Sh?/%(2(6—0d,))d0
(]

ep50
3

+Ct

S: 5<po+qo>/z<gj“e—ﬂﬂ/“we—v?u/t?e—m du)Shpo/z (6—8,) Sh9/2 (2(6—8,))dd
0
=It+13

rI< Ce”%s: a‘wo*w/2(St2’4e-ﬂﬂ/wwe-é“/ﬂe-m du)(ShdChd,—ChaShay)
0

0

X (Sh20 Ch20,—Ch20Sh2§,)do

= Ce”5°S: 0<Po*r20/2| Sh §|Po/2| Shdy|Pe/? | Sh 26{%/% | Ch 2d,|%0®
0

0

t2/4 -
—p2t2 -92 2 -
><S o PRI gt gy dy d g+ TT 2+ I3+ T3,

Ces derniers termes se majorent comme les premiers:

00
]?»1 e.‘.OOO 2

g =C 73 S: 5(p°+q°)’2(3h5)p°’2(5h25)q°/2S “/48"92‘2’(““’2“52"“2@‘“11 du do
0

t
0

< Ceto| P ()(Sha)*o*(Sh28)0"°dd < Ceto.

Ce qui prouve que I¥!'< Ce?#%,
Pour:
1 (e 2/, N
1‘_356 6(p0+q0)/2(8h6>p°/2(8h25)‘10/280 g PAEIGu) =02t p=uy 0 4§
0

0

C “ 2 t2/a 2;2 52u /12
< = grawrsnaysh oy | emerang stut-vy du do
1 (9 F ) (U2 o ans oturi
+Fg0 0(Po*a0/ (Sha)Po/ (Sh25)q0/ So g~ PEtE/ (4L, u/ty~ty du 4§ .

On majore la premiére expression comme précédemment.
Pour la seconde, elle ne dépasse pas

w fgm 0 a2

(Po+ 2 00
C50p° 203120 OSO (1‘2—1—52)5/4

dd < oo < CH§Pota02/240%

d’aprés (¥) et page 85.
Il s’en suit que:
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[, 7t 0)dot) 5 CL+agemyeten.

Si I'on examine le terme de la forme:

—ﬁép°+q°)’2ST<S:2/4e‘Pm“““e“(5‘50)2”/‘2e'”u du)(Sh&)Po*(Ch 2810/ d

< @ gyprao|U([1 et sesvtasttgmuy 4 ) shayvHCh 20rdd

0

00 o /(12

+f—t3—°55po+qo>/zg ! (S‘ oot can - @ittty 4y )(Sh3)A(Ch 282 dd
do\Jo

Mais

1 fesss ~ 0282/ c4uy ,—02u/t2 -1 fo-Ptranl/E

‘E‘S‘SO e“/“ Yg=0 ”e“‘udugCW—

d’apres [4] et:

5 tdo

— -3/4
Ry Ct3*,

s
De méme
Sf( )dd < C1= |
%

Quantités qui sont bornées si ¢>1.

[-T’f(5)< (;15(170“10)/2 o e —25,02:2/ue—u/z2(5—50)2u<n—1)/2e—udu
2 19 =(Qhg)Pi2(Sh2oy | iz
5(§p0+q0)/2tn {+e 2502t2/u ,~u/t2(6-8¢>2 ~1)/2 2,1 2,2
—2502¢2 - 2¢6- - —-u _— . ,
+Co S sn aa o i e e du = I I

Sm]% 1(0)Sho?oSh20%dd se décompose comme précédemment en plusieurs morceaux :
0

SW 5(P0+flo)/2(t—ng+w e‘1°°t“2‘2/(4“>e’52“/‘Zum"”/Ze‘”du)(Sh 8)20/2(Sh 28)20/2d

dp t2/2

IA

Cgma(.ﬂoqo)/2 4

: TR, e ¢ A(Sh oy (Sh 20y dd

IA

c|gervaizgmergrigs < C.

0

Ce qui prouve par un examen analogue des autres termes que:
|- T50)(Sha)o*(Sh26)1/2dd < C(1L43§70" 10 0o,

On veut estimer la quantité :

g IBOIPITG, Ddatdt.

1000



20 N. LoHoUE

Pour cela on veut établir 'inégalité :
| f(y, ] £ CfH(x)e*?*@ v (G(x, y)+1)Pe*

ol f* désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood. Mais l'on a vu pré-
cédemment que:

sup Pi(x, y) = I140)+131(0)

0¢0, y)=
avec

SMIf"(u)do(u) < C,e*¥ = O[145(0, x)]P00

[, 1 @dotn = CorresoL145(0, 117,

Supposons x=0

f0.0=, PO f0)de) = Plov)f0)day)

< SMII{'t(a(O, y))f(v)da(v)—l—SM[g,t(a(o, Wf)daw) = S:My. (A g dr

zm:SK fka,, 0dk  Mvtr) = I1t()+ 1340 A(r>=S:z(s>g(r>ds.
La quantité ci-dessus vaut:

N N
fim S HOM? () g(Pdr = ll)ir}\r{lm——gs A(s)d MY H(s).

-0, Nooo

Mais A(s)ZClB(s)| f*(0) par conséquent

N N
—\"aamrs) = —cl 1B amr o) 720)
N
= +C| goMr4s)ds £10)

=c f*<o>§ M50, u)lda(u)

€80, YN

b C f*(O)[l—}—a(O, y)]po‘fqerpB(o, v
par conséquent

[P f(y)] = ed}lir}lmgjl(r)My"(r)g(r)dr < C FHO)[1+6(0, y)]Po*2g2ed v

D’aprés P'inégalité de Harnack, si f est positive
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I9(3, DI < Cuf(, 1)

si t=1000 avec une constante C.

o HBOIITAG, Dirda(y)dt
1000 Jo(x, y)sat

=cl" nBwi|,

(=]
10 z,Y)s

tfz*(x)e(w)é(x, ”do(y)dt

oo )
10 0 10

< c | 1Bl eemodsdt< 0 o) 11 BEIecotar

0
100

<C f*z(x)g teemeltgt=C f¥x) si 2p>6ap, a<1/3.
Démonstration du théoréme. Montrons que

1Sa(Hlls= Cllfll5-

D’aprés I’inégalité précédente et le théoréme maximal,

1S« [{f7 aB@1-

(-]
100 ez, yrsat

1971y, Ddo(dt} |

H{§ran o 910, ot}

o(x, YIsat
< c||f||p+]HS;°°°tdt|B(t)l‘1S » VA1, t)da(y)dt}m“p.

d(z. s

Pour terminer la preuve de l’inégalité

1SaDlp = Cllfllp

il suffit d’utiliser le lemme 1.
On pose: 7=2p(1—a) et l’on remarque que:

1
72+4T(22+p2)1/2+4(p2+22) .

Soit K, la fonction dont la transformée de Fourier vaut:

(=]
- 2 2y1/2
S e tiy+2(A2+p2)1/ )tdt:
0

. I ]2+p2
KI(R)_" 4([22+p2)+47(22+p2>1/2+72 *
Alors avec
R 2 2\1/2 2
Ry = o A RE )

4(22_‘*_‘02)_1_47.(22_}_‘02)1/2_'_72

R(D=3T1-R)]
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et 'on a la relation suivante pour tout couple de fonctions (f, g), C* a support
compact,

S, &>—<Kf, g>=4ST$Mte“7 of (v, t) Fy £ (y, do(y)dt

of

(7, 118011 Bl et Blan| =ete=t| Blan) D0y, 0% (5, nda(yat]

=|[\{,, #1011 B! 1 Blani e Blan) P, 0% 3, Daatya]

of

t L6, 096, ddod

{1, 11 B@I B e Blat) et Ban) -

1

IA

of

0

SMtIB Dl 1|B<0“‘>1| (3, l‘)H 5 t)‘da(y)dt
+Ca g HBMI IIB(“t)I\ (v, t)H (v, t)ldo(y)dt
=(C

Ci

I
[ 118011 Banl| %Ly, 0| | %, 0] datar
)

1| dow| %o, t)}] £(3, 0| do(ar

0UM yat)

I

IA

S
i)
cif, dool], 11 B®I1, | L5, 0]| L5, ] ot
cif, doo([71,, th<t>1-113I<M)<y>‘_a§<y, o[ dotra)”

<1180 10, 0000] 50, 0] donar)”

Il s’en suit que
ISy @1 = CUSaDISal@ o +H1EKSf ol gl p -
Nous allons montrer que:
IKfll, <CYfl, avec Cy{<l.
Ce qui prouve que
[/l = CillSaNI+CHI Il
[/l = ClSa(Hllp-

Remarquons par ailleurs que si 'on veut que S,(f) soit borné sur L*(M) il est
nécessaire que 0<a<2. Ce que 'on supposera par la suite.
En effet si f est de classe C§

et
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ISuplE = do| do] 11 BOI sce, et | L5, 0] 417, 710, )
= \"1Bo1B@n ]| 2, 0] 419,70, 01} aotar

o~ S:OS:Odldte—u(l—M‘e‘”dz”}z)1/2(224':02)(1”Elfnz

ou dE; est la mesure spectrale associée a A.
Il s’en suit que S.(f) est borné sur L*(M) si et seulement si

2p(1—a)+2p >0 5 0<a<3.

2 (= 7 .
K(x)= 1’(2)5 2 @, F(Z)S @o(x)te Tt
_ 2y (= 27 e
=gy |, 2= et it ieacoerar
1K) = s | -ruder 7 etor—erar
I’(Z)S Py (x)teT0dt .
Comme
Hﬁ’quqpﬁ A
[Kllpep < S [1—7t|e ta+4e/"PPD dp 4 r —
p=p F(2) I'C)Xy+40/V PP )

Par ailleurs:

2
1K e < ——T0 0

Tt drp it <

Si p est voisin de 2, par interpolation, on trouve le résultat annoncé.
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