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Espaces sym\’etriques ordonn\’es et alg\‘ebres de Volterra

Par Jacques FARAUT

(Re\cau le 5 f\’ev., 1990)

L’\’etude des espaces sym\’etriques ordonn\’es que nous pre’sentons a \’et\’e motiv\’ee
par une question de m\’ecanique quantique relativiste sur laquelle mon attention
a \’et\’e attir\’ee Par G. Viano. Il s’agit de l’\’equation de Bethe-Salpeter qui intervient
dans la description des collisions de particules [4]. C’est une \’equation int\’egrale
qui poss\‘ede une propri\’et\’e d’invariance par le groupe de Lorentz et une propri\’et\’e
de causalit\’e.

Nous consid\’erons d’abord la situation g\’en\’erale suivante: $G/H$ est un espace
homog\‘ene ordonn\’e pour lequel les intervalles sont compacts. Il lui est associ\’e
un semi-groupe $S$ contenu dans $G$ tel que $S\cap S^{-1}=H$. Sous certaines hypoth\‘eses
l’alg\‘ebre des noyaux causaux invariants sur $G/H$ est commutative. Nous nous
interessons ensuite au cas o\‘u l’espace homog\‘ene $G/H$ est un espace sym\’etrique

et o\‘u l’ordre est d\’efini par une structure causale invariante globale. D’apr\‘es
un r\’esultat de Ol‘shanskii [12], c’est le cas si l’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{h}$ de $H$ est
hermitienne et si celle de $G$ est la complexifi\’ee de $\mathfrak{h}$ . Nous montrons qu’alors
les intervalles sont compacts. Nous d\’ecrivons ensuite de nombreux exemples
d’espaces sym\’etriques qui sont des vari\’et\’es causales globales pour lesquels les
intervalles sont compacts et l’alg\‘ebre des noyaux causaux invariants est com-
mutative. Nous montrons enfin que ces espaces sym\’etriques sont des vari\’et\’es
causales globalement hyperboliques.

Dans le cadre du projet Akizuki, un s\’ejour au d\’epartement de math\’ema-
tiques de l’Universit\’e T\^ohoku en 1989 $m’ a$ permis de mener \‘a bien ce travail.
Il a \’et\’e pr\’esent\’e \‘a la r\’eunion annuelle de la Soci\’et\’e Math\’ematique du Japon en
ao\^ut 1989 \‘a Tokyo. Ce travail a \’egalement b\’en\’efici\’e d’\’echanges fructueux avec
K. Hofmann et J. Hilgert de la Technische Hochschule de Darmstadt.

1. Espaces homog\‘enes ordonn\’es.

Soient $G$ un groupe localement compact et $H$ un sous-groupe ferm\’e de $G$ .
On consid\‘ere sur l’espace homog\‘ene $X=G/H$ une relation d’ordre partiel in-
variant par $G$ ,

$\forall g\in G,$ $x\geqq y\mapsto gx\geqq gy$ .
On suppose que le graphe
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$\Gamma=\{(x, y)|x\geqq y\}$

de cette relation d’ordre est ferm\’e. A cet ordre on associe un semi-groupe
ferm\’e $S$ de $G$ ,

$S=\{g\in G|gx_{0}\geqq x_{0}\},$ $(x_{0}=eH)$ .

Nous avons $S\cap S^{-1}=H$. R\’eciproquement, si $S$ est un semi-groupe ferm\’e de $G$

tel que $S\cap S^{-1}=H$, alors $S$ d\’efinit sur $G/H$ un ordre partiel invariant,

$x\geqq y$ si $x=g_{1}H,$ $y=g_{2}H,$ $g_{2}^{-1}g_{1}\in S$ .

On suppose qu’il existe sur $X$ une mesure, not\’ee $dx$ , invariante par $G$ . On
note $D(a, b)$ l’intervalle d’extr\‘emit\’es $a$ et $b$ ,

$D(a, b)=\{x\in X|a\leqq x\leqq b\}$ .

Nous consid\’erons les hypoth\‘eses (A) suivantes
(A1) Les intervalles sont compacts.

(A2) Tout compact $E$ de $X$ est contenu dans un intervalle,

$\exists a,$ $b,$ $E\subset D(a, b)$ .
(A3) La mesure d’un intervalle $D(a, b)$ est une fonction continue de $a$ et $b$ .
Un noyau causal sur $X$ est une fonction $F(x, y)$ sur $X\cross X$ \‘a valeurs com-

plexes qui est continue sur le graphe $\Gamma$ de la relation d’ordre, et qui est nulle
en dehors de $\Gamma$ . Le produit de composition $F_{1^{\circ}}F_{2}$ de deux noyaux causaux $F_{1}$

et $F_{2}$ est defini par

$F_{1^{\circ}}F_{2}(x, y)= \int F_{1}(x, z)F_{2}(z, y)dz$ .

Sous les hypoth\‘eses (A) cette int\’egrale est bien d\’efinie car le support de
1‘int\’egrant est contenu dans l’intervalle $D(y, x)$ qui est compact, et le noyau
$F_{1}\circ F_{2}$ est aussi un noyau causal. L’espace $V(X)$ des noyaux causaux est une
alg\‘ebre, l’alg\‘ebre de Volterra de $X$. Un noyau causal $F$ est dit invariant si,
pour tout $g$ de $G$ et tous $x,$ $y$ de $X$,

$F(gx, gy)=F(x, y)$ .

L’espace $V(X)^{\mathfrak{h}}$ des noyaux causaux invariants est une sous-alg\‘ebre de $V(X)$ .
A un noyau causal invariant $F$ associons la fonction $f$ d\’efinie sur $G$ par

$f(g)=F(gx_{0}, x_{0})$ .
La fonction $f$ est biinvariante par $H$, continue sur $S$ et nulle en dehors de $S$ .
R\’eciproquement \‘a une telle fonction $f$ d\’efinie sur $G$ correspond un noyau causal
invariant.

Consid\’erons de plus l’hypoth\‘ese (B) suivante: il existe une involution $g\mapsto g^{*}$

du semi-groupe $S$ telle que

(B1) $(g_{1}g_{2})^{g}=g_{2}^{\#}g_{1}^{g}$ ,
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(B2) $\forall h\in H,$ $h^{*}=h^{-1}$ ,
(B3) $\forall g\in S,$ $g^{\#}\in HgH$ .

De plus,
(B4) l’application $s$ (sym\’etrie) d\’efinie par

$s:Sx_{0}arrow S^{-1}x_{0}$ ,
$gx_{0^{-\geq(g^{\#})^{-1}\lambda i_{t}}}$ ,

laisse la mesure $dx$ invariante.

REMARQUE. Introduisons la propri\’et\’e
(B3) tout $g$ de $S$ peut s’\’ecrire $g=qh$ , avec $q$ dans $S$ v\’erifiant $q^{\#}=q$ , et $h$

dans $H$.
Alors les propri\’et\’es (B1), (B2) et (B3) impliquent les propri\’et\’es (B1), (B2)

et (B3).

TH\’EOR\‘EME 1. Sous l’hyPoth\‘ese (B) l’alg\‘ebre $V(X)^{\eta}$ est commutative.

D\’EMONSTRATION. A tout noyau causal $F$ on associe le noyau $F^{\#}$ ,

$F^{\#}(x, y)=F(s(y), s(x))$ ,

alors $F^{\#}$ est aussi un noyau causal.
Si $F_{1}$ et $F_{2}$ sont deux noyaux causaux, et si $F=F_{1}\circ F_{2}$ , alors $F^{*}=F_{2^{o}}^{\#}F_{1}^{\#}$ .

En effet

$F^{*}(x, y)= \int F_{1}(s(y), z)F_{2}(z, s(x))dz$

$= \int F_{1}(s(y), s(z))F_{2}(s(z), s(x))dz$

$=S^{Ff(z},$ $y)Fg(x, z)dz$

$=F^{*}\circ F_{1}^{*}(x, y)$ .
Si $F$ est un noyau causal invariant alors $F^{\#}=F$. En effet, pour $g$ dans $S$ ,

$F^{\#}(gx_{0}, x_{0})=F(x_{0}, (g^{\#})^{-1}x_{0})$

$=F(x_{0}, h_{2}^{-1}g^{-1}h_{1}^{-1}x_{0})=F(gx_{0}, x_{0})$ ,

o\‘u $h_{1}$ et $h_{2}$ sont deux \’el\’ements de $H$ tels que $g^{*}=h_{1}gh_{2}$ .

2. Espaces sym\’etriques ordonn\’es.

Soit $V$ une vari\’et\’e diff\’erentiable de dimension $n$ . Une structure causale sur
$V$ est la donn\’ee d’un champ de c\^ones convexes ferm\’es, c’est \‘a dire la donn\’ee
en chaque point $x$ de $V$ d’un c\^one convexe ferm\’e $C_{x}$ dans l’espace tangent
$T_{x}(V)$ . On suppose que le c\^one “d\’epend diff\’erentiablement’’ de $x$ : localement
il existe une application diff\’erentiable
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$\Phi:V_{0}\cross R^{n}arrow T(V)$ ,

telle que $\Phi(x, z)\in T_{x}(V)$ , et un c\^one convexe ferm\’e $C$ dans $R^{n}$ tel que
$C_{x}=\Phi(x, C)$ ,

ceci pour une famille d’ouverts $V_{0}$ recouvrant $V$ . Une courbe de classe $C^{1}$ par
morceaux

$\gamma:[\alpha, \beta]arrow V$

est dite causale si pour tout $t$ le vecteur vitesse $\dot{\gamma}(t)$ appartient au c\^one $C_{\gamma(t)}$ .
(On dit aussi que la courbe $\gamma$ est admissible.) Plus g\’en\’eralement si $V$ et $W$

sont deux vari\’et\’es causales, une application diff\’erentiable

$f:Varrow W$

est dite causale si, pour tout $x$ de $V$ ,

$df_{x}(C_{x})\subset C_{f(x)}$ .
On dit que $V$ est une vari\’et\’e causale globale s’il n’existe pas de courbe

causale non triviale ferm\’ee. On peut alors associer \‘a cette structure causale
un ordre partiel sur $V:x\leqq y$ signifie qu’il existe une courbe causale d’origine
$x$ et d’extr\‘emit\’e $y$ . (Au sujet des structures causales on peut consulter [1], [18]

et [10].)
Supposons que la vari\’et\’e $V$ soit un espace homog\‘ene: $V=G/H,$ o\‘u $G$ est

un groupe de Lie et $H$ est un sous-groupe ferm\’e de $G$ . On note $\tau(g)$ la trans-
formation

$\tau(g):aH-gaH$ .
Une structure causale sur $G/H$ est dite invariante par $G$ si, lorsque $y=\tau(g)x$ ,

$C_{y}=d\tau(g)_{x}(C_{x})$ .
(Cela \’equivaut \‘a dire que les transformations $\tau(g)$ sont causales.)

Soit $(G, H)$ une paire sym\’etrique, c’est \‘a dire que $G$ est un groupe de Lie
connexe, et $H$ un sous-groupe ferm\’e de $G$ pour lequel il existe un automor-
phisme involutif $\sigma$ de $G$ tel que

$(G_{\sigma})_{0}\subset H\subset G_{\sigma}$ ,

o\‘u $G_{\sigma}=\{g\in G|\sigma(g)=g\}$ , et o\‘u $(G_{\sigma})_{0}$ est la composante connexe de l’\’el\’ement
neutre dans $G_{\sigma}$ . Soient $\mathfrak{g}$ et $\mathfrak{h}$ les alg\‘ebres de Lie de $G$ et $H$, nous avons

$\mathfrak{h}=\{X\in \mathfrak{g}|\sigma(X)=X\}$ ,
et

$\mathfrak{g}=\mathfrak{h}+\mathfrak{q}$ ,
avec

$q=$ { $X\in \mathfrak{g}|$ a(X) $=-X$ }.

(La lettre $\sigma$ d\’esigne aussi bien l’involution de $G$ que sa diff\’erentielle.) L’espace
tangent au point $x_{0}=eH$ de l’espace sym\’etrique $G/H$ peut \^etre identifi\’e \‘a $\mathfrak{q}$, et
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une structure causale invariante sur $G/H$ est d\’etermin\’ee par la donn\’ee d’un
c\^one convexe ferm\’e $C$ dans $q$ qui est invariant par $Ad(H)$ . Si $C$ est un c\^one
convexe ferm\’e contenu dans $q$ invariant par $Ad(H)$ , alors $C\cap-C$ et $C-C$

sont des sous-espaces vectoriels de $q$ invariant par $Ad(H)$ . Par suite si $Ad(H)$

op\‘ere irr\’eductiblement dans $q$ , et si $C\neq 0,$ $C\neq q$ , alors $C\cap-C=0$ (on dit que $C$

est propre), et $C-C=q$ , c’est \‘a dire que $C$ est d’int\’erieur non vide.
Supposons que $G$ est un groupe de Lie semi-simple de centre fini. Il existe

alors une involution de Cartan $\theta$ de $G$ qui commute avec $\sigma$ . Soit $K$ le sous-
groupe compact maximal qui lui correspond,

$K=\{g\in G|\theta(g)=g\}$ ,
et posons

$\mathfrak{p}=\{X\in \mathfrak{g}|\theta(X)=-X\}$ .
TH\’EOR\‘EME 2. Pour qu’il existe dans $q$ un cone convexe ferm\’e $C$ propre, c’est

\‘a dire tel que $C\cap-C=0$, et invariant par $Ad(H)$ , il faut et suffit qu’il existe
dans $\mathfrak{q}$ un vecteur non nul invariant par $Ad(K\cap H)$ .

La d\’emonstration est semblable \‘a celle d’un th\’eor\‘eme de Kostant (Voir [18]

p. 29, [19] theorem 1, [14] theorem 2.2, ou [5] theorem III.4.5).
(a) Soit $C$ un c\^one convexe ferm\’e dans $q$ , propre et invariant par $Ad(H)$ .

Puisque $C$ est propre il existe une forme lineaire 1 sur $q$ et un vecteur $X_{0}$ de
$C$ tels que

$\forall X\in C,$ $l(X)\geqq 0$ , et $l(X_{0})>0$ .
Posons

$Y_{0}= \int_{K\cap H}Ad(k)X_{0}dk$ ,

o\‘u $dk$ d\’esigne la mesure de Haar normalis\’ee du sous-groupe compact $K\cap H$ .
Le vecteur $Y_{0}$ est invariant par $Ad(K\cap H)$ et, puisque $l(X_{0})>0$ et que $l(X)\geqq 0$

pour tout point $X$ de l’orbite $Ad(K\cap H)X_{0}$ , alors $l(Y_{0})>0$, donc $Y_{0}$ n’est pas nul.
(b) Tout \’el\’ement $h$ de $H$ admet la d\’ecomposition de Cartan suivante

$h=\exp(Y)k$ ,

avec $Y\in p\cap b$ et $k\in K\cap H$, de plus $\theta(h)=\exp(-Y)k\in H$. En effet, d’apr\‘es
d\’ecomposition de Cartan de $G$ nous pouvons \’ecrire $h=\exp(Y)k$ , avec $Y$

dans $\mathfrak{p}$ et $k$ dans $K$, et aussi $h=\sigma(h)_{-}^{--}\exp\sigma(Y)\sigma(k)$ , et puisque les involutions
$\sigma$ et $\theta$ commutent, $\sigma(Y)$ appartient \‘a $P$ et $\sigma(k)$ \‘a $K$. A cause de l’unicit\’e de
la d\’ecomposition de Cartan $\sigma(Y)=Y$ et $\sigma(k)=k$ , donc $X$ appartient \‘a $\mathfrak{p}\cap \mathfrak{h}$ , et
$k$ \‘a $K\cap G_{\sigma}$ , mais aussi $k=\exp(-Y)h\in H$, donc $k\in K\cap H$.

(c) Soit $X_{0}$ un vecteur non nul de $q$ invariant par $Ad(K\cap H)$ . Consid\’erons
sur $\mathfrak{g}$ le produit scalaire d\’efini par

$(U|V)=-B(U, \theta(V))$ ,

o\‘u $B$ d\’esigne la forme de Killing de $\mathfrak{g}$ . Pour $Y$ dans $p,$ $Ad(\exp Y)$ est un
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endomorphisme sym\’etrique d\’efini positif pour ce produit scalaire, par suite, si
$h\in H,$ $h=\exp(Y)k$ avec $Y\in p\cap b$ et $k\in K\cap H$, et

$(Ad(h)X_{0}|X_{0})=(Ad(\exp Y)X_{0}|X_{0})>0$ .
Si $X_{1}$ et $X_{2}$ sont deux points de l’orbite $\{Ad(h)X_{0}|h\in Ad(H)\},$ $X_{1}=Ad(h_{1})X_{0}$ ,

et $X_{2}=Ad(h_{2})X_{0}$ , alors $(X_{1}|X_{2})>0$ , en effet,

$(X_{1}|X_{2})=(Ad(h)X_{0}|X_{0})>0$ ,

avec $h=\theta(h_{1})^{-1}h_{2}\in H$. Soit $C$ le plus petit c\^one convexe ferm\’e contenant cette
orbite. Ce c\^one est invariant par $Ad(H)$ , et si $X_{1}$ et $X_{2}$ sont deux points de
$C,$ $(X_{1}|X_{2})\geqq 0$ . Par suite le c\^one $C$ est propre, car, si $X\in C\cap-C,$ $(X|-X)\geqq 0$ ,
ou $(X|X)\leqq 0$ , donc $X=0$ . $\square$

Si $G/H$ est un espace riemannien sym\’etrique irr\’eductible, l’action de $Ad(H)$

dans $q$ est irr\’eductible, et il n’existe dans $q$ un c\^one convexe ferm\’e propre
invariant par $Ad(H)$ que si $X=R$ . La fronti\‘ere de Shilov d’un domaine sym\’e-

trique born\’e de type tube est un espace riemannien sym\’etrique non irreductible
qui poss\‘ede une structure causale invariante. Elle est \’etudi\’ee par Kaneyuki
dans [7].

Dans [11] ’Olafsson fait une \’etude syst\‘ematique des espaces sym\’etriques

munis d’une structure causale invariante.
Soit $H$ un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini. On peut con-

sid\’erer $H$ comme un espace symetrique associ\’e \‘a la paire $(H\cross H, \Delta)$ o\‘u $\Delta=$

$\{(g, g)|g\in H\}$ . On a alors
$\mathfrak{g}\cong \mathfrak{h}+\mathfrak{h},$ $q\cong \mathfrak{h}$ .

Soit $\theta_{0}$ une involution de Cartan de $H$, soit $K_{0}$ le sous groupe compact maximal
de $H$ des points fixes de $\theta_{0}$ , et $\mathfrak{k}_{0}$ son alg\‘ebre de Lie. Le r\’esultat suivant est
du \‘a Vinberg ([19] theorem 4, voir aussi [5] theorem III.4.7).

COROLLAIRE. Il existe dans $\mathfrak{h}$ un cbne convexe ferm\’e ProPre invariant par
$Ad(H)$ si et seulement si le centre de $f_{0}$ n’est pas r\’eduit \‘a $\{0\}$ .

DEMONSTRATION. D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 2, pour qu’il existe dans $\mathfrak{h}$ un c\^one
convexe ferm\’e propre invariant, il faut et suffit qu’il existe dans $\mathfrak{h}$ un vecteur
$X_{0}$ non nul invariant par $K_{0}$ , c’est \‘a dire

$\forall k\in K_{0}$ , $Ad(k)X_{0}=X_{0}$ .
Consid\’erons la d\’ecomposition de Cartan de $\mathfrak{h}$ ,

$\mathfrak{h}=f_{0}+\mathfrak{p}_{0}$

associ\’ee \‘a l’involution $\theta_{0}$ , et decomposons $X_{0}$ ,
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$X_{0}=X_{1}+X_{2}$ , $X_{1}\in f_{0}$ , $X_{2}\in \mathfrak{p}_{0}$ .
L’ensemble

$\mathfrak{T}=\{X\in \mathfrak{h}|B(X, X_{2})=0\}$ ,

o\‘u $B$ d\’esigne la forme de Killing de $\mathfrak{h}$ est un id\’eal de $\mathfrak{h}$ qui contient $f_{0}$ , donc
$\mathfrak{T}=\mathfrak{h}$ et $X_{2}=0$ . Par suite $X_{0}$ appartient au centre de $f_{0}$ . $\square$

Les c\^ones convexes ferm\’es invariants dans une alg\‘ebre de Lie hermitienne
ont \’et\’e d\’ecrits par Vinberg ([19], voir aussi [12]), et par Paneitz ([14] et [15]).

Supposons qu’il existe dans $q$ un c\^one convexe ferm\’e propre d’int\’erieur non
vide. L’espace sym\’etrique $G/H$ est alors muni d’une structure causale. Une
premi\‘ere question se pose:

La structure causale est-elle globale?
Si c’est le cas cette structure causale d\’efinit sur l’espace $G/H$ un ordre

partiel invariant, et une deuxi\‘eme question se pose: les intervalles sont-ils
compacts?

3. Espaces sym\’etriques ordonn\’es de Ol’shanskii.

Soit $\mathfrak{h}$ une alg\‘ebre de Lie r\’eelle simple hermitienne, et soit $\mathfrak{g}$ l’alg\‘ebre de
Lie complexifi\’ee,

$\mathfrak{g}=\mathfrak{h}+i\mathfrak{h}$ .
$(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ est ume paire sym\’etrique: l’involution $\sigma$ est la conjugaison relativement \‘a
$\mathfrak{h},$ $q=i\mathfrak{h}$ . Soit $G$ un groupe de Lie complexe d’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{g}$ . On suppose
que la conjugaison $\sigma$ se remonte \‘a $G$ , et que $H$ est un sous-groupe ferm\’e de $G$

tel que $(G_{\sigma})_{0}\subset H\subset G_{\sigma}$ . Soit $C_{0}$ un c\^one convexe ferm\’e propre et d’int\’erieur
non vide dans $\mathfrak{h}$ , invariant par $Ad(H)$ , alors $C=iC_{0}\subset q$ est un c\^one convexe
ferm\’e dans $q$ invariant par $Ad(H)$ .

THEOR\‘EME 3 ([L2]).
(i) Supposons $G$ et $H$ connexes, alors $S=\exp(C)H$ est un semi-groupe ferm\’e

contenu dans $G$ tel que $S\cap S^{-1}=H$.
(ii) L’aPPlication $Exp$ de $q$ dans $G/H$, d\’efinie par

$Exp(X)=\exp(X)H$ ,

est un diff\’eomorPhisme de $C$ sur $Exp(C)$ .
Pour un \’el\’ement $g$ de $G$ posons

$g^{\#}=\sigma(g)^{-1}$ .
L’application $g-arrow g^{\#}$ est un involution du semi-groupe $S$ v\’erifiant les hypoth\‘eses
(B). En effet, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme pr\’ecedent, tout \’el\’ement $g$ de $S$ s’\’ecrit $g=$

$\exp(X)h,$ $X\in C,$ $h\in H$ et $(\exp(X))^{\#}=\exp(X)$ .
Exemples.
1) Soient $H=Sp(n, R),$ $G=Sp(n, C)$ . L’alg\‘ebre de Lie $\mathfrak{h}$ de $H$ est alors
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$\mathfrak{h}=sp(n, R)=\{X=(\begin{array}{ll}A BC -A’\end{array})|B=B’,$ $C=C’\}$

$=\{X\in M(2n, R)|X’J+JX=0\}$ ,

o\‘u $A’$ d\’esigne la matrice transpos\’ee de $A$ et

$J=(\begin{array}{ll}0 -I_{n}I_{n} 0\end{array})$ .
La condition $X’J+JX=0$ signifie que $JX$ est une matrice sym\’etrique. L’adh\’erence
$C_{0}$ du c\^one

$\{X\in \mathfrak{h}|JX\gg 0\}$

est un c\^one convexe ferm\’e qui est invariant par $Ad(H)$ . Soit $C=iC_{0}$ . D’apr\‘es
le th\’eor\‘eme 3, $S=\exp(C)H$ est un semi-groupe ferm\’e contenu dans $G$ . Nous
allons en donner une autre description. Consid\’erons sur $C^{2n}$ la forme hermitienne

$[\xi, \eta]=-i\beta(\xi,\overline{\eta})$ ,

o\‘u $\beta$ d\’esigne la forme symplectique de matrice $J$. Cette forme hermitienne, de
signature $(n, n)$ , est invariante par $H=Sp(n, R)$ . Ainsi $Sp(n, R)$ peut \^etre

consid\’er\’e comme un sous-groupe du groupe unitaire de la forme hermitienne
$[\cdot, \cdot]$ (qui est isomorphe \‘a $U(n,$ $n)$), et l’espace sym\’etrique $Sp(n, C)/Sp(n. R)$

peut \^etre r\’ealis\’e comme un espace de formes hermitiennes sur $C^{2n}$ de signature
$(n, n)$ : au point $gH$ on associe la forme hermitienne $[g^{-1}\xi, g^{-1}\eta]$ . Le semi-
groupe $S$ peut alors \^etre d\’ecrit comme

$S=\{g\in Sp(n, C)|[g^{-1}\xi, g^{-1}\xi]\leqq[\xi, \xi]\}$ .
REMARQUE. Le semi-groupe de l’oscillateur \’etudi\’e par R. Howe dans [6]

est un rev\‘etement \‘a deux feuillets du semi-groupe $S$ .
2) Soient $H=SU(p, q)$ , et $G=SL(n, C)$ ( $n=P+q,$ $P$ et $q>0$). Sur $C^{n}$ con-

sid\’erons la forme hermitienne
$[\xi, \eta]=\xi_{1}\overline{\eta}_{1^{-\vdash}}\cdots\xi_{p\overline{\eta}p}-\xi_{p+1\overline{\eta}p+1^{-}}\ldots-\xi_{n}\overline{\eta}_{n}$ .

Pour une matrlce $X$ de $M(n, C)$ on d\’efinit $x\#$ par

$[X\xi, \eta]=[\xi, X^{\#}\eta]$ ,
c’est \‘a dire

$x\#=I_{p}qp,qX^{*}I$ , avec $I_{p,q}=(\begin{array}{ll}I_{p} 00 -I_{q}\end{array})$ .
Nous avons

$su(p, q)=\{X\in M(n, C)|X^{*}=-X, tr(X)=0\}$ ,

$SU(p, q)=\{g\in SL(n, C)|g^{\#}=g^{-1}\}$ .
Remarquons que si $A$ appartient \‘a $q$ , alors $[A\xi, \xi]$ est r\’eel. Soit $C$ le c\^one
convexe ferm\’e de $q$ d\’efini par
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$C---\{X\in q|\forall\xi\in C^{n}, [X\xi, \xi]\leqq 0\}$ .
Alors $C$ est invariant par $Ad(H)$ . Le semi-groupe $S=\exp(C)H$ peut \^etre d\’ecrit
comme suit

$S=\{g\in G|\forall\xi\in C^{n}, [g\xi, g\xi]\leqq[\xi, \xi]\}$ .
Revenons a la situation g\’en\’erale du th\’eor\‘eme 3. Le semi-groupe $S$ d\’efinit

un ordre partiel sur l’espace sym\’etrique $G/H$.
$T\mathfrak{N}OR\text{\‘{E}} ME4$ . Sous les hypoth\‘eses $du$ th\’eor\‘emes 3, les intervalles de l’espace

ordonn\’e $G/H$ sont compacts.

LEMMA 1. La fonction $\varphi$ ,

$\varphi(u)=\frac{u}{shu}$ ,

est de type positif sur R. Plus Pr\’ecisiment,

$\frac{u}{shu}=\frac{\pi}{4}\int_{-\infty}^{\infty}e^{ltu}\frac{1}{ch^{2}\frac{\pi}{2}i}dt$
.

Partons de la formule classique

$\pi$ th $\pi\nu=\int_{0}^{\infty}\frac{\sin\nu x}{sh\frac{x}{2}}dx$
.

En d\’erivant par rapport \‘a $\nu$ nous obtenons,

$\frac{\pi^{2}}{ch^{2}\pi\nu}=\int_{0}^{\infty}\frac{x\cos\nu x}{sh\frac{x}{2}}dx=4\int_{0}^{\infty}\frac{u}{shu}\cos(2\nu u)du$
,

ou

$\frac{\pi^{2}1}{2ch^{2}(\frac{\pi}{2}t)}=\int_{-\infty}^{\infty}\frac{u}{shu}e^{i\ell u}du$
,

et par inversion de la transformation de Fourier,

$\frac{u}{shu}=\frac{\pi}{4}\int_{-\infty}^{\infty}e^{ttu}\frac{1}{ch^{2}(\frac{\pi}{2}\overline{t})}dt$
.

LEMME 2. Soit $C$ un cone convexe ferm\’e de $q=i\mathfrak{h}$ invariant par $Ad(H)$ ,
alors, pour tout $X$ de $C$ ,

$\frac{ad(X)}{shad(X)}C\subset C$ .

Soit $X$ un \’el\’ement de $C$ , alors, pour tout $t$ r\’eel,
$\exp itad(X)=Ad(\exp itX)\in Ad(H)$ ,

donc



142 J. FARAUT

$Ad(\exp itX)C\subset C$ .
De plus les valeurs propres de $ad(X)$ sont r\’eelles. En effet tout \’el\’ement

int\’erieur \‘a $iC$ est conjugu\’e par $Ad(H)$ \‘a un \’el\’ement d’une sous-alg\‘ebre de
Cartan compacte de $\mathfrak{h}([19])$ . Par suite si $\varphi$ est une fonction de type positif
sur $R$ ,

$\varphi(u)=\int_{-\infty}^{\infty}e^{tut}d\mu(t)$ ,

o\‘u $\mu$ est une mesure positive sur $R$ , alors
$\varphi(ad(X))C\subset C$ ,

car, pour tout $Y$ de $C$ ,

$\varphi(ad(X))Y=\int_{-\infty}^{\infty}\exp(itad(X))Yd\mu(t)$ .

Ceci s’applique en particulier \‘a la fonction $\varphi(u)=\frac{u}{sh(u)}$ qui est de type positif
d’apr\‘es le lemme 1.

D\’emontrons maintenant le th\’eor\‘eme 4. D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3, l’application
$X_{-\rangle}Exp(X)$ de $C$ sur $Exp(C)$ est un diff\’eomorphisme. Pour montrer que
l’intervalle $D(x_{0}, x_{1})$ est compact, il suffit de montrer que 1‘ensemble

$E=\{X\in C|Exp(X)\in D(x_{0}, x_{1})\}$

est compact. On va montrer que l’application $Log$ , inverse de l’application
$Exp$ , est une application causale de $ExpC$ dans $q$ , muni de la structure causale
invariante par translation d\’efinie par le c\^one $C$ . Il en r\’esultera que, si
$x_{1}=Exp(X_{1})$ , l’ensemble $E$ est contenu dans $C\cap(X_{1}-C)$ qui est compact. Soit
$\gamma(t)$ une courbe causale contenue dans $Exp(C),$ $\gamma(t)=Exp\Gamma(t)$ . Montrons que la
courbe $\Gamma(t)$ trac\’ee dans $C$ est aussi causale. Si $\gamma(t)=x=Exp(X),\dot{\gamma}(t)\in C_{x}$ , et

$C_{x}=d\tau(\exp X)_{x}{}_{0}C$ .
La diff\’erentielle de l’application exponentielle $Exp$ est donn\’ee par

$d Exp_{X}=d\tau(\exp X)_{x_{0}}\frac{shad(X)}{ad(X)}$ ,

donc

7 $(t)=d \tau(\exp X)_{x_{0}}\frac{shad(X)}{ad(X)}\dot{\Gamma}(t)$ ,

par suite

$\dot{\Gamma}(t)\in\frac{ad(X)}{shad(X)}C$ ,

et d’apr\‘es le lemme, 2, $\dot{\Gamma}(t)$ appartient \‘a $C$ , ce qui montre que la courbe $\Gamma(t)$

est causale. $\square$
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En conclusion les hypoth\‘eses (A) et (B) de la section 1 sont v\’erifi\’ees pour
les espaces sym\’etriques $G/H$ d\’ecrits ci-dessus. Nous avons d\’ej\‘a \’etudi\’e l’alg\‘ebre
de Volterra $V(G/H)$ lorsque $G/H=SL(n, C)/SU(p, q)[3]$ . Une \’etude semblable
dans le cas g\’en\’eral reste \‘a faire.

REMARQUE. Le rev\^etement universel du groupe $SL(2, R)$ poss\‘ede une
structure causale biinvariante qui est globale, mais les intervalles ne sont pas
tous compacts (voir [16]).

4. Espace sym\’etrique associ\’e \‘a une forme r\’eelle r\’eguli\‘ere de la
complexifi\’ee d’une alg\‘ebre de Lie hermitienne.

Reprenons la situation de la section pr\’ec\’edente: $\mathfrak{h}$ est une alg\‘ebre de Lie
simple hermitienne, $\mathfrak{g}$ est sa complexifi\’ee, et $C$ d\’esigne un c\^one convexe ferm\’e

dans ib invariant par $Ad(H)$ . Notons par la $meme\wedge$ lettre $\theta$ l’involution de
Cartan antilin\’eaire de $\mathfrak{g}$ qui prolonge l’involution de Cartan $\theta$ de $\mathfrak{h}$ . Consid\’erons
une autre forme r\’eelle I de $\mathfrak{g}$ , et notons $\tau$ la conjugaison de $\mathfrak{g}$ par rapport \‘a I.
La forme r\’eelle I est dite r\’eguli\‘ere si $\tau$ commute \‘a $\sigma$ et $\theta$ , et si $i\mathfrak{z}\subset I,$

$\int$

d\’esignant le centre de $f=\{X\in \mathfrak{h}|\theta(X)=X\}$ . On suppose que la conjugaison $\tau$

se remonte en une involution de $G$ , et on note $L=\{g\in G|\tau(g)=g\}$ . Notons
$\mathfrak{h}_{0}=I\cap \mathfrak{h}$ . Alors (I, $\mathfrak{h}_{0}$ ) est une paire sym\’etrique et $C_{0}=C\cap I$ est un c\^one convexe
ferm\’e de $\mathfrak{q}_{0}=I\cap i\mathfrak{h}$ invariant par $Ad(H_{0})$ , o\‘u $H_{0}=\{g\in H|\tau(g)=g\}$ . On peut con-
sid\’erer l’espace sym\’etrique $L/H_{0}$ comme un sous-espace de 1‘espace sym\’etri-

que $G/H$. Le c\^one $C_{0}$ d\’efinit sur $L/H_{0}$ une structure causale invariante. Cette
structure causale est globale et d\’efinit donc un ordre partiel, auquel est associ\’e
le semi-groupe $S_{0}=\exp(C_{0})H_{0}$ (voir [13] et [11]). Les hypoth\‘eses (A) et (B)

sont v\’erifi\’ees et l’alg\‘ebre de VolterraV $(L/H_{0})^{\mathfrak{h}}$ est commutative.

Exemples.
1) Soient g $=sl(n, C),$ $\mathfrak{h}=su(P, q),$ $(p+q=n)$ . $Nousavons\sigma(X)=-I_{p,q}X^{*}I_{p.q}$ ,

avec
$I_{p.q}=(\begin{array}{ll}I_{p} 00 -I_{q}\end{array})$ ,

et $\theta(X)=-X^{*}$ . La sous-alg\‘ebre $I=sl(n, R)$ est une forme r\’eguli\‘ere de 9 associ\’ee
\‘a la conjugaison $\tau,$

$\tau(X)=\overline{X}$, et $\mathfrak{h}_{0}=so(P, q)$ .
2) Soient $\mathfrak{g}=sl(2n, C),$ $\mathfrak{h}=su(2p, 2q),$ $(p+q=n)$ . Choisissons l’involution $\sigma$

d\’efinie par $\sigma(X)=-K_{p.q}X^{*}K_{p.q}$ , avec
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$K_{p.q^{-}}--(\begin{array}{llll}I_{p} 0 0 00 -I_{q} 0 00 0 I_{p} 00 0 0 -I_{q}\end{array})$ ,

et $\theta(X)=-X^{*}$ . Soit $\tau$ l’involution de $\mathfrak{g}$ d\’efinie par $\tau(X)=-J\overline{X}J$, avec

$J=(\begin{array}{ll}0 I_{n}-I_{n} 0\end{array})$ .

La sous-alg\‘ebre I qui lui est associ\’ee est $su^{*}(2n)=sl(n, H)$ . C’est une forme
r\’eelle r\’eguli\‘ere de $\mathfrak{g}$ , et $\mathfrak{h}_{0}=sp(p, q)$ .

3) Soient $\mathfrak{g}=so(n+2, C)$ , et $\mathfrak{h}=so(2, n)$ associ\’ee \‘a l’involution $\sigma(X)=$

$-I_{2.n}X^{*}I_{2.n}=I_{2,n}\overline{X}I_{2.n}$ . De plus $0(X)=-X^{*}$ . Soit $\tau 1$ ‘involution de $\mathfrak{g}$ d\’efinie
par $\tau(X)=-I_{1.n+1}X^{*}I_{1.n+1}$ . La sous-alg\‘ebre qui lui est associ\’ee est $I=$

$so(1, n+1)$ , c’est une forme r\’eelle de 9 et $\mathfrak{h}_{0}=so(1, n)$ .
Nous allons d\’ecrire une famille d’espaces sym\’etriques ordonn\’es qui poss\‘e-

dent une structure paracomplexe, et qui sont des espaces sym\’etriques paraher-
mitiens [8]. Soit $\mathfrak{h}$ une alg\‘ebre de Lie hermitienne simple telle que le domaine
sym\’etrique qui lui est associ\’e soit de type tube. Il existe un homomorphisme
d’alg\‘ebre de Lie

$\rho:sl(2, R)arrow \mathfrak{h}$ ,
telle que

$Z= \rho(\frac{1}{2}(\begin{array}{l}0-101\end{array}))$

engendre le centre $\mathfrak{z}$ de $f$, et que

$X=\rho((\begin{array}{ll}0 11 0\end{array}))$

v\’erifie $\theta(X)=-X$ ( $[9]$ $P$ . 267, [17] ch. III \S 1). On d\’efinit l’\’el\’ement $c$ de $G$ par

$c= \exp(i\frac{\pi}{4}X)$

(cet \’el\’ement permet de d\’efinir la transformation de Cayley [9]). L’alg\‘ebre de
Lie $I=Ad(c)\mathfrak{h}$ est une forme r\’eelle de $\mathfrak{g}$ et la conjugaison $\tau$ par rapport \‘a I est
donn\’ee par

$\tau=Ad(c)^{2_{Q}}\sigma$ .
(On remarquera que $Ad(c)^{4}$ est 1‘identit\’e.) On v\’erifie sans difficult\’e que $\tau$

commute avec $\theta$ et $\sigma$ , que $iZ$ appartient \‘a I, en effet,

$iZ=Ad(c) \rho(\frac{1}{2}(\begin{array}{l}1 00 -1\end{array}))$ .
Ainsi I est une forme r\’eelle r\’eguli\‘ere de $\mathfrak{g}$ .

Les valeurs propres de $ad((1/2)X)$ sont \’egales \‘a $0,1$ et $-1$ . D\’ecomposons
l’alg\‘ebre de Lie I en sous-espaces propres de $ad((1/2)X)$ ,
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$I=I_{-1}+I_{0}+I_{1}$ .
La sous-alg\‘ebre $I_{0}$ est \’egale \‘a $\mathfrak{h}_{0}=I\cap \mathfrak{h}$ . En effet si un \’el\’ement $Y$ de I v\’erifie
$ad(X)Y=0$ , alors

$Ad(c)Y= \exp(i\frac{\pi}{4}ad(X))Y=Y$ .

R\’eciproquement soit $Y$ un \’el\’ement de $I\cap \mathfrak{h}$ , alors $\sigma(Y)=Y$ et $\tau(Y)=Y$ , donc
$Ad(c)^{2}Y=Y$ . Les sous-espaces $I_{0}$ et $I_{-1}+I_{1}$ sont sous-espaces propres de $Ad(c)^{2}$

pour les valeurs propres 1 et $-1$ , donc $Y\in I_{0}$ . Ainsi $I_{0}=\mathfrak{h}\cap I=\mathfrak{h}_{0}$ . Consid\’erons
la paire sym\’etrique (I, $\mathfrak{h}_{0},$ $\sigma$ ), alors

$q_{0}=\{X\in I|\sigma(X)=-X\}=q\cap I=I_{-1}+1_{1}$ .
La restriction $I_{0}$ de $ad(X)$ \‘a qo admet les sous-espaces propres $I_{1}$ et $I_{-1}$ pour les
valeurs propres 1 et $-1$ , et d\’efinit sur l’espace sym\’etrique $L/H_{0}$ une structure
Paracomplexe invariante par $L$ , l’espace $L/H_{0}$ est ainsi muni d’une structure
d’espace sym\’etrique parahermitien [8].

Consid\’erons les \’el\’ements $E_{+}$ et $E_{-}$ d\’efinis par

$E_{+}=Ad(c) \rho(\frac{1}{2}(\begin{array}{ll}1 -11 -1\end{array}))$ ,

$E_{-}=Ad(c) \rho(\frac{1}{2}(\begin{array}{l}1 1-1-1\end{array}))$ ,

alors $E_{+}\in I_{1}$ , $E_{-}\in I_{-1}$ , et (X, $E_{+},$ $E_{-}$ ) est un $sl(2)$-triplet, de plus $E_{+}+E_{-}=iZ$.
L’orbite $\Omega_{+}=Ad(H_{0})E_{+}\subset I_{1}$ est un c\^one sym\’etrique, c’est \‘a dire homog\‘ene et
autodual, de meme $\Omega_{-}=Ad(H_{0})E_{-}=\sigma(\Omega_{+})$ est un c\^one sym\’etrique. Notons $C_{+}$

et $C_{-}$ les adh\’erences de $\Omega_{+}$ et $\Omega_{-}$ . Le plus petit c\^one convexe ferm\’e $C_{0}$ de $q_{0}$

invariant par $Ad(H_{0})$ et contenant $iZ$ est la somme $C_{0}=C_{+}+C_{-}$ .
Voici la liste des paires sym\’etriques obtenues par la construction que nous

venons de d\’ecrire.

I $\mathfrak{h}$

$sp(n, R)$ $sl(n, R)\oplus R$

$su(n, n)$ $sl(n, C)\oplus R$

$so^{*}(4n)$ $sl(n, H)\oplus R$

so$(2, n)$ so $(1, n)\oplus R$

$e_{7.(-25)}$ $e_{6.(-26)}\oplus R$

5. Hyperbolicit\’e globale.

Soit $V$ une vari\’et\’e causale. On consid\‘ere sur $V$ une structure riemannienne
compl\‘ete, et on note $d(x, y)$ la distance riemannienne correspondante. Soit $C_{0}$
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1‘ensemble des courbes causales,

$\gamma:[0,1]arrow V$ , $t-\gamma(t)$ ,

telles que le param\‘etre $t$ soit proportionnel \‘a 1‘abscisse curviligne: $||\dot{\gamma}(t)||=l(\gamma)$ ,
la longueur de la courbe $\gamma$ . La distance de deux courbes $\gamma_{1}$ et $\gamma_{2}$ de $C_{0}$ est
d\’efinie par

$\delta(\gamma_{1}, \gamma_{2})=\sup_{t\in[0,1]}d(\gamma_{1}(t), \gamma_{2}(t))$ .

Soit $C$ le complete de $C_{0}$ pour la distance $\delta$ . On montre qu’un \’el\’ement de $C$ est
une courbe rectifiable, admettant pour presque tout $t$ un vecteur tangent $\dot{\gamma}(t)$

appartenant au c\^one $C_{\gamma(t)}$ . La vari\’et\’e causale $V$ est dite globalement hyperbolique
si, quels que soient les points $a$ et $b$ de $V,$ $1$ ‘ensemble $C(a, b)$ des courbes de $C$

d’origine $\gamma(0)=a$ et d’extr\‘emit\’e $\gamma(1)=b$ est compact. Dans [2] on montre \‘a l’aide
du th\’eor\‘eme d’Ascoli que $C(a, b)$ est compact si et seulement si

$\sup\{l(\gamma)|\gamma\in C(a, b)\}<\infty$ .

TH\’EOR\‘EME 5. Sous les hypoth\‘eses $du$ th\’eor\‘eme 3, l’espace sym\’etrique $G/H$ est
une vari\’et\’e causale globalement hyperbolique.

La d\’emonstration est analogue \‘a celle du th\’eor\‘eme 4. En effet l’application
${\rm Log}$ de $ExpC$ dans $q$ est causale, et l’hyperbolicit\’e globale de $G/H$ se d\’eduit de
l’hyperbolicit\’e globale de $q$ qui elle-m\^eme r\’esulte du lemme suivant:

LEMME. Consid\’erons sur un espace vectoriel $V$ de dimension finie la structure
causale invariante par translation difinie par un cone convexe fermi propre $C$ .
Alors $V$ est une vari\’et\’e causale globalement hyperbolique.

On peut supposer que la structure riemannienne consid\’er\’ee sur $V$ provient
d’une structure euclidienne. Fixons un vecteur $v$ dans l’int\’erieur du c\^one dual
$c*$ de $C$ , il existe alors une constante $\alpha>0$ telle que, pour tout $u$ de $C$ ,

I $u||\leqq\alpha(u|v)$ .

Si $\gamma$ est une courbe causale d’origine $a$ et d’extr\‘emit\’e $b$ ,

$||\dot{\gamma}(t)||\leqq\alpha(\dot{\gamma}(t)|v)$ ,
et

$1(\gamma)=\int_{0}^{1}||\dot{\gamma}(t)||dt\leqq\alpha(b-a|v)$ ,

et ceci implique que $C(a, b)$ est compact.
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