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1. Introduction.

Nous nous proposons ici de discuter l’unicit\’e r\’etrograde des solutions des
\’equatlons:

(1.1) $\frac{\partial u}{\partial t}+\sum_{k=0}^{2m}a_{2m- k}(t, x)D_{x}^{k}u=0$ dans ] $-T,$ $O[\cross I$ ,

v\’erifiant $2m$ conditions au bord:

(1.2) $B_{j}(t)u= \sum_{k=0}^{\nu_{j}}\{\alpha_{j.\nu_{j^{-k}}}(t)D_{x}^{k}u(t, 0)+\beta_{j.\nu_{j^{-k}}}(t)D_{x}^{k}u(t, 1)\}$

$=0$ dans ] $-T,$ $0$[ pour $j=0,1,$ $\cdots$ , $2m-1$ .
Ici $I=$ ] $0,1[,$ $T>0$ et $D_{x}=-i\partial/\partial x$ et nous $suPposons$ que

(i) $a_{0}(t, x)=1$ dans ] $-T,$ $O[\cross I$,
(ii) pour $j=0,1,$ $\cdots$ , $2m-1,0\leqq\nu_{j}<2m$ et

$|\alpha_{j.0}(t)|+|\beta_{j.0}(t)|>0$ dans ] $-T,$ $0$].

Pour pr\’eciser les r\’esultats, prenons quelques notations. D\’esignons par $H^{p}(I)$

l’espace de Sobolev sur $I$ d’ordre $p$ et par $H^{p.q}(]-T, O[\cross I)$ l’espace des fonc-
tions $u$ telles que $(\partial/\partial t)^{j}D_{x}^{k}u,$ $0\leqq j\leqq p$ , O\leqq k;$q, appartiennent \‘a $L^{2}(]-T, O[\cross I)$ .
Soit $H$ un sous-ensemble de $H^{0.2m}(]-T, O[xI)$ . On dit qu’il $y$ a l’unicit\’e r\’etro-
grade dans le probl\‘eme $(1.1)-(1.2)$ pour les solutions dans $H$ s’il existe $T_{0}>0$ tel
que chaque solution $u$ dans $H$ de $(1.1)-(1.2)$ est nulle dans ] $-T_{0},$ $O[\cross I$ d\‘es que
$u(O, x)=0$ dans $I$ .

Posons pour les nombres complexes $\mu$ et pour OS $j,$ $k<2m,$ $\omega_{k}=\exp(ik\pi/m)$ ,

$N_{j.0}(t, \mu)=\alpha_{j.0}(t)+\beta_{j.0}(t)e^{i\mu}$ , $N_{j.m}(t, \mu)=(-1)^{\nu_{j}}\{\alpha_{j.0}(t)+\beta_{j.0}(t)e^{-i\mu}\}$ ,

$N_{j.k}(t)=\{\alpha_{j0}\beta_{j}|_{(t)(\omega_{k})^{\nu_{j}}}^{(t)(\omega_{k})^{\nu}J}0$

si $0<k<m$ ,

si $m<k<2m$ .
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La fonction $N(t, \mu)$ d\’efinie par

(1.3) $N(t, \mu)=\det(N_{j.k}(t, \mu))_{0\leqq j.k<2m}=\alpha(t)e^{t\mu}+\beta(t)e^{-i\mu}+\gamma(t)$

joue un role important dans le comportement asymptotique des valeurs propres
de la r\’ealisation $A(t)$ de $D_{x}^{2m}$ dans $L^{2}(I)$ , dont le domaine de d\’efinition est donn\’e
par

$D(A(t))=$ { $u\in H^{2m}(I);B_{j}(t)u=0$ pour $0\leqq j<2m$ }.

Faisons les hypoth\‘eses suivantes.
(iii) Dans ] $-T,$ $O$] $\cross I,$ $a_{1}$ est $C^{2m-1}$ et $a_{k},$ $2\leqq k\leqq 2m$ , sont mesurables et

born\’es.
(iv) Dans ] $-T,$ $0$], tous les coefficients des parties principaux $B_{j}^{o}$ de $B_{j}$ :

$B_{j}^{o}(t)u=\alpha_{j,0}(t)D_{x^{j}}^{\nu}u(O)+\beta_{f.0}(t)D_{x^{j}}^{\nu}u(1)$ ,

sont $C^{3}$ et les autres de $B_{j}$ sont $C^{1}$ .
Nous \’enongons alors le r\’esultat principal.

TH\’EOR\‘EME 1. SuPPosons que les hypOth\‘eses ci-dessus $(i)-(iv)$ soient venfiees.
De plus $stm>1$ et $\alpha$

(v) $\alpha(O)\beta(0)\neq 0$ ,

il $y$ a l’umcit\’e r\’etrograde dans le probl\‘eme $(1.1)-(1.2)$ pour les solutions dans
$H^{0.2m}(]-T, O[\cross I)$ .

Dans le livre [1], Dunford et Schwartz pr\’esentent des exemples de H. P.
Kramer de $B_{j}$ , v\’erifiant la condition (v) qui est dit l’hypoth\‘ese de r\’egularit\’e.
Dans le paragraphe 3, nous allons traiter le probl\‘eme au cas de $m=1$ . Quand
il s’agit de l’unicit\’e r\’etrograde des solutions des \’equations paraboliques:

$\frac{\partial u}{\partial t}+A(t, x;D_{x})u=0$ dans ] $-T,$ $0[\cross\Omega$ ,

associ\’ees aux operateurs $A(t, x;D_{x})$ elliptiques d’ordre $2m>2$ sur un domaine
$\Omega$ dans $R(:d>1$ , on doit faire des hypoth\‘eses fortes sur $A$ m\^eme sous la condi-
tion de Dirichlet (voir Lions et Malgrange [2]).

2. Preuve du Th\’eoreme 1.

Pour \’etablir les estimations du type Carleman, qui impliquent l’unicit\’e
exig\’ee, nous utilisons des majorations des normes des r\’esolvants de $A(t)$ . Pre-
mi\‘erement nous expliquons, d’apr\‘es le chapitre XIX de [1], le comportement
asymptotique des valeurs propres de $A(t)$ sous les hypoth\‘eses dans le Th\’eor\‘eme 1.

D\’esignons par $\mu(\lambda)$ la racine de l’\’equation:

$\mu^{2m}=\lambda$ , $\mu\in\Sigma=\{\mu;-\pi/2m<\arg\mu\leqq\pi/2m\}$ ,
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et posons $\nu=\nu_{0}+\cdots+\nu_{2m- 1},$ $\sigma_{k}(\mu, x)=\exp(i\omega_{k}\mu x)$ si $0\leqq k\leqq m,$ $=\exp(i\omega_{k}\mu(x-1))$

si $m<k<2m$ , et

$M_{j.k}(t, \mu)=B_{j}(t)\sigma_{k}(\mu, \cdot)$ , $M(t, \mu)=\det(M_{j.k}(t, \mu))_{0\leqq j.k<2m}$ .
Il existe alors $C>0$ , ind\’ependant de $t$ , tel que pour $\mu\in\Sigma$ avec $|\mu|>C$ ,

(2.1) $|\mu^{-\nu}M(t, \mu)-N(t, \mu)|\leqq C|\mu|^{-1}e^{|{\rm Im}\mu 1}$ ,

d’o\‘u nous avons en vertu de (v) le comportement asymptotique suivant. Soient
$\pi\delta_{k}/m,$ $k=1,2$ , deux racines de l’\’equation en $z$ :

$N(O, z)=0$ , O$Re $z<2\pi$ .
Il existe alors $C_{1}>0$ tel que les valeurs propres de $A(t)$ dans $|\lambda|>C_{1}$ sont
\’enum\’er\’ees par deux s\’eries $\{\lambda_{k.n}(t);n>n_{1}\},$ $k=1,2,$ $-t_{1}<t\leqq 0,$ ( $t_{1}$ est assez petit)

telles que au cas de $\delta_{1}\neq\delta_{2}$ ,

(2.2) $|\lambda_{k.n}(t)-(2\pi n)^{2m}\{1+(\delta_{k}/n)\}|\leqq C_{1}\{|t|n+1\}n^{2m-2}$ ,

et que au cas de $\delta_{1}=\delta_{2}=\tilde{\delta}$ ,

(2.3) $|\lambda_{k.n}(t)-(2\pi n)^{2m}\{1+(\tilde{\delta}/n)\}|\leqq C_{1}\{|t|n^{1/2}+1\}n^{2m-3/2}$ .

Ensuite nous traitons les r\’esolvants de $A(i)$ . Soit $A_{D}$ la r\’ealisation de $D_{x}^{2m}$

dans $L^{2}(I)$ sous la condition de Dirichlet:

$D(A_{D})=$ { $u\in H^{2m}(I);D_{x}^{k}u(O)=D_{x}^{k}u(1)=0$ pour $0\leqq k<m$ }.

Les valeurs propres de $A_{D}$ , except\’ees un nombre fini, sont donn\’ees par (2.2)

avec $\delta_{1}=0$ (resp. $m/2$), $\delta_{2}=m$ (resp. $3m/2$ ) au cas o\‘u $m$ est impair (resp. pair).

Prenons une constante $\delta$ telle que

$0<\delta<m/2$ , $\delta\neq{\rm Re}\delta_{k},$ $k=1,2$ ,
et posons

(2.4) $\tau_{n}=(2\pi n)^{2m}\{1+(\delta/n)\}$ .

LEMME 1. Il existe $t_{2},$ $n_{2},$ $C_{2}>0$ tels que pour tous $-t_{2}<t\leqq 0,$ $n>n_{2},$ $\eta\in R$ ,
$u\in H^{2m}(I)$ , on a l’in\’egalite suivante.

(2.5) $||( \tau_{n}-i\eta-D_{x}^{2m})u||+\sum_{J^{=0}}^{2m-1}n^{(4m- 2v_{j^{-3)/2}}}|B_{j}(t)u|\geqq C_{2}n^{(4m-3)/2}||u||$ .

Ici $||u||$ est le norme usuel de $u$ dans $L^{2}(I)$ .

PREUVE. Posons $\lambda_{n}=\tau_{n}-i\eta,$ $\mu_{n}=\mu(\lambda_{n})$ et d\’esignons par $\tilde{M}_{j.k}$ la cofacteur
de $M_{j,k}$ dans la matrice $(M_{p,q})_{0\leq p.q<2m}$ . Comme $\lambda_{n},$ $n>n_{2}$ ( $n_{2}$ assez grand) sont
des r\’esolvants de $A_{D}$ et de $A(t)$ en vertu de (2.2), (2.3) et de la chois de 6, nous
avons

$(\lambda_{n}-A_{D})^{-1}f-(\lambda_{n}-A(t))^{-1}f$
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$=M(t, \mu_{n})^{-1}\sum_{j,k=0}^{2m- 1}\tilde{M}_{j.k}(t, \mu_{n})B_{j}(t)\{(\lambda_{n}-A_{D})^{-1}f\}\sigma_{k}(\mu_{n}, \cdot)$ .
D\’emontrons d’abord que pour $f\in L^{2}(I)$ ,

(2.6) $||(\lambda_{n}-A(t))^{-1}f||\leqq C(n^{2m- 1}+|\eta|)^{-1}|\mu_{n}|^{1/2}||f||$ .
Ici $C>0$ est une constante ind\’ependante de $t,$ $n,$ $\eta$ et $f$ et nous allons d\’esigner
telles constantes par les m\^emes lettres $C,$ $C_{1},$ $\cdots$ Comme $A_{D}$ est auto-adjoint,
nous avons de la th\’eorie d’interpolation que pour tous $u\in D(A_{D})$ ,

$||( \lambda_{n}-A_{D})u||\geqq C\sum_{k=0}^{2rn}(n^{2m-1}+|\eta|)|\mu_{n}|^{-k}||D_{x}^{k}u||$ ,

de sorte que si $\nu_{j}\geqq m$ ,

$|B_{j}(t)\{(\lambda_{n}-A_{D})^{-1}f\}|\leqq C_{1}(n^{2m-1}+|\eta|)^{-1}|\mu_{n}|^{(2\nu_{j}+1)/2}||f||$ .
Puisque

$|\eta||\mu_{n}|^{1-2m}\geqq|{\rm Im}\mu_{n}|\geqq(1/2m)|\eta||\mu_{n}|^{1-2m}$ ,

(2.1) implique pour $-t_{2}<t\leqq 0$ ( $t_{2}$ assez petit) et pour $(n, \eta)$ avec $|\eta|\geqq C_{2}n^{2m-1}$

( $C_{2}$ assez grand),

$|M(t, \mu_{n})|\geqq(1/2)|\mu_{n}|^{\nu}e$ IIm $\mu n^{1}\min(|\alpha(0)|, |\beta(O)|)$ .
Lorsque $|\eta|\leqq C_{2}n^{2m-1},$ ${\rm Im}\mu_{n}$ et $n\{\mu_{n}-2\pi n-\pi\delta/m-i\eta(2\pi n)^{1- 2m}/2m\}$ sont born\’es,
de sorte que nous avons

$|M(t, \mu_{n})|\geqq C_{3}|\mu_{n}|^{\nu}$ .
Comme il est facile de voir que

$|\tilde{M}_{j.k}(t, \mu_{n})|||\sigma_{k}(\mu_{n}, )||\leqq C_{4}|\mu_{n}|^{\nu-\nu_{j}}e^{|{\rm Im}\mu_{n^{1}}}$ ,

nous obtenons (2.6) par combinant les in\’egalit\’es ci-dessus. Lorsque $u$ est une
solution de l’\’equation:

$(\lambda_{n}-D_{x}^{2m})u=0$ dans $I$ ,

$u=M(t, \mu_{n})^{-1}\sum_{j.k=0}^{2m-1}\tilde{M}_{j.k}(t, \mu_{n})\{B_{j}(t)u\}\sigma_{k}(\mu_{n}, \cdot)$ ,

ce qui implique

$||u|| \leqq C_{5}\sum_{j^{=0}}^{2m- 1}|\mu_{n}|^{-\nu_{j}}|B_{j}(t)u|$ ,

de sorte que nous avons (2.5) par combinant (2.6).

REMARQUE. Par des arguments pareils \‘a la preuve du Lemme 1, il est
ais\’e de voir le suivant. Pour $\theta_{o}>0$, il existe $C_{6},$ $C_{7}>0$ tels que pour tous $\lambda$

avec $|\lambda|>C_{6},$ $\theta_{0}<|\arg\lambda|\leqq\pi$ et pour tous $u\in H^{2m}(I)$ , on a

(2.7) $||( \lambda-D_{x}^{2m})u||+\sum_{j^{=0}}^{2m-1}|\lambda|^{(4m- 2\nu_{j}- 1)/4m}|B_{j}(t)u|\geqq C_{7}\{|\lambda|||u||+||D_{x}^{2m}u||\}$ .
Parce que
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$|{\rm Im}\mu(\lambda)|\geqq|\sin(\theta_{o}/2m)||\mu(\lambda)|$

implique
$|\tilde{M}_{j.k}(t, \mu(\lambda))|||\sigma_{k}(\mu(\lambda), )||\leqq C_{8}|\mu(\lambda)|^{\nu-\nu_{j^{-1/2}}}e^{|{\rm Im}\mu(\lambda)\rceil}$ ,

nous avons que pour tous $f\in L^{2}(I)$ ,

$||(\lambda-A(t))^{-1}f||\leqq C_{9}|\lambda|^{-1}||f||$ .
En d\’esignant par $||||_{k}$ le norme usuel dans $H^{k}(I)$ :

$||u||_{k}= \{\sum_{J^{=0}}^{k}||D_{x}^{j}u||^{2}\}^{1/2}$ ,

nous d\’emontrons les estimations du type Carleman.

LEMME 2. Supposons que toutes les hypoth\‘eses dans le Th\’eor\‘eme 1 soient
v\’enfi\’ees. Pour chaque $\epsilon>0$ assez petit, il existe alors $n(\epsilon),$ $C>0$ tels que pour
$n>n(\epsilon),$ $u\in H^{0,2m}(]-\epsilon, O[\cross I)\cap H^{1,0}(]-\epsilon, O[\chi I)$ v\’erifiant
(2.8) $B_{j}(t)u=0$ dans ] $-\epsilon,$

$0$[ pour $0\leqq j<2m$ ,

(2.9) $u(-\epsilon, x)=u(O, x)=0$ dans $I$ ,

on a l’in\’egalit\’e suivante.

(2.10) $\int_{-\text{\’{e}}}^{0}||\frac{\partial u}{\partial t}+D_{x}^{2m}u||^{2}e^{2\tau_{n}t}dt\geqq C\sum_{k=0}^{2m}n^{4m-2k-3}\int_{-\epsilon}^{0}||u||_{k}^{2}e^{2\tau_{n}t}dt$ .

PREUVE. En employant l’op\’erateur pseudo-diff\’erentiel $\Lambda=\Lambda(D_{t})$ dans $R$ \‘a
symbole $(1+\eta^{2})$

‘/2 nous remarquons qu’il existe $C_{1},$ $C_{2}$ tels que pour tous $u\in$

$H^{0.2m}(R\cross I)\cap H^{1.0}(R\cross I)$ et pour $0\leqq k<2m$ ,

$\int_{-\infty}^{\infty}|\Lambda^{(4m-2k-1)/4m}D_{x}^{k}u(t, O)|^{2}+|\Lambda^{(4m- 2k- 1)/4m}D_{x}^{k}u(O, 1)|^{2}dt$

$\leqq C_{1}\int_{-\infty}^{\infty}||\Lambda^{(2m-k)/2m}u||_{k}$ II $\Lambda^{(2m- k- 1)/2m}u||_{k+1}dt\leqq C_{2}\int_{-\infty}^{\infty}||\Lambda u||^{2}+||u||_{2m}^{2}dt$ .
Lorsque nous posons

$v(t, x)=u(t, x)e^{\tau_{n}t}$ , $0(\eta, x)=\int_{-\epsilon}^{0}e^{-t\eta^{t}}v(t, x)dt$ ,

pour $u\in H^{0.2m}(]-\epsilon, 0[\cross I)\cap H^{1.0}(]-\epsilon, O[\cross I)$ v\’erifiant (2.8) et (2.9) et nous ap-
pliquons $\theta(\eta, )$ aux (2.5) et (2.7), nous avons, apr\‘es l’int\’egration par rapport \‘a
$\eta$ , que pour $-t_{2}<f\leqq 0$ ( $t_{2}$ est la constante donn\’ee dans le Lemme 1),

$\int_{-\infty}^{\infty}n^{3}||\frac{\partial v}{\partial t}-\tau_{n}v+D_{x}^{2m}v||^{2}+\sum_{j=0}^{2m-1}|\{n^{2m-\nu_{j}}+\Lambda^{(4m- 2\nu_{j^{-1)/4m}}}\}B_{j}(\hat{t})v|^{2}dt$

$(2.1l) \geqq C_{3}\int_{-\infty}^{\infty}n^{4m}||v||^{2}+||\frac{\partial v}{\partial t}+\tau_{n}v+D_{x}^{2m}v||_{J^{=0}}^{22m- 1}+|\{n^{2m}+\Lambda\}^{(4m- 2\nu_{j^{-1)/4m}}}B_{j}(f)v|^{2}dt$

$\geqq C_{4}\int_{-n}^{\infty}n^{4m}||v||^{2}+||v||_{2m}^{2}+||\Lambda v||^{2}dt$ .
Ici $C_{3},$ $C_{4}>0$ sont des constantes ind\’ependantes de $u,$ $n,$

$\epsilon,\hat{t}$ et $l(1$ est un para-
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m\‘etre paraissant plus tard) et nous allons d\’esigner telles constantes par les
m\^emes lettres $C_{5},$ $C_{6},$ $\cdots$

Ensuite nous utilisons la partition de l’unit\’e suivante. Soit $\Psi$ une fonction
$C^{\infty}(R)$ telle que 0$\Psi $1 dans $R,$ $\Psi(t)=1$ si $|t|<1/2,$ $=0$ si $|t|>1$ . Pour $1>\sigma$

$>1/2$ et pour les entiers $l\leqq 0,$ $n>1$ , posons

$t_{n.l}=ln^{-\sigma}$ , $\Psi_{n.l}(t)=\Psi(tn^{\sigma}-l)\{\sum_{j=-\infty}^{0}\Psi(tn^{\sigma}-])^{2\}^{-1/2}}$

Nous peuvons alors obtenir (2.10) par groupant (2.11), \’echangant $\hat{t}$ contre $i_{n.l}$

et $v$ contre $v_{n.l}(t, x)=v(t, x)\Psi_{n.l}(t)$ . Pour le faire estimons les suivants.

$J=J(v_{n,l})= \int_{-\infty}^{\infty}n^{4m}||v_{n.l}||^{2}+||v_{n,l}||_{2m}^{2}+||\Lambda v_{n.l}||^{2}dt$ ,

$J_{j.1}= \int_{-\infty}^{\infty}n^{4m- 2\nu_{j}}|\{B_{j}(t_{n.l})-B_{j}(t)\}v_{n.l}|^{2}$

$+|\Lambda^{(4m-2\nu_{j}-1)/4m}\{B_{j}(t_{n.l})-B_{j}^{o}(t_{n.l})-B_{j}(t)+B_{j}^{o}(t)\}v_{n.l}|^{2}dt$ ,

$J_{j.8}= \int_{-\infty}^{\infty}|\Lambda^{(47n-2\nu_{j^{-1)/4m}}}\{B_{j}^{o}(t_{n.l})-B_{j}^{o}(t)\}v_{n.l}|^{2}dt$ .

Comme l’application $farrow fg$ est born\’ee dans $H^{\theta}(R)$ pour $|\theta|\leqq 1$ au cas o\‘u
$(\partial/\partial t)^{k}g,$ $k=0,1$ , sont born\’es dans $R$ , il est ais\’e de voir que

$J_{j.1} \leqq C_{5}\int_{-\infty}^{\infty}n^{4m-2\nu}J^{-2\sigma}||v_{n.l}||_{\nu_{j}}||v_{n.l}||_{\nu_{j^{+1}}}$

(2.12)
$+||\Lambda^{(4m-2\nu_{j^{-1)/4m}}}v_{n.l}||_{\nu_{j^{-1}}}||\Lambda^{(4m-2\nu_{j^{-1)/4m}}}v_{n.l}||_{\nu_{j}}dt\leqq C_{6}\{n^{1-2\sigma}+n^{-2}\}J$ .

Prenons des op\’erateurs au bord $B_{j}’(t),$ $0\leqq j<2m$ , \‘a coefficients $C_{c}^{3}(R)$ tels que
$B_{j}’(t)=B_{j}^{o}(t)$ dans ] $-T/2,0$] et X., $\tilde{\chi}_{\epsilon}$ dans $C^{\infty}(R)$ tels que $\chi_{\epsilon}(t)=1$ si $-4\epsilon<t<$

$3\epsilon,\tilde{\chi}_{\epsilon}(t)=1$ si $-2\epsilon<t<\epsilon,$ $\chi_{\text{\’{e}}}(t)=0$ si $-5\epsilon<t<4\epsilon,\tilde{\chi}_{\text{\’{e}}}(t)=0$ si $-3\epsilon<t<2\epsilon$ . Puisque
les applications $farrow[\Lambda^{\theta}, g]f=\{\Lambda^{\theta}g-g\Lambda^{\theta}\}f$ et $farrow(1-\chi_{\epsilon})\Lambda^{\theta}\tilde{x}_{\epsilon}f,$ $0\leqq\theta\leqq 1$ , sont
born\’ees dans $L^{2}(R)$ au cas o\‘u $(\partial/\partial t)^{k}g,$ $0\leqq k\leqq 3$ , sont born\’es dans $R$ , nous avons

$J_{j.2}/8_{-} \int_{-\infty}^{\infty}|\chi_{\epsilon}\{B_{j}^{o}(t_{n.l})-B_{j}’(t)\}\Lambda^{(4m-2\nu_{j^{-1)/4m}}}v_{n.l}|^{2}+|\{B_{j}^{o}(t_{n.l})-B_{j}’(t)\}$

$\cross(1-\chi_{\epsilon})\Lambda^{(4m-2\nu_{j^{-1)/4m}}}\tilde{\chi}_{\epsilon}v_{n.l}|^{2}+|[\Lambda^{(4m-2\nu_{j^{-1)/4m}}}, B_{j}’(t)]v_{n.l}|^{2}dt$

$\leqq\int_{-\infty}^{\infty}C_{7}\epsilon^{2}||\Lambda^{(2m-\nu_{j})/2m}v_{n.l}||_{\nu_{j}}|I\Lambda^{(2m-\nu_{j}-1)/2m}v_{n.l}||_{\nu_{j^{+1}}}+C_{1}(\epsilon)||v_{n.l}||_{\nu_{j}}||v_{n.l}||_{\nu_{j^{+1}}}dt$ ,

ce qui implique

(2.13) $J_{j.2}\leqq\{C_{8}\epsilon^{2}+C_{2}(\epsilon)n^{-1}\}J$ .
Ici $C_{1}(\epsilon),$ $C_{2}(\epsilon)$ sont des constantes d\’ependantes de $\epsilon$ , mais ind\’ependantes de $u$ ,
$n,$

$l$ . Lorsque nous prenons $\epsilon$ et $1/n$ assez petits, nous avons en vertu de $m>1$

(2.10) par $(2.11)-(2.13)$ et

$\sum_{\iota=-\infty}^{0}\int_{-\infty}^{\infty}n^{3}||\frac{\partial}{\partial t}v_{n.l}-\Psi_{n.l}\frac{\partial v}{\partial t}||^{2}dt\leqq C_{9}n^{-4m+3+2\sigma}\sum_{\iota=-\infty}^{0}J(v_{n,l})$ .
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PREUVE Du TH\’EOR\‘EME 1. Soient $\tilde{B}_{j}(t),$ $0\leqq j<2m,$ $2m$ op\’erateurs au bord
d\’efinis par

$\tilde{B}_{j}(t)u=B_{j}(t)\{e^{\Phi(\zeta\cdot)}u\}$ , $\Phi(t, x)=-i\int_{0}^{x}a_{1}(t,\tilde{x})/2md\tilde{x}$ .
Comme la condition (v) par rapport aux $\tilde{B}_{j}(t)$ est v\’erifi\’ee, nous avons par le
Lemme 2 des estimations du type Carleman: Pour chaque $\epsilon>0$ assez petit, il
existe $n(\epsilon),$ $C>0$ tels que pour tous $n>n(\epsilon),$ $u\in H^{0.2m}(]-\epsilon, O[\cross I)\cap H^{1.0}(]-\epsilon,0[$

XI) v\’erifiant $B_{j}(t)u=0$ dans ] $-\epsilon,$
$0$[ Pour $0\leqq j<2m$ , et $u(-e, x)=u(O, x)=0$

dans $I$, on a l’in\’egalit\’e suivante.

$\int_{-\text{\’{e}}}^{0}||\frac{\partial u}{\partial t}+D_{x}^{2m}u+a_{1}(t, x)D_{x}^{2m-1}u||^{2}e^{2\tilde{\tau}_{n}t}dt\geqq C\sum_{k=0}^{2m}n^{4m-2k-3}\int_{-\epsilon}^{0}||u||_{k}^{2}e^{2\tilde{\tau}_{n}t}dt$ .

Ici $\tilde{\tau}_{n}$ est d\’efini par (2.4) par rapport aux $\tilde{B}_{j}(t)$ . Nous avons donc l’unicite
exig\’ee par des arguments usuels.

3. Unicit\’e et non unicit\’e au cas de $m=1$ .
Dans ce paragraphe nous traitons le probl\‘eme $(1.1)-(1.2)$ au cas de $m=1$ .

Remarquons tout d’bord que si $B_{j}^{o}(O),$ $j=0,1$ , sont lin\’eairement ind\’ependants et
s’ils ne sont pas v\’erifi\’es (v), les conditions au bord:

$B_{j}^{o}(O)u=0$ , $j=0,1$ ,

sont \’equivalentes \‘a l’une des suivantes:

(3.1) $u(x_{o})=D_{x}u(x_{o})=0$ , $x_{o}=0$ ou 1.

(3.2) $u(O)-bu(1)=D_{x}u(O)+bD_{x}u(1)=0$, $b\neq 0$ .
D’apr\‘es le r\’esultat de Mizohata [3] concernant l’unicit\’e dans les probl\‘emes

de Cauchy non caract\’eristiques pour les \’equations paraboliques du second ordre,
nous savons l’unicit\’e pour le future et pour le pass\’e dans le probl\‘eme $(1.1)-$

$(3.1)$ sans la condition que $u(O, x)=0$ dans $I$ . D’autre part il est ais\’e de voir
d’apr\‘es le contre-exemple suivant qu’il n’y a plus d’unicit\’e dans le probl\‘eme
$(1.1)-(3.2)$ pour certains $a_{1}$ et $a_{2}$ .

CONTRE-EXEMPLE. Il existe une solution $u$ non triviale dans $C^{\infty}(R\cross I)$ de
l’\’equation:

$\frac{\partial u}{\partial t}+D_{x}^{2}u=0$ dans $R\cross I$ ,

v\’erifiant $u(O, x)=0$ dans I et (3.2) dans $R$ avec $b=1$ .
PREUVE. Pour $\sigma>1$ posons

$f(t)=\exp(-|t|^{-\pi})$ , $u(t, x)= \sum_{k=0}^{\infty}(\partial/\partial t)^{k}f(t)(x-\frac{1}{2})^{2k}/’(2k)!$ .
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Comme il existe $C>0$ tel que pour tous $k\geqq 0,$ $t\in R$ ,

$|(\partial/\partial t)^{k}f(t)|\leqq C^{-k}(k!)^{1+1/\sigma}\exp(-C|t|^{-\sigma})$ ,

$u$ est une solution d\’esir\’ee.

Au lieu de (iii), nous faisons l’hypoth\‘ese:

(iii)’ Dans ] $-T,$ $O$] $\cross\overline{I},$

$a_{1}$ est continu et $a_{2}$ est mesurable et born\’e,

et d\’emontrons le suivant.

TH\’EOR\‘EME 2. Soit $m=1$ . Supposons que (i), (ii), (iii)’, (iv) et (v) soient
v\’erifi\’ees. On $a$ alors la m\^eme conclusion que le Th\’eor\‘eme 1.

Lorsque $a_{k},$ $k=1,2$ , sont C’ et $\nu_{0}=\nu_{1}$ , ce th\’eor\‘eme est un cas particulier
des r\’esultats de [2], dont les techniques sont encore valables pour \’etablir l’unict\’e
r\’etrograde pour les solutions dans $H^{0.2}(]-T, O[\cross I)\cap H^{1.1}(]-T, O[\cross I)$ m\^eme au
cas o\‘u $a_{1}$ est mesurable et born\’e.

Avant de commencer la preuve du Th\’eor\‘eme 2, nous notons le suivant. En
vertu de (iii)’ nous peuvons prendre, pour chaque $\epsilon>0,$ $a_{\epsilon}(x)$ dans C’(I) tel que
$|a_{1}(0, x)-a_{\text{\’{e}}}(x)|<\epsilon$ dans $I$ et posons pour une solution $u$ de $(1.1)-(1.2)$ ,

$v(t, x)=u(t, x) \exp(i\int_{0}^{x}a_{\text{\’{e}}}(y)/2dy)$ .

Alors $v$ satisfait l’in\’egalit\’e diff\’erentielle:

(3.3) $|| \frac{\partial v}{\partial t}+D_{x}^{2}v||\leqq\rho(\epsilon)||D_{x}v||+C_{\epsilon}||v||$ , $p$ . $p$ . dans ] $-\epsilon,$ $0[$ .

Ici $\rho(\epsilon)=\sup\{|a_{1}(t, x)-a(O, x)| ; -\epsilon<t<0, x\in I\}$ et C\’e est une constante in-
d\’ependante de $v$ .

Ensuite nous consid\’erons les r\’ealisations, $A_{D},$ $A_{N},$ $A_{b}$ , de $D \frac{9}{x}$ dans $L^{2}(I)$ ,

dont les domaines de d\’efinition sont donn\’es par

$D(A_{N})=\{u\in H^{2}(I);D_{x}u(O)=D_{x}u(1)=0\}$

$D(A_{b})=\{u\in H^{2}(I);b_{k}u\equiv\alpha_{k}D_{x}^{k}u(O)+\beta_{k}D_{x}^{k}u(1)=0, k=0,1\}$ .
La condition (v) par rapport \‘a $\{b_{0}, b_{1}\}$ signifie que

(3.4) $\alpha_{0}\beta_{1}+\alpha_{1}\beta_{0}\neq 0$ .
LEMME 3. Soit A l’un des $A_{D},$ $A_{N},$ $A_{b}$ . Si (3.4) est v\’enfi\’e et $\{\tau_{n}\}$ est une

s\’ene donn\’ee par (2.4) par rapport \‘a $\{b_{0}, b_{1}\}$ , il existe $n_{0},$
$C$ tels que pour tous

$n>n_{o},$ $\eta\in R,$ $u\in D(A)$ , on a

(3.5) $C||(A-\tau_{n}-i\eta)u||\geqq(n+|\eta|)||u||$ .

PREUVE. Comme $A$ est auto-adjoint au cas de $A=A_{D}$ ou $A_{N}$ , il est clair.
Soit $G_{\mu}(x, y)$ le noyau de Green de $A_{b}-\mu^{2}$ :
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$M(\mu)=(\alpha_{0}\beta_{1}+\alpha_{1}\beta_{0})\cosh(i\mu)+\alpha_{0}\alpha_{1}+\beta_{0}\beta_{1}$ ,

$i \mu M(\mu)G_{\mu}(x, y)-\frac{1}{2}(\alpha_{0}\beta_{1}+\alpha_{1}\beta_{0})\sinh(i\mu(1-|x-y|))$

$+ \frac{1}{2}(\alpha_{0}\beta_{1}-\alpha_{1}\beta_{0})\sinh(i\mu(1-x-y))$

$=\{-\alpha_{0}\alpha_{1}sinh(i\mu(x-y))\beta_{0}\beta_{1}sinh(i\mu(x-y)), si O\leqq x\leqq y\leqq 1,$

si $0\leqq y\leqq x\leqq 1$ .

Si nous prenons $C$ assez grand et designons $\mu(\tau_{n}+i\eta)$ par $\mu_{n},$ $|\mu_{n}|^{-1}|G_{\mu_{n}}(x, y)|$

est born\’e dans $\{(x, y, \eta, n);x, y\in I, |\eta|\leqq Cn\}$ , de sorte que nous avons (3.5)
pour $|\eta|\leqq Cn$ . Lorsque $|\eta|\geqq Cn$ , nous utilisons le noyau de Green $H_{\mu}(x, y)$ de
$A_{b}-\mu^{2}$ avec $b_{0}u=u(1),$ $b_{1}u=D_{x}u(0)$ et posons

$G_{\mu}’(x, y)=G_{\mu}(x, y)+( \alpha_{0}\beta_{1}-\alpha_{1}\beta_{0})\frac{\cosh(i\mu)}{M(\mu)}H_{\mu}(x, y)$ .

Par l’in\’egalite de Hausdorff-Young nous obtenons

$| \eta|||\int_{0}^{1}G_{\mu_{n}}’(\cdot, y)f(y)dy||\leqq C_{1}||f||$ ,

pour certaine constante $C_{1}$ ind\’ependante de $n,$ $\eta,$ $f$ . D’autre part la r\’ealisation
de $D_{x}^{2}$ dans $L^{2}(I)$ sous les conditions au bord: $u(1)=D_{x}u(0)=0$ , est auto-adjoint,
nous avons (3.5) pour $|\eta|$ I $Cn$ .

PREUVE $DU$ THEOREME 2. Nous d\’emontrons l’unicit\’e r\’etrograde des solu-
tions $v$ de (3.3) v\’erifiant

(3.6) $B_{j}(t) \{v\exp(-i\int_{0}^{x}a_{\epsilon}(y)/2dy)\}=0$, $j=0,1$ ,

ce qui sont \’equivalents aux conditions au bord suivantes. Au cas de $\nu_{0}=\nu_{1}=0$ ,

$b_{0}u\equiv u(O)=0$ , $b_{1}u\equiv u(1)=0$ ,

au cas de $\nu_{0}=\nu_{1}=1$ ,

$b_{0}u\equiv D_{x}u(O)=\alpha_{0.1,\epsilon}(t)u(0)+\beta_{0,1.\epsilon}(t)u(1)$ ,

$b_{1}u\equiv D_{x}u(1)=\alpha_{1.1.\epsilon}(t)u(O)+\beta_{1,1.\epsilon}(t)u(1)$ ,

et au cas de $\nu_{0}=0,$ $\nu_{1}=1$ ,

$b_{0.\epsilon}(t)u\equiv\alpha_{0.0}(t)u(0)+\beta_{0.0}(t)B_{\epsilon}u(1)=0$ ,

$b_{1.6}(t)u\equiv\alpha_{1.0}(t)D_{x}u(0)+\beta_{1.0}(t)B_{e}D_{x}u(1)=\alpha_{1,1,\epsilon}(t)u(O)+\beta_{1,1,\epsilon}(t)u(1)$ .

Ici $\alpha_{f,k.\epsilon}$ et $\beta_{j.k.\epsilon}$ sont $C^{1}$ et

$B_{\epsilon}= \exp(-i\int_{0}^{1}a_{\epsilon}(x)/2dx)$ .
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Lorsque nous prenons $\{\tau_{n}\}$ donn\’e par (2.4) par rapport aux conditions au
bord:

$B_{j}(t)\{v\exp(-i\downarrow_{0}^{x}a_{1}(O, y)/2dy)\}=0$ , $j=0,1$ ,

nous avons les estimations du type Carleman: Pour chaque $0<\epsilon<\epsilon_{1},$ ( $\epsilon_{1}$ est
assez petit), il existe $n(\epsilon)$ tel que pour tous $n>n(\epsilon),$ $v\in H^{0.2}(]-\epsilon, O[\cross I)\cap$

$H^{1.1}(]-\epsilon, O[\cross I)$ v\’erifiant (2.9) et (3.6) dans ] $-\epsilon,$
$0$ [, on a

(3.7) $\int_{-6}^{0}||\frac{\partial v}{\partial t}+D_{x}^{2}v||^{2}e^{2\tau_{n}t}dt\geqq C_{1}\int_{-6}^{0}\{||v||_{1}^{2}+n^{2}||v||^{2}\}e^{2\tau_{n}t}dt$ .

Ici $C_{1}>0$ est une constante ind\’ependante de $v,$ $n,$ $\epsilon$ et nous allons d\’esigner telle
constante par $C_{2}$ . Parce que nous obtenons par (3.5) et par des arguments
pareils dans les preuves des Lemmes 1 et 2 que

$\int_{-\infty}^{\infty}n^{2||\frac{\partial v}{\partial t}-\tau_{n}v+D_{x}^{2}v||^{2}+\sum_{J^{=0}}^{1}|\{n^{2-\nu}J+\Lambda^{(3- 2\nu_{f^{)/4}\}b_{j.\epsilon}(t)v|^{2}dt}}}$

1 $C_{2} \int_{-\infty}^{\infty}n^{4}||v||^{2}+||v||_{2}^{2}+||\Lambda v||^{2}dt$ .

Si $\nu_{j}=1$ , nous obtenons pour certaine constante $C(\epsilon)$ d\’ependante de $\epsilon$ ,

$|b_{j.\epsilon}(t)v|^{2}\leqq C(\epsilon)||v||||v||_{1}$ ,

$\int_{-\infty}^{\infty}|\Lambda^{1/4}b_{j.\epsilon}(t)v|^{2}dt\leqq C(\epsilon)\int_{-\infty}^{\infty}||\Lambda^{1/4}v||||\Lambda^{1/4}v||_{1}dt$ ,

et donc nous avons (3.7) pour $n$ assez grand.
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