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1. Introduction.

Nous nous proposons ici de discuter ’unicité rétrograde des solutions des
équations:
ou
ot

vérifiant 2m conditions au bord:

(L1) i :zzzmoam_k(t, ODtu=0 dans =T, O[XI,

vi

(1.2) Byt = 3 {a;, s®ODbutt, 0+ B, 1(ODsult, )
=0 dans ]—T, O[ pour j=0, 1, ---, 2m—1.

Ici =710, 1[, T>0 et D,=—:id/dx et nous supposons que

(1) aot, x)=1 dans 1T, O[ X1,
(ii) pour j=0, 1, -+, 2m—1, 0<y,;<2m et

las, o)+ 18508 >0 dans ]—T, 0].

Pour préciser les résultats, prenons quelques notations. Désignons par H?([)
I’espace de Sobolev sur I d’ordre p et par H?%(]—T, 0L XI) I’espace des fonc-
tions u telles que (d/0t)'Diu, 0<7<p, 0<k<q, appartiennent a L*(J—T, O[ XI).
Soit H un sous-ensemble de H®**™(]—T, 0L XI). On dit qu’il y a ’unicité rétro-
grade dans le probléeme (1.1)-(1.2) pour les solutions dans H s’il existe T,>0 tel
que chaque solution » dans H de (1.1)-(1.2) est nulle dans 1—7T,, 0[ XI dés que
u(0, x)=0 dans 1.

Posons pour les nombres complexes g et pour 0=<j, 2 <2m, w,=exp(ikn/m),

Njoft, ) = a; o)+ Bs.0t)e**,  Njn(t, p) = (—=1yi{a; )+ B; (e},

aj,o{t)@r), si 0<k<m,

[Vj,k(t) = { Bj’o(t)(wk)yj’ si m<k<2m-
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La fonction N(t, p) définie par
(1.3 N(t, p) = det(Nj, x(t, oss, r<om = a(t)e*+B(t)e **+7(1)

joue un réle important dans le comportement asymptotique des valeurs propres

de la réalisation A(¢) de D2™ dans L?*), dont le domaine de définition est donné

pat D(A®) = {ucH*™(I); Bj(t)u=0 pour 0<7<2m}.

Faisons les hypothéses suivantes.

(iii) Dans 1—T, 01X, a, est C®*™ ' et a,, 2<k<2m, sont mesurables et
bornés.

(iv) Dans ]—T, 0], tous les coefficients des parties principaux Bj de B;:

Biu = a;,0)Dzu0)+ B;.)Dziu(l),
sont C*® et les autres de B; sont C'.

Nous énongons alors le résultat principal.

THEOREME 1. Supposons que les hypothéses ci-dessus (i)-(iv) soient vérifiées.
De plus si m>1 et si

(v) a(0p0) # 0,

il y a l'unicité rétrograde dans le probleme (1.1)-(1.2) pour les solutions dans
He2m(1—T, 0L xI).

Dans le livre [1], Dunford et Schwartz présentent des exemples de H. P.
Kramer de Bj, vérifiant la condition (v) qui est dit ’hypothése de régularité.
Dans le paragraphe 3, nous allons traiter le probleme au cas de m=1. Quand
il s’agit de l'unicité rétrograde des solutions des équations paraboliques :

—%?——{—A(t, x; D)u=20 dans ]—T, 0[ X 2,
associées aux opérateurs A(t, x; D.) elliptiques d’ordre 2m>2 sur un domaine
Q2 dans R¢, d>1, on doit faire des hypothéses fortes sur A méme sous la condi-

tion de Dirichlet (voir Lions et Malgrange [27).

2. Preuve du Théoréme 1.

Pour établir les estimations du type Carleman, qui impliquent l'unicité
exigée, nous utilisons des majorations des normes des résolvants de A(f). Pre-
mieérement nous expliquons, d’aprés le chapitre XIX de [1], le comportement
asymptotique des valeurs propres de A(f) sous les hypothéses dans le Théoréme 1.

Désignons par p(4) la racine de 1’équation :

pr =2, ped={p; —x/2m<largpsx/2m},
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et posons y=v,+ -*+ +vam-1, 0x(Y, x)=eXpliw,px) si 0<k<m, =exp(iw,pu(x—1))
si m<k<2m, et

M; (t, o) = B(t)ow(p, +), M, p) = det(M;, o(t, ))o<j, r<zm -
Il existe alors C>0, indépendant de ¢, tel que pour p=2 avec |p¢|>C,
(2.1) M, p)— NG, )| < Clu| te'me,

d’out nous avons en vertu de (v) le comportement asymptotique suivant. Soient
nd,/m, k=1, 2, deux racines de I’équation en z:

NQO, z) =0, 0<Rez<2=.

Il existe alors C,>0 tel que les valeurs propres de A(¢) dans |1|>C, sont
énumérées par deux séries {1, .(t); n>n}, k=1, 2, —t,<tZ0, (¢, est assez petit)
telles que au cas de 8,#0s,

(2.2) [, () —Crn)™{1+0:/m)} | < Ci{lt|n+1}n?m"2,
et que au cas de 6,=0,=9,
(2.3) [Ae. () —QRrn)2™{1+(5/n)} | < C,{|t|n'2+1}n2m-32,

Ensuite nous traitons les résolvants de A(¢f). Soit Ap la réalisation de D™
dans L?*) sous la condition de Dirichlet :

D(Ap) = {usH*™(I); Dtu(0)=D%u(1)=0 pour 0<k<m}.

Les valeurs propres de Ajp, exceptées un nombre fini, sont données par
avec 0,=0 (resp. m/2), 0,=m (resp. 3m/2) au cas ou m est impair (resp. pair).
Prenons une constante 0 telle que

0<9<m/2, 0#Red,, k=1, 2,
et posons

(2.4 T, = 2an)*™{14+(6/n)} .

LEMME 1. Il existe t;, ny, Cy>0 tels que pour tous —t,<t<0, n>n,, nER,
ucsH*™(I), on a l’inégalité suivante.

(2.5) II(Tn—iﬂ—-Di’")uH+2gln“”"2”'3”2IB;(t)ul = Con@m=22y]|,
Ici ||u| est le norme usuel de u dans L*(I).

PREUVE. Posons 2,=7,—i%, ,=p(1,) et désignons par M,-,k la cofacteur
de M; , dans la matrice (M, q)osp,q<em. COmme 4, n>n,(n, assez grand) sont
des résolvants de Ap et de A(¢) en vertu de [2.2), et de la chois de d, nous
avons

(An—Ap) [ —(An— AN
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= M(t, ) 33 My 48, ) BAOI R An) 10 4(ptn, ).
Démontrons d’abord que pour fe& L*(1),
(2.6) [(Re—AN I < C®™ 1) a2 f]

Ici C>0 est une constante indépendante de ¢, n, p et f et nous allons désigner
telles constantes par les mémes lettres C, C,, ---. Comme Ap est auto-adjoint,
nous avons de la théorie d’interpolation que pour tous u<D(Ap),

[Ga—Ap)ull = € B (n*™*+ 9| ] ~*I D3l

de sorte que si y;=m,

| Bt {(An—Ap) ' f}] < Cu(n®*™ )7 pral B3 D2 £
Puisque
Il lpa* 2™ = [Imp,| = A/2m) 9| | ga]* 2™,

(2.1)] implique pour —?#,<t<0(f, assez petit) et pour (n, n) avec |p|=C,n*™"!
(C, assez grand),

| M(t, pa)l = (1/2)] gea|¥e! '™ #2  min(|e(0)], 1 B(0)]).

Lorsque || <Cen®™ !, Imp, et n{g,—2zn—nd/m—in(2xn)'~*™/2m} sont bornés,

de sorte que nous avons
M, o)l = Calptnl”.

Comme il est facile de voir que
| My, oty )| 10 (ptn, )] < Cal pra]* e enl,

nous obtenons par combinant les inégalités ci-dessus. Lorsque u est une
solution de I’équation :
(Ae—=D2™y =0 dans I,
2Mm=~1 A
u =M@, #n)“jkEZOMj,k(t, U {Bt)utowtta, *),
ce qui implique
2m-~1 .
lul = Cs 2 | ttn| 73| By(Hul,
=

de sorte que nous avons par combinant [2.6).

REMARQUE. Par des arguments pareils a la preuve du Lemme 1, il est
aisé de voir le suivant. Pour 6,>0, il existe C,, C,>0 tels que pour tous A
avec |[A|>C,, 0,<]argd|<m et pour tous usH?*™([), on a

2.7 1@A—-DF)ull+ 2,.72_,1 [a[em=mambim Byitu] = Co{lAlul+I1DZ ull} .

Parce que
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|Tm p(2)| = [sin(fo/2m)| | p(2)]
implique ~
| M; o, (D) foe((R), I £ Colp(R)|¥775 22! mucD
nous avons que pour tous f& L¥]),

[(A—=A@) I < ColAI M fI

En désignant par | ||z le norme usuel dans H*(J):
R M2
hulls = {3 1020l
Jj=0
nous démontrons les estimations du type Carleman.

LEMME 2. Supposons que toutes les hypothéses dans le Théoréme 1 soient
vérifiées. Pour chaque ¢>0 assez petit, il existe alors n(e), C>0 tels que pour
n>n(e), ucH**™(J—e, OLXI)NH"(]—e, 0L XI) vérifiant
(2.8) BHu=0 dans ]—e, O pour 0<57<2m,

(2.9) u(—e, x)=u(0, x)=0 dans I,

on a U’inégalité suivante.

(2]_0) S 1'___|_D2m e nldt > Cg°n4m~2k_3go ”u”%ez:ntdt.

PREUVE. En employant I’opérateur pseudo-différentiel A=A(D,) dans R a
symbole (1+%%"?, nous remarquons qu’il existe C,, C, tels que pour tous ue<
He 2™ RXI)NH"(RXI) et pour 0 k<2m,

'gm I‘A(4m—2k—1)/4mD);u(t’ 0)124_1A(4m—2k~1)/4mD1§Cu(0, l)lzdt
< O paem-prmyyaen-tovanyy, e < Cf7 | Aul+jultndt

Lorsque nous posons

o, = ut, e, o, 0 = e, nd,

pour uc H®*™(]—e, OLXI)NH"(]—e¢, O[ XI) vérifiant et (2.9) et nous ap-
pliquons #(y, +) aux et (2.7), nous avons, aprés l’intégration par rapport a
7, que pour —t2<f <0 (¢, est la constante donnée dans le Lemme 1),

)

=—1 {nzm—uj+A(4m—2yj—1)/4m}Bj(f)v\zdt

(211) C Soj 4mHv“ +H a +TnU+D2m lz_'_z;ng"oll {n2m+A}(4m—2vj—1)/4mBj(t‘)v}2dt

2 Cf7 ol lolin+ | Av]d.

Ici C;, C,>0 sont des constantes indépendantes de u, n, &, f et [ (/ est un para-
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métre paraissant plus tard) et nous allons désigner telles constantes par les
mémes lettres C;, C,, .

Ensuite nous utilisons la partition de l’unité suivante. Soit ¥ une fonction
C=(R) telle que 0<¥<1 dans R, ¥(t)=1 si |t|<1/2, =0 si |¢t|>1. Pour 1>¢
>1/2 et pour les entiers /<0, n>1, posons

taa=1In"% T, )= w(md_Z){jémw(mo*]‘)z}-m

Nous peuvons alors obtenir par groupant (2.11), échangant / contre f,
et v contre v, (¢, x)=v(t, x)¥, (t). Pour le faire estimons les suivants.

J=J@n0 =" w0+ o, lim+ [ Ao a7t
S =\ 0 B (b, )— B )} vn.s |

[ A4m=2=Dm (B (1, ) B3 (t, )= BAO+ B3 (D} va.. 2d1,
Jra= | ASm s Bty )= B3(0}vn,1 ]t

Comme l’application f—fg est bornée dans HYR) pour |f|<1 au cas ou
(0/0t)*g, k=0, 1, sont bornés dans R, il est aisé de voir que

oz = O e A A

HAmBgmOImy | AGm Ry, ], dE S Co{n' TP +n 70 .

Prenons des opérateurs au bord Bj(t), 0<7<2m, a coefficients CYR) tels que
Bj(t)=Bj(t) dans ]—T/2, 0] et X., Z. dans C>(R) tels que X.()=1 si —4e<i<
3¢, T.(H)=1 si —2e<t<e, X(1)=0 si —be<t<4e, X (1)=0 si —3e<t<2e. Puisque
les applications f—[A4%, glf={A%g—gA’}f et f—-(1—-A)A% . f, 061, sont
bornées dans L*(R) au cas ou (0/0t)*g, 0< k<3, sont bornés dans R, nous avons
Jie/8 = S_mlXE{B§~(tn,z)—Bé(t)}A‘“""“]’“”’“”Un,x |24+ [{B3(ts,1)—Bj(t)}

X(1_xs>A(4m——2yj—l)/4mzsvn,l | 2+ ! [A(4m—2uj—1)/4m’ B;(t):]vn, l]Zdt
= |7 Castl APy, | AP Lt @ il 19, g dt

ce qui implique
(2.13) Jie = {Cs?+Co(e)n™'} ]

Ici Ci(e), Cy(e) sont des constantes dépendantes de &, mais indépendantes de u,
n, {. Lorsque nous prenons ¢ et 1/n assez petits, nous avons en vertu de m>1

par (2.11)-(2.13) et

0 (= 0 . g OV
L;.wg-w”lat”"" w""az

sztgcgn-4m+3+2ql=§0; j(vn,l)-
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PREUVE DU THEOREME 1. Soient B,(#), 0<j<2m, 2m opérateurs au bord
définis par

Bitu = Bt){e®tou), O, x) = —z'S:al(t, %)/2md%.

Comme la condition (v) par rapport aux B j(t) est vérifiée, nous avons par le
Lemme 2 des estimations du type Carleman: Pour chaque ¢>0 assez petit, il
existe n(e), C>0 tels que pour tous n>n(e), uc H*?*™(]—e, O XI)NH*(]—¢,0L
xI) vérifiant B;(f)u=0 dans J]—e, Of pour 0=;<2m, et u(—e, x)=u(0, x)=0
dans I, on a I’inégalité suivante.

0 au 2m 2m-1

. —a*t——*-DI u+a1(t, JC)DI u

Ici 7, est défini par par rapport aux B,(#). Nous avons donc I’unicité
exigée par des arguments usuels.

2 2m 0 .
‘ ezrntdt g C 2 n-zm-zk—sg ”u”%ezrntdt.
k=0 -¢

3. Unicité et non unicité au cas de m=1.

Dans ce paragraphe nous traitons le probléme (1.1)-(1.2) au cas de m=1.
Remarquons tout d’bord que si Bj(0), /=0, 1, sont linéairement indépendants et
s’ils ne sont pas vérifiés (v), les conditions au bord:

B3(0)u =0, 7=0,1,
sont équivalentes a ’'une des suivantes:
3.1) u(xo) = Dou(xo) = 0, xo=0 ou 1.
3.2) u(0)—bu(l) = D, u(0)+bD, u(l) =0, b=+0.

D’apres le résultat de Mizohata concernant l’unicité dans les probléemes
de Cauchy non caractéristiques pour les équations paraboliques du second ordre,
nous savons l'unicité pour le future et pour le passé dans le probléme (1.1)-
(3.1) sans la condition que u(0, x)=0 dans I. D’autre part il est aisé de voir
d’aprés le contre-exemple suivant qu’il n’y a plus d’unicité dans le probléme
(1.1)~(3.2) pour certains a; et a,.

CONTRE-EXEMPLE. [l existe une solution u non triviale dans C*(RXI) de
I’équation :
ou ‘
—a-t-+D_%u=0 dans RX1I,

vérifiant u(0, x)=0 dans I et dans R avec b=1.
PREUVE. Pour ¢>1 posons

Ay =exp(— 111, ult, )= 56/00* f((x—5) " 2k,
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Comme il existe C>0 tel que pour tous £=0, t=R,
[(0/00)* f(2)] < C*(k!)*/7exp(—Clt|7),
u est une solution désirée.
Au lieu de (iii), nous faisons ’hypothése:
(iiiy Dans ]—T, 0]/, a, est continu et a, est mesurable et borné,
et démontrons le suivant.

THEOREME 2. Soit m=1. Supposons que (i), (ii), (iii)’, (iv) et (V) soient
vérifites. On a alors la méme conclusion que le Théoreme 1.

Lorsque a;, k=1, 2, sont C! et v,=v,, ce théoréme est un cas particulier
des résultats de [2], dont les techniques sont encore valables pour établir 'unicté
rétrograde pour les solutions dans H®*1—T, OLXI)NH"'(J—T, 0L XI) méme au
cas ol a, est mesurable et borné.

Avant de commencer la preuve du Théoréme 2, nous notons le suivant. En
vertu de (iii)’ nous peuvons prendre, pour chaque >0, a.(x) dans cy(I) tel que
la,(0, x)—a.(x)| <e dans I et posons pour une solution u de (1.1)-(1.2),

v(t, x) = u(t, x)exp(iS:as(y)/Zdy).

Alors v satisfait ’inégalité différentielle :

(3.3) H% +D2y

= o Dv[+Celvll,  p.p. dans J—e, O[.

Ici p(e)=sup{|a.(t, x)—a(0, x)|; —e<t<0, x=I} et C. est une constante in-
dépendante de v.

Ensuite nous considérons les réalisations, Ap, Aw, Ay, de D? dans L*(I),
dont les domaines de définition sont donnés par

D(Ay) = {usH*I); D, u(0)=D,u(1)=0}

D(Ay) = {usH¥I); byu=a, D u(0)+ B:D4u(1)=0, k=0, 1}.
La condition (v) par rapport a {b,, b;} signifie que
3.9 aofi+a.f, # 0.

LEMME 3. Soit A l'un des Ap, An, As. Si (3.4) est vérifié et {r,} est une

série donnée par (2.4) par rapport a {b, b;}, il existe n,, C tels que pour tous
n>n, n=R, usD(A), on a

3.5) Cl(A—ta—inul Z (n+{9D)]ul.

PREUVE. Comme A est auto-adjoint au cas de A=A, ou Ay, il est clair.
Soit G,(x, y) le noyau de Green de A,—p*:
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M(p) = (@i +a, o) cosh(Zp)+aea;+ Bof:,

MG, )~ 5 (@B sinh(ip(1— | 1)

1 L
+'§(aoﬁl_a1ﬁ0)Slnh(lﬂ(l—x—y))
_ { BoBisinh(ipu(x—y)), sl 0=x=<y<1,
N —aoa,; sinh(Gu(x—y)), si 0Zy=<x<1.

Si nous prenons C assez grand et désignons p(z,+:%) par fa, |ta] "G, (%, ¥)]
est borné dans {(x, y, », n); x, y<I, |p|=Cn}, de sorte que nous avons
pour |n|<Cn. Lorsque |n|=Cn, nous utilisons le noyau de Green H,(x, y) de
Ap—p® avec byu=u(l), byju=D,u(0) et posons

Gir, ) = Gyl Hanbi—an ) G - HCx, 3).

Par l'inégalité de Hausdorff-Young nous obtenons

21| Grte rI| = Cal s,

pour certaine constante C, indépendante de n, y, f. D’autre part la réalisation
de D2 dans L2*(I) sous les conditions au bord: u(1)=D,u(0)=0, est auto-adjoint,
nous avons pour |9|=Cn.

PREUVE DU THEOREME 2. Nous démontrons l’unicité rétrograde des solu-
tions v de (3.3) vérifiant

(3.6) Bi0{vexp(—i| an/2ay)} =0, j=0,1,
ce qui sont équivalents aux conditions au bord suivantes. Au cas de y,=y,=0,
bou = u(0) =0, bu=ul)=0,
au cas de y,=y,;=1,
bou = D u(0) = ao,1,()u(0)+pfo, 1, ()u(1),
biu = Dyu(l) = a1, (Hu(0)+ 1,1, (t)u(l),
et au cas de y,=0, y,=1,
bo, «(1)u = ato, o(1)u(0)+Bo,o(t)B.u(l) =0,
by, {(Hhu = ay,o(t)Du(0)+B1,o(1)BDu(l) = @y, 1, () u(0)+ B, 1. (HHu(l).

Ici ;5. et Bje.sont C' et

B. = exp<—ig ai(x)/2dx).

1
0
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Lorsque nous prenons {r,} donné par par rapport aux conditions au
bord :

Bj(t){v exp(—igz a,(0, v)/2 dy)} =0, 7=0,1,

nous avons les estimations du type Carleman: Pour chaque 0<g<¢,, (g, est
assez petit), il existe n(e) tel que pour tous n>n(e), veH"*(J—e, 0L XI)N
Hu'(]—e, 0L XI) vérifiant (2.9) et dans ]—e, O[, on a

en %

+D| erentdt 2 O {wltnevlermids.

Ici C,>0 est une constante indépendante de v, n, ¢ et nous allons désigner telle
constante par C,. Parce que nous obtenons par (3.5) et par des arguments
pareils dans les preuves des Lemmes 1 et 2 que

)

2 G ol ols+ | Avfdt.

ov
W —z'nv—i—Dj%v

Sk AR b, (1] d
J=0

Si y;=1, nous obtenons pour certaine constante C(e) dépendante de e,
[b;, (v |* = Cev]ilv].,
|" 14, (twprar s c@” 14t

et donc nous avons (3.7) pour n assez grand.
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