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Majoration du nombre de classes d’un corps
cubique cyclique de conducteur premier

Par C. MOSER et J. J. PAYAN

( ${\rm Re}\sigma u$ le 8 ao\^ut, 1980)

1. Motivations et notations.

La ”conjecture” de Vandiver affirme que le nombre de classes $h^{+}$ du sous-corps
r\’eel maximal $Q_{0}^{(p)}$ de $Q^{(p)}$ corps cyclotomique d’indice premier $p$ , n’est pas
divisible par $p$ . Ceci s’exprime dans la terminologie d’Iwasawa en disant que
tout nombre premier $p$ est ou bien r\’egulier ou bien proprement irre’gulier. On
sait par ailleurs que le nombre de classes de toute extension interm\’ediaire de
$Q_{0}^{(p)}/Q$ divise $h^{+}$ , il en r\’esulte que la conjecture suivante est plus faible que
celle de Vandiver: $p$ ne divise pas le nombre de classes de l’extension cyclique
r\’eelle de degr\’e Pre.mier $f$ et de conducteur $P$ pour tout nombre premier 1
diviseur de $P-1$ .

Nous envisageons ici le cas $l=3;P$ d\’esigne d\’esormais un nombre premier
congru \‘a 1 modulo 3 et $K$ le corps cubique cyclique de conducteur $p$ . On note
$\chi$ un caract\‘ere cubique non principal modulo $p,$ $\tau(\chi)$ la somme de Gauss attach\’ee
\‘a $p(\tau(\chi)=_{x}\sum_{mod p}\chi(x)e^{2i\pi x/p}),$ $h(K)$ le nombre de classes d’id\’eaux de $K,$ $R(K)$ son
r\’egulateur, $\zeta_{K}(s)$ la fonction zeta associ\’ee \‘a $K$ et $L(s, \chi)$ la fonction $L$ associ\’ee
au caract\‘ere $\chi$ .

2. Formule analytique du nombre de classes et minoration du regulateur.

La formule analytique du nombre de classes, appliqu\’ee au corps $K$ de dis-
criminant $p^{2}$ , s’\’ecrit:

$\lim_{s\rightarrow 1^{+}}\frac{\zeta_{K}(s)}{\zeta(s)}=|L(1, \chi)|^{2}=\frac{4}{p}h(K)R(K)$

avec $L(1, \chi)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{\chi(n)}{n}$ . On peut pour plus de d\’etails se reporter \‘a [3] chapitre
3, \S 3.

On va d\’emontrer que $h(K)$ est strictement inf\’erieur \‘a $p$ et utiliser le r\’esultat
suivant:
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PROPOSITION. (M. N. Gras [1])

$R(K)\geqq\frac{3}{16}({\rm Log}\frac{p-3}{3})^{2}$ .

3. Majoration de $L(1,\chi)$ .
On transpose la d\’emarche suivie dans [2] pour majorer $L(1, \chi)$ lorsque $\chi$ est

un caract\‘ere pair r\’eel.
LEMME 3.1. Soient $p>2$ un nombre premier et A un entier naturel dont on

note $A^{*}$ le plus petit r\’esidu positif modulo $p$ . Si $\chi$ est un caract\‘ere prjmjtif
modulo $p$ , on a

$|\sum_{a=0}^{A}\sum_{n=- a}^{+a}\chi(n)|\leqq(A^{*}+1)[\sqrt{p}-\frac{A^{*}+1}{\sqrt{p}}]$ .

Si de plus $\chi$ est pair,

$|\sum_{a=0}^{A}\sum_{n=0}^{a}\chi(n)|\leqq\frac{1}{2}(A^{*}+1)[\sqrt{p}-\frac{A^{*}+1}{\sqrt p^{-}}]$ .

DEMONSTRATION. La somme de Gauss $\tau(\chi)$ v\’erifie (voir par exemple [3]

chapitre 1).

$\sum_{x=1}^{p}\chi(x)\exp(\frac{2i\pi xn}{p})=\overline{\chi}(n)\tau(\chi)$ pour tout entier $n$

et
$|\tau(\chi)|=\sqrt{P}$ .

Posons pour simplifier $\varphi(A, \chi)=\tau(\chi)\sum_{a=0}^{A}\sum_{n=-a}^{a}\overline{\chi}(n)$ ; on \’etablit facilement

$\varphi(A, \chi)=\sum_{x=1}^{p- 1}\chi(x)\sum_{a=0}^{A}\sum_{n=- a}^{a}\exp(\frac{2i\pi xn}{p})$

$=\sum_{x=1}^{p- 1}\chi(x)(\exp\frac{i\pi x}{p}-\exp\frac{-i\pi x}{p})^{-1}\sum_{a=0}^{A}\{\exp(\frac{i\pi x(2a+1)}{p})$

$-\exp(\frac{-i\pi x(2a+1)}{p})\}$

sin2
$\underline{(A+1)x\pi}$

$=\sum_{x=1}^{p- 1}\chi(x)\frac{p}{\sin^{2}\frac{\pi x}{p}}$

d’o\‘u imm\’ediatement

$|\varphi(A, \chi)|\leqq\sum_{x\Rightarrow 1}^{p-1}\frac{\sin^{2}\frac{(A^{*}+1)\pi x}{p}}{\sin^{2}\frac{\pi x}{p}}$
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mais

$\sum_{x=1}^{p-1}\frac{\sin^{2}(\frac{(A^{*}+1)\pi x}{p})}{\sin^{2}(\frac{\pi x}{p})}=\sum_{x\subset 1}^{p- 1}\sum_{a=0}^{A*}\sum_{n=-a}^{a}\exp\frac{2i\pi nx}{p}$

$=\sum_{a=0}^{A*}\sum_{n=-a}^{a}\{-1+\sum_{x=1}^{p}$ exp $\frac{2i\pi nx}{p}\}$

soit encore
$|\varphi(A, \chi)|\leqq P(A^{*}+1)-(A^{*}+1)^{2}$

d’o\‘u le lemme.
LEMME 3.2. Si $p>100$ est un nombre premier congru \‘a 1 modulo 3, on a

$|L(1, \chi)|\leqq\gamma-\frac{1}{2}+\frac{1}{2}$ Log $p$

o\‘u $\gamma$ est la constante d’Euler.

DEMONSTRATION. Posons $S(-1)=S(O)=0$ et pour $n\geqq 1,$ $S(n)=\sum_{a=0}^{n}\sum_{j=0}^{a}\chi(j)$ ;

le lemme 1 montre que $|S(n)|<\frac{1}{8}(\sqrt{p})^{3}$ pour $n\in N$

Par ailleurs $S(p-1)=S(p)$ r\’esulte facilement de $\sum_{x=1}^{p}\chi(x)=0$ et $S(p-1)=0$

d\’ecoule de l’\’egalit\’e $\sum_{x=1}^{p-1}x\chi(x)=0$ qui se d\’emontre en utilisant $\chi(-1)=1$ et le fait

que la somme des $x$ compris entre $0$ et $p-1$ , tels que $\chi(x)$ prenne une m\^eme

valeur, est \’egale \‘a $p\cdot\frac{p-1}{6}$ . Remarquons encore que $|S(n)|\leqq\frac{n(n+1)}{2}$ , majora-

tion meilleure que celle du lemme 1 pour $n<\sqrt{p}$ .
De l’\’egalit\’e $\chi(n)=S(n)-2S(n-1)+S(n-2)$ valable pour $n\geqq 1$ , on tire

$L(1, \chi)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{2S(n)}{n(n+1)(n+2)}$ .

Notons comme d’habitude $[\sqrt{p}]$ la partie enti\‘ere de $\sqrt{p}$ et posons

$\Sigma_{1}=\sum_{n=1}^{[\mathcal{F}p]}\frac{2S(n)}{n(n+1)(n+2)}$

$\Sigma_{2}=$
$\Sigma^{p- 2}$

$\underline{2S(n)}$

$n=1+I\sqrt p\urcorner n(n+1)(n+2)$

$\Sigma_{3}=\sum_{n=p+1}^{\infty}\frac{2S(n)}{n(n+1)(n+2)}$ .

On va majorer s\’epar\’ement $|\Sigma_{1}|$ , $|\Sigma_{2}|$ et $|\Sigma_{3}|$ pour obtenir l’assertion du
lemme 3.2.
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L’in\’egalit\’e $|S(n)|\leqq\frac{n(n+1)}{2}$ entraine

$|\Sigma_{1}|\leqq\sum_{n=1}\frac{1}{n+2}[\sqrt{p}]=-\frac{3}{2}+\frac{1}{2+[\sqrt{p}]}+\frac{1}{1+[\sqrt{p}]}+\sum_{n=1}^{[\sqrt{}\overline{p}]}\frac{1}{n}$

La formule d’Euler-Maclaurin entraine pour $m\geqq 2$ ,

$\sum_{n=1}^{m}\frac{1}{n}\leqq\gamma+{\rm Log} m+\frac{1}{2m}$

d’o\‘u

$|\Sigma_{1}|\leqq\gamma-\frac{3}{2}+\frac{1}{2}$ Log $p+\frac{1}{2[\sqrt{p}]}+\frac{1}{2+[\sqrt{p}]}+\frac{1}{1+[\sqrt{p}]}$

un calcul \’el\’ementaire prouve que

$\frac{1}{2[\sqrt{p}]}+\frac{1}{2+[\sqrt{p}]}+\frac{1}{1+[\sqrt{}\overline{p}]}<\frac{5}{2\sqrt{p}}$ pour $p>16$ .

D’o\‘u pour $p>16:|\Sigma_{1}|<\gamma-\frac{3}{2}+\frac{1}{2}$ Log $p+\frac{5}{2\sqrt{p}}$ .
Pour $|\Sigma_{2}|$ , le lemme 3.1 donne:

$|\Sigma_{2}|\leqq\sqrt{p}\sum_{n=1+pl}^{p- 2}\frac{1}{n(n+1)}-\frac{1}{\sqrt{p}}\sum_{n=1+\overline{m}_{p3}}^{p- 2}\frac{n+1}{n(n+2)}$

soit encore:

$|\Sigma_{2}|<1-\frac{\sqrt{p}}{p-1}-\frac{1}{\sqrt{p}}\sum_{n=1+[\sqrt{p}]}^{p- 2}\frac{n+1}{n(n+2)}$ .

On voit facilement que

$\sum_{n=1+pJ}^{p-2}\frac{n+1}{n(n+2)}>{\rm Log}\frac{p}{2+[\sqrt{p}]}-\frac{1}{2+[\sqrt{p}]}$ .

En rassemblant ces in\’egalit\’es, on obtient

$|\Sigma_{2}|\leqq 1-\frac{\sqrt{p}}{p-1}-\frac{1}{2\sqrt{p}}$ Log $p+\frac{3}{p}$ pour tout $p$ .

En utilisant la majoration $|S(n)|<\frac{1}{8}(\sqrt{p})^{3}$ , on obtient

$|\Sigma_{3}|<\frac{1}{8}(\sqrt{p})^{3}\sum_{n=1+p}^{\infty}\frac{2}{n(n+1)(n+2)}$

soit encore

$|\Sigma_{3}|<\frac{1}{8}(\sqrt{p})^{3}\frac{1}{(p+1)(p+2)}<\frac{1}{8\sqrt{p}}$ .



Majoration $du$ nombre de classes 705

Des majorations obtenues pour $|\Sigma_{1}|,$ $|\Sigma_{2}|$ et $|\Sigma_{3}|$ on d\’eduit pour $p>16$ :

$|L(1, \chi)|<\gamma-\frac{1}{2}+\frac{1}{2}$ Log
$p+\frac{13-4{\rm Log} p+\frac{24}{\sqrt{p}}}{8\sqrt{p}}$

pour $p>100$ on a $\frac{13}{4}+\frac{6}{\sqrt{p}}<{\rm Log} p$ ; d’o\‘u l’\’enonc\’e du lemme.

4. Majoration de $h(K)$ .
En reprenant la proposition du \S 2 et la majoration du lemme 3.2, on obtient

pour $p>100$

$h(K)<\frac{p}{3}\frac{(2\gamma-1+{\rm Log} p)^{2}}{[{\rm Log} p-{\rm Log} 3+{\rm Log}(1-\frac{3}{p})]^{2}}<\frac{2p}{3}$

.

D’o\‘u compte tenu des valeurs de $h(K)$ connues pour $p<100$ (voir par exemple
les tables de [1]) le:

THEOREME. $h(K)<\frac{2p}{3}$ ,

et son
COROLLAIRE. Si $K$ est un corPs cubique cyclique de conducteur premier $p$ ,

alors $p$ ne divise pas le nombre de classes de $K$.
REMARQUE. Si $p$ est un nombre premier congru \‘a 1 modulo 4, le nombre

de classes d’id\’eaux de $Q(\sqrt{p})$ est

$h_{p}=\frac{\sqrt{p}}{2}\frac{L(l,\chi)}{{\rm Log}\epsilon_{p}}$

o\‘u $\chi$ est le caract\‘ere de Legendre $(_{\overline{p}})$ et o\‘u $\epsilon_{p}$ est est l’unit\’e fondamentale de

$Q(\sqrt{p})$ . Or, on a $\epsilon_{p}>\sqrt{p}-1$ . D’apr\‘es le lemme 3.2, on a donc pour $p>100$

$h_{p}<\frac{\sqrt{p}}{2}\frac{{\rm Log} p+2\gamma-1}{2{\rm Log}(\sqrt{p}-1)}<\sqrt{p}$

et on sait pour $p<100,$ $h_{p}=1$ . En particulier $h_{p}$ est premier \‘a $p$ , r\’esultat qui
semblait d\’ej\‘a connu de Gauss.

REMARQUE. Marie-Nicole Gras, que nous remercions, nous a communique

au vu de sa table [1] que la valeur de $L(1, \chi)$ pour $p=643$ est 2,782 alors que

$\gamma-\frac{1}{2}+{\rm Log}$ $643=3,310$ ; ceci donne une id\’ee de la majoration fournie par le

lemme 3.2.
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