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Introduction.

On se donne un espace mesur\’e $\Omega$ de mesure born\’ee. Supposons qu’un
op\’erateur $A$ soit m-accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ et qu’une application $\beta$ de $\Omega\times R$ dans
$\mathcal{P}(R)$ v\’erifie la condition que $p.p$ . $ x\in\Omega$ l’application $r\in R-\beta(x, r)$ soit maximal
monotone dans $R$.

On d\’efinit l’op\’erateur $\beta A$ de $L^{\infty}(\Omega)$ par
$\beta A=\{[u, w]\in L^{\infty}(\Omega)\times L^{\infty}(\Omega):\exists v\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $[u, v]\in A$

et $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $w(x)\in\beta(x, v(x))$}.

Notre point de d\’epart a \’et\’e un des probl\‘emes que M. B\’enilan avait pose
au S\’eminaire de la Th\’eorie du Potentiel dirig\’e par M. Choquet, 1974-1975 (cf.

[6]): est-ce que $\beta A$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ ?
On donne dans le chapitre I, une r\’eponse positive \‘a ce probl\‘eme sous

certaines hypoth\‘eses.
Dans le chapitre II, on \’etudie l’\’equation d’\’evolution

$(^{*})$ $\left\{\begin{array}{l}\frac{du}{dt}+\beta Au\ni f\\u(0)=u_{0}\end{array}\right.$

associ\’ee par l’op\’erateur $\beta A$ m-accr\’etif de $L^{\infty}(\Omega)$ .
Etant donn\’e $ u_{0}\in\overline{D(\beta A)}^{L}\infty$, on peut donc r\’esoudre le probl\‘eme d’\’evolution

$(*)$ \‘a l’aide de la th\’eorie des semi-groupes non lin\’eaires engendr\’es par $\beta A$ .
En particulier, il $y$ a existence et unicit\’e d’une solution int\’egrale au sens de
[2], de l’\’equation $(^{*})$ . On montre que pour certaines classes d’op\’erateur Am-
accr\’etif de $L^{\infty}(\Omega)$ , cette solution v\’erifie l’\’equation

$\frac{du}{dt}(t)+\beta Au(t)\ni O$ $p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty[$ ,

o\‘u $\frac{d}{dt}$ est la d\’erivation dans $\sigma(L^{\infty}(\Omega), L^{1}(\Omega))$ .
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Le chapitre III est consacr\’e \‘a quelques exemples.
Une partie de ce travail a \’et\’e \’enonc\’e dans [5].

Je remercie Professeur G. Choquet qui a bien voulu m’accueillir au sein
de l’Equipe d’Analyse qu’il dirige, afin de me permettre de r\’ealiser ce travail.

Je tiens \‘a remercier \‘a Professeur Ph. B\’enilan pour l’aide efficace qu’il
$m’ a$ offerte tout au long de ce travail et pour les nombreuses discussions
profitables que $j’ ai$ eu avec lui.

Chapitre I. Perturbation multiplicative d’op\’erateur $m$-accr\’etif de $L^{\infty}(\Omega)$ .
I.1. Pr\’esentation du probl\‘eme.

On se donne $\Omega$ un espace mesur\’e de mesure born\’ee1). Pour $ 1\leqq p\leqq+\infty$ ,
$L^{p}(\Omega)$ ou seulement $L^{p}$ d\’esigne l’espace de Lebesgue de $\Omega$ muni de la norme
$\Vert\cdot\Vert_{p}$ .

On se donne $A$ un op\’erateur (multivoque en g\’en\’eral) de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifiant
la condition:

(H1) $A$ est l’op\’erateur $m$ -accr\’etif de $L^{\infty}(\Omega)$ , monotone dans $L^{2}(\Omega),$ $c’ est$ -\‘a-
dire:

(H1) $(^{(1)Aestaccr\acute{e}tifdansL^{\infty}}(2)AestmonotonedansL^{2}2(3)pourtout\lambda>0\Vert(u_{1}-u_{2})+\lambda(v_{1}-v_{2})||_{\infty}\geqq||u_{1}-u|..|_{\infty}0^{(v_{1}-v_{2})(u_{1}-u_{2})\geqq 0}\infty$

.

On se donne d’autre part $\beta$ une application de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’eriPant:

(H2) $p$ . $p$ . $ x\in\Omega$, $r\in R\leftrightarrow\beta(x, r)\in \mathcal{P}(R)$ est maximal monotone.

On \’etudie l’op\’erateur

$\beta A=\{[u, w]\in L^{\infty}(\Omega)\times L^{\infty}(\Omega):\exists v\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que

$[u, v]\in A$ et $w(x)\in\beta(x, v(x))p$ . $p$ . $ x\in\Omega$ }.

On pose $J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$ et $A_{\lambda}=\div(I-J_{\lambda})$ pour tout $\lambda>0$ . On a les propri\’et\’es

\’el\’ementaires (cf. par exemple [2]):

1) Certains r\’esultats restent valables dans le cas $\sigma\prime fini$ , mais les d\’emonstrations
sont techniquement plus d\’elicates.
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LEMME I.l. Soit A un op\’erateur m-accr\’etif de $L^{\infty}(\Omega)$ . On a les

(1) $A_{\lambda}$ est un op\’erateur de $L^{\infty}$ m-accr\’etif univoque lipschitzienne de rapp0rt
1

$-$ -pour tout $\lambda>0$ ;
$\lambda$

(2) $A_{\lambda}\subset AJ_{\lambda}$ pour tout $\lambda>0$ ;
(3) $(A_{\lambda})^{-1}=A^{-1}+\lambda I$ pour tout $\lambda>0$ ;
(4) $\Vert A_{\lambda}u\Vert_{\infty}\leqq\Vert Au\Vert_{\infty}$ pOur tout $u\in D(A)$ et $\lambda>0$ ,

o\‘u $\Vert$ Au $\Vert_{\infty}=\inf\{\Vert v\Vert_{\infty} : v\in Au\}$ ;

(5) $J_{\lambda}u=J_{\mu}(\frac{\mu}{\lambda}u+\frac{\lambda-u}{\lambda}J_{\lambda}u)$ pour tout $u\in L^{\infty}$ et $\lambda,$ $\mu>0$ .

REMARQUE I.2. Si un op\’erateur $A$ de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1), alors la fermeture
$A_{2}$ de $A$ dans $L^{2}(\Omega)$ est maximal monotone dans $L^{2}(\Omega)$ . En effet, $A_{2}$ est
monotone dans $L^{2}$ . Comme $A$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}$,

$R(I+\lambda A_{2})=\overline{R(I+\lambda A)}^{L^{2}}=\overline{L^{\infty^{L^{2}}}}=L^{2}$

pour tout $\lambda>0$ .
Le r\’esultat suivant qui est un cas particulier de la proposition 1 de B\’enilan

[3], est un outil important de ce travail.
LEMME I.3. Soit $S$ un op\’erateur de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifiant

(1.1) $\int_{\Omega}|Su_{1}-Su_{2}|^{2}\leqq\int_{\Omega}|u_{1}-u_{2}|^{2}$

Pour tout $u_{1},$
$u_{2}\in L^{\infty}(\Omega)$ . Alors les Propri\’et\’ees suivantes sont \’equivalentes:

(1) pour tout $u\in L^{\infty}(\Omega),$ $\Vert Su\Vert_{\infty}\leqq\Vert u\Vert_{\infty}$ ,
(2) Pour toute fonction $\phi$ de $R$ dans [$0,$ $+\infty$ [ \‘a ddriv\’ee convexe de suPport

contenu dans [ $0,$ $+\infty$ [ et pour tout $u\in L^{\infty}(\Omega)$ ,

$\int_{\Omega}\phi(|Su|)\leqq\int_{\Omega}\phi(|u|)$ .

PROPOSITION I.4. Si un oP\’era teur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1), alors

(1.2) $\int_{\Omega}(sign(u_{1}-u_{2}))(|u_{1}-u_{2}|-k)^{+}(v_{1}-v_{2})\geqq 0$

pour tout $[u_{1}, v_{1}],$ $[u_{2}, v_{2}]\in A$ et $k\geqq 0$, o\‘u $r^{+}=\max(r, 0)$ .
DEMONSTRATION. D\’efinissons un op\’erateur $S$ de $L^{\infty}$ par

(1.3) $Su=(I+\lambda A)^{-1}(u+\text{{\it \^{u}}})-(I+\lambda A)^{-1}\text{{\it \^{u}}}$

pour tout $u,$
$\text{{\it \^{u}}}\in L^{\infty}$ et $\lambda>0$ . Alors $S$ v\’erifie (1.1) et (1) du lemme I.3; prenant

$\phi(r)=(r-k)^{+2}$ pour tout $k\geqq 0$, d’apr\‘es (2) du lemme I.3, on a
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$\int\phi(|Su|)\leqq\int\phi(|u|)$

pour tout $u\in L^{\infty}$ et donc

$\int\phi(|S(u-\hat{u})|)\leqq\int\phi(|u-\text{{\it \^{u}}}|)$

pour tout $u,$
$\text{{\it \^{u}}}\in L^{\infty}$ . D’apr\‘es (1.3), on a

$\int\phi(|(I+\lambda A)^{-1}u-(I+\lambda A)^{-1}\text{{\it \^{u}}}|)\leqq\int\phi(|u-\text{{\it \^{u}}}|)$

pour tout $u,$
$\text{{\it \^{u}}}\in L^{\infty}$ et $\lambda>0$ . Pour tout $[u_{1}, v_{1}],$ $[u_{2}, v_{2}]\in A$ et $\lambda>0$, comme

$u_{1}=(I+\lambda A)^{-1}(u_{1}+\lambda v_{1})$ et $u_{2}=(I+\lambda A)^{-1}(u_{2}+\lambda v_{2})$ , on a

$\int\phi(|u_{1}-u_{2}|)\leqq\int\phi(|(u_{1}-u_{2})+\lambda(v_{1}-v_{2})|)$

et donc

(1.4) $\int\frac{\phi(|(u_{1}-u_{2})+\lambda(v_{1}-v_{2})|)-\phi(|u_{1}-u_{2}|)}{\lambda}\geqq 0$ .

Passant \‘a la limite dans (1.4) lorsque $\lambda\rightarrow 0+$ , d’apr\‘es la d\’efinition de $\phi(r)$ , on
obtient (1.2).

PROPOSITION I.5. SuppOsOns qu’un oP\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1). $On$

$a$ :
(1) $A=A_{2}\cap L^{\infty}(\Omega)\times L^{\infty}(\Omega)$ ;
(2) soit $[u_{n}, v_{n}]\in A$ tel que $u_{n}\rightarrow u,$ $v_{n}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{\infty}(\Omega), L^{1}(\Omega))$ et

$\varlimsup\int_{\Omega}u_{n}v_{n}\leqq\int_{\Omega}vv$ lorsque $ n\rightarrow+\infty$ , alors $[u, v]\in A$ et $\int_{\Omega}u_{n}v_{n}\rightarrow\int_{\Omega}uv$ lorsque $ n\rightarrow+\infty$ .
DEMONSTRATION. (1) On a $A\subset A_{2}\cap L^{\infty}\times L^{\infty}$ . D’autre part, soit $[u, v]\in$

$A_{2}\cap L^{\infty}\times L^{\infty}$. D’apr\‘es la m-accr\’etivit\’e de $A$ , il existe $\overline{u}\in L^{\infty}$ tel que $\overline{u}+A\overline{u}\ni$

$u+v$ et donc $\overline{u}+A_{2}\overline{u}\ni u+v$ . D’autre part, $u+A_{2}u\ni u+v$ . Donc $u=\overline{u}$ et $[u, v]$

$\in A$ .
(2) On a $[u_{n}, v_{n}]\in A_{2}$ et $u_{n}\rightarrow u,$ $v_{n}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{2}, L^{2})$ lorsque $ n\rightarrow+\infty$ .

D’apr\‘es la proposition 2.5 de [8], on a $[u, v]\in A_{2}$ . D’apr\‘es (1), $[u, v]\in A$ .
Soit $\beta$ une application de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifiant

(H3) $\left\{\begin{array}{l}pour tout s\in R, il existe v\in L^{\infty}(\Omega) tel que p. p. x\in\Omega, s\in\beta(x, v(x))\\(lorsque \beta est ind\text{\’{e}} pendant en x, cela veut dire \beta surjectif).\end{array}\right.$

On pose
$D(\beta)=\{[x, r]\in\Omega\times R:\beta(x, r)\neq\emptyset\}$ ,

$D_{x}(\beta)=\{r\in R:[x, r]\in D(\beta)\}$ pour tout $ x\in\Omega$ .



Semi-groupes non lin\’eaires 597

On d\’efinit l’application $\beta^{-1}$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ par le fait que $ r\in$

$\beta^{-1}(x, s)$ si et seulement si $s\in\beta(x, r)$ . $EnPn$ , pour tout $\lambda>0,$ $\beta_{\lambda}$ d\’esigne
l’application de $\Omega\times R$ dans $R$ par

$\beta_{\lambda}=\div(I-(I+\lambda\beta)^{-1})$ ,

o\‘u $I$ est une application de $\Omega\times R$ dans $R$ telle que pour tout $x\in\Omega,$ $I(x, r)=r$.
REMARQUE I.6. Soit $\beta$ une application de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ . On a:
(1) si $\beta$ v\’erifie (H2), alors il en est de m\^eme de $\beta^{-1}$ ;
(2) si $\beta$ v\’erifie (H3) si et seulement si pour tout $s\in R$, il existe $v\in L^{\infty}(\Omega)$

tel que $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $v(x)\in\beta^{-1}(x, s)$ ;
(3) si $\beta$ v\’eriPe (H2) et (H3), alors pour tout $M>0$, il existe $K>0$ tel que

pour toute fonction mesurable $v,$ $w$ de $\Omega$ dans $R$ avec $w(x)\in\beta(x, v(x))p$ . $p$ . $x$

$\in\Omega,$ $\Vert w\Vert_{\infty}\leqq M$ entraine $\Vert v\Vert_{\infty}\leqq K$ ;
(4) si $\beta$ v\’erifie (H2), alors pour tout $\lambda>0,$ $\beta_{\lambda}$ est une application de $\Omega\times R$

dans $R$ v\’erifiant (H2) et m\^eme plus precis\’ement $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $r\in R-\beta_{\lambda}(x, r)$

$\in R$ est maximal monotone lipschitzienne de rapport $\frac{1}{\lambda}$ ;

(5) si $\beta$ v\’erifie (H3), alors pour tout $\lambda>0,$ $\beta_{\lambda}$ v\’erifie (H3) (en effet, $(\beta_{\lambda})^{-1}=$

$\beta^{-1}+\lambda I)$ .
LEMME I.7. (B\’enilan [4]). SuPposons qu’une aPplication $\beta$ de $\Omega\times R$ dans

$\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3). Alors il existe une fonction $j$ de $\Omega\times R$ dans
$]-\infty,$ $+\infty$], int\’egrande convexe normale telle que $p.p$ . $x\in\Omega,$ $\partial j(x, )=\beta(x, \cdot,\cdot)$ .

DEMONSTRATION. Posons $\gamma=\beta^{-1}$ . Etant donn\’e $r\in R$, notons

$C_{r}=\{v\in L^{\infty}(\Omega) : v(x)\in\gamma(x, r)p. p. x\in\Omega\}$ ;

l’ensemble $C_{r}$ est un convexe ferm\’e dans $L^{2}$ , born\’e dans $L^{\infty}$ . Etant donn\’e $\rho$

un rel\‘evement de $L^{\infty}$, posons $\tilde{\gamma}(x, r)=\rho(Proj_{c_{T}}0)(x);\tilde{\gamma}$ est une application de
$\Omega\times R$ dans $R$ telle que

pour tout $x\in\Omega,$ $r\in R\leftrightarrow\tilde{\gamma}(x, r)$ est croissante,

pour tout $r\in R,$ $x\in\Omega\mapsto\tilde{\gamma}(x, r)$ est mesurable born\’ee
$p$ . $p$ . $x\in\Omega,\tilde{\gamma}(x, r)\in\gamma(x, r)$ .

Posons $h(x, r)=\int_{0}^{r}\tilde{\gamma}(x, s)ds$ ; c’est une fonction de $\Omega\times R$ dans $R$ convexe
en $r$ et mesurable en $x$ ; de plus $p$ . $p$ . $ x\in\Omega$, pour tout $r\in R$,

$\gamma(x, r)=[\lim_{s\uparrow r,s\in Q}\tilde{\gamma}(x, s), \lim_{s\downarrow r,s\in Q}\tilde{\gamma}(x, s)]=\partial h(x, r)$
.

Posons $j=h^{*}$ , o\‘u $h^{*}$ est la fonction convexe conjugu\’ee de $h$ . Alors $j$ est
une fonction de $\Omega\times R$ dans ] $-\infty,$ $+\infty$ ], int\’egrande convexe normale telle
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que $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $\partial j(x, )=\beta(x, )$ .
LEMMB I.8. (B\’enilan [4]). Supposons qu’une application $\beta$ de $\Omega\times R$ dans

$\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3). Alors pour tout $ 1\leqq p\leqq+\infty$ , l’op\’erateur

$B_{p}=\{[v, w]\in L^{p}(\Omega)\times L^{p}(\Omega):v(x)\in\beta(x, w(x))p. p. x\in\Omega\}$

est m-accr\’etif dans $L^{p}(\Omega)$ .
DEMONSTRATION. Utilisant la notation dans la d\’emonstration du lemme

I.7, pour tout $\lambda>0$ la fonction $h_{\lambda}(x, r)=\inf_{s\in R}\{\frac{1}{2\lambda}(s-r)^{2}+h(x, s)\}$ est convexe con-

tinuement d\’erivable en $r$ et mesurable en $x$ ; de plus $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $h_{\lambda}(x, )$ est
l’approximation Yosida de $\gamma(x, )$ . On pose $\gamma_{\lambda}(x, r)=\partial h_{\lambda}(x, r);\gamma_{\lambda}$ est lipschit-
zienne croissante en $r$ et mesurable en $x$ ; de plus pour tout $(x, r)\in\Omega\times R$,
$|\gamma_{\lambda}(x, r)|\leqq|\tilde{\gamma}(x, r)|$ . Etant donn\’e $u$ mesurable de $\Omega$ dans $R$, la fonction

$\gamma_{\lambda}(\cdot, u)$ est mesurable; de plus

$|\gamma_{\lambda}(\cdot, u)|\leqq|\gamma_{\lambda}(\cdot, u)-\gamma_{\lambda}(\cdot, 0)|+|\gamma_{\lambda}(\cdot, 0)|\leqq\frac{1}{\lambda}|u|+|\tilde{\gamma}(\cdot, 0)|$ .

Donc $B_{p},$ $\lambda:u\in L^{p}\leftrightarrow\gamma_{\lambda}(\cdot, u)$ est une application de $L^{p}$ dans lui-m\^eme; d’apr\‘es
la construction de $\gamma_{\lambda}$, c’est l’approximation Yosida de $B_{p}$ .

L’accr\’etivit\’e de $B_{p}$ est imm\’ediate.

I.2. $m$-accr\’etivit\’e de $\beta A$ lorsque $\beta$ est univoque.

On d\’efinit l’op\’erateur $\beta A_{2}$ de $L^{2}(\Omega)$ par

$\beta A_{2}=\{[u, w]\in L^{2}(\Omega)\times L^{2}(\Omega)$ : $\exists v\in L^{2}(\Omega)$ ; $[u, v]\in A_{2}$

et $p.p$ . $x\in\Omega,$ $w(x)\in\beta(x, v(x))$}.

PROPOSITION I.9. Supp0sons qu’un op\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et
qu’une applicati0n de $D(\beta)\subset\Omega\times R$ dans $R$ v\’erifie que $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $r\in D_{x}(\beta)->$

$\beta(x, r)$ soit monotone univoque. S’il existe $u_{1},$ $u_{2}\in L^{2}(\Omega)$ tels que $ u_{1}+\lambda\beta A_{2}u_{1}\ni$

$f_{1}$ et $u_{2}+\lambda\beta A_{2}u_{2}\ni f_{2}$ p0ur tout $f_{1},$ $f_{2}\in L^{\infty}(\Omega)$ et $\lambda>0$, alors $u_{1}-u_{2}\in L^{\infty}(\Omega)$ et
$\Vert u_{1}-u_{2}\Vert_{\infty}\leqq\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}$ .

DEMONSTRATION. Par d\’efinition, il existe $v_{1},$ $v_{2}\in L^{2}$ tels que $[u_{1}, v_{1}]$ ,

$[u_{2}, v_{2}]\in A_{2}$ et $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $\frac{f_{1}(x)-u_{1}(x)}{\lambda}=\beta(x, v_{1}(x))$ et $\frac{f_{2}(x)-u_{2}(x)}{\lambda}=\beta(x, v_{2}(x))$ .
L’in\’egalit\’e (1.2) est encore vrai par fermeture pour tout $[u_{1}, v_{1}],$ $[u_{2}, v_{2}]\in A_{2}$ .
Donc

(1.5) $\int_{\Omega}(sign(u_{1}-u_{2}))(|u_{1}-u_{2}|-k)^{+}(v_{1}-v_{2})\geqq 0$
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pour tout $[u_{1}, v_{1}],$ $[u_{2}, v_{2}]\in A_{2}$ et $k\geqq 0$ . Posant $ k=\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}+\epsilon$ pour $\epsilon>0$

dans (1.5), on a

$\int_{\Omega_{\text{\’{e}}}}(sign(u_{1}-u_{2}))(|u_{1}-u_{2}|-(\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}+\epsilon))^{+}(v_{1}-v_{2})\geqq 0$ ,

o\‘u $\Omega_{\epsilon}=\{x\in\Omega:|u_{1}-u_{2}|>\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}+\epsilon\}$ . Or $p$ . $p$ . sur $\Omega_{\epsilon}$ , on a

(sign $(u_{1}-u_{2})$) $(|u_{1}-u_{2}|-(\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}+\epsilon))^{+}(v_{1}-v_{2})<0$ .

Donc l’ensemble $\Omega_{\epsilon}$ est n\’egligeable. Par cons\’equent $p$ . $p$ . sur $\Omega$ ,

$|u_{1}-u_{2}|\leqq\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}+\epsilon$

pour tout $\epsilon>0$ . Ceci \’etant vrai pour tout $\epsilon>0$ , on a

$|Iu_{1}-u_{2}\Vert_{\infty}\leqq\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}$ ,

d’o\‘u le r\’esultat.
COROLLAIRE I.10. SuPposons qu’un op\’erateurA de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et

qu’une application $\beta$ de $D(\beta)\subset\Omega\times R$ dans $R$ soit monotone univoque. Alors $\beta A$

est accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ .
DEMONSTRATION. Soient $u_{1}+\lambda\beta Au_{1}\ni f_{1}$ et $u_{2}+\lambda\beta Au_{2}\ni f_{2}$ pour $u_{1},$ $ u_{2}\in$

$D(\beta A),$ $f_{1},$ $f_{2}\in L^{\infty}(\Omega)$ et $\lambda>0$ ; D’apr\‘es le th\’eor\‘eme I.9, on a imm\’ediatement
l’accr\’etivit\’e de $\beta A$ .

COROLLAIRE I.ll. Supposons qu’un op\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) avec
$[0, O]\in A$ et qu’une aPplication $\beta$ de $D(\beta)\subset\Omega\times R$ dans $R$ soit monotone univoque
avec (H3) et le fait que $p.p$ . $x\in\Omega,$ $[x, O]\in D(\beta)$ et $\beta(x, 0)=0$ . S’il existe $ u\in$

$L^{2}(\Omega)$ tel que $u+\lambda\beta A_{2}u\ni f$ pour $f\in L^{\infty}(\Omega)$ et $\lambda>0$, alors $u\in L^{\infty}(\Omega),$ $\Vert u\Vert_{\infty}\leqq\Vert f\Vert_{\infty}$

et $u+\lambda\beta Au\ni f$.
DEMONSTRATION. D’apr\‘es la proposition I.9, $u\in L^{\infty}$ et $\Vert u\Vert_{\infty}\leqq\Vert f\Vert_{\infty}$ . Soit

$v\in L^{2}$ tel que $u+\lambda\beta v=f$ et $v\in A_{2}u$ . D’apr\‘es $\beta v\in L^{\infty}$ avec (H3), $v\in L^{\infty}$ . Donc
d’apr\‘es la proposition I.5, $[u, v]\in A$ et donc $u+\lambda\beta Au\ni f$.

THEOREME I.12. SuPposons qu’un op\’erateurA de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et
qu’une aPplication $\beta$ de $D(\beta)\subset\Omega\times R$ dans $R$ v\’erifie que $p.p$ . $x\in\Omega,$ $r\in D_{x}(\beta)-$

$\beta(x, r)$ soit maximal monotone univoque avec (H3). On suppose $\beta A$ non vide.
Alors $\beta A$ est m-accretif dans $L^{\infty}(\Omega)$ .

DEMONSTRATION. D’apr\‘es le corollaire I.10, il suffit de d\’emontrer que pour
tout $f\in L^{\infty}$, il existe $u\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $u+\beta Au\ni f$.

On peut toujours supposer que $[0, O]\in A$ et $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $[x, O]\in D(\beta),$ $\beta(x, 0)$

$=0$ . En effet, soit $[u_{0}, w_{0}]\in\beta A$ . Par d\’efinition il existe $v_{0}\in L^{\infty}$ tel que
$[u_{0}, v_{0}]\in A$ et $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $[v_{0}(x), w_{0}(x)]\in D(\beta),$ $w_{0}(x)=\beta(x, v_{0}(x))$ . D\’efinissons

un op\’erateur $A$ de $L^{\infty}$ par $\hat{A}u=A(u+u_{0})-v_{0}$ . Alors $\hat{A}$ v\’erifie (H1) avec
$[0, O]\in A,$ $Au=A(u-u_{0})+v_{0}$ et donc $\beta Au=\beta(A(u-u_{0})+v_{0})$ . On d\’efinit ensuite
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une aPplication $\hat{\beta}$ de $D(\hat{\beta})\subset\Omega\times R$ dans $R$ par $\beta(x, r)=\beta(x, r+v_{0}(x))-w_{0}(x)$

$p$ . $p$ . $ x\in\Omega$ . Alors $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $r\in D_{x}(\hat{\beta})\leftrightarrow\hat{\beta}(x, r)$ est maximal monotone univoque
avec (H3), $[x, O]\in D(\hat{\beta}),\hat{\beta}(x, 0)=0$ et $\beta Au=\hat{\beta}\hat{A}(u-u_{0})+w_{0}$ .

On prend alors $M>0$ tel que $M>2\Vert f\Vert_{\infty}$ . D’apr\‘es (H3), il existe $w_{+},$
$w_{-}\in L^{\infty}$

tels que $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $[x, w_{+}(x)],$ $[x, w_{-}(x)]\in D(\beta)$ et $\beta(x, w_{+}(x))=M,$ $\beta(x, w_{-}(x))$

$=-M$. On d\’efinit une application $\tilde{\beta}$ de $\Omega\times R$ dans $R$ par

(1.6) $\tilde{\beta}(x, r)=\left\{\begin{array}{ll}-M+r-w_{-}(x) & si r<w_{-}(x)\\\beta(x, r) & si w_{-}(x)\leqq r\leqq w_{+}(x)\\M+r-w_{+}(x) & si r>w_{+}(x).\end{array}\right.$

Alors $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $r\in R\mapsto\tilde{\beta}(x, r)$ est maximal monotone univoque avec (H3).
D\’efinissons un op\’erateur $B$ de $L^{2}(\Omega)$ par

$B=\{[u, w]\in L^{2}\times L^{2} : p. p. x\in\Omega, w(x)\in-(\tilde{\beta})^{-1}(x, f(x)-u(x))\}$ .
Alors $B$ est maximal monotone partout d\’efini coercif dans $L^{2}$ . En effet,
comme $\tilde{\beta}$ v\’erifie (H3), d’apr\‘es le lemme I.8, $B$ est maximal monotone dans
$L^{2}$. Si $[u, w]\in B$, alors on a $p$ . $p$ . sur $\Omega$ .

$|w|\leqq|u|+\Vert f\Vert_{\infty}+M+\Vert w_{+}\Vert_{\infty}+\Vert w_{-}\Vert_{\infty}$ ,
d’o\‘u

$\int|w|^{2}\leqq\Vert u\Vert_{2}^{2}+h_{1}\Vert u\Vert_{2}+h_{2}$ ,

o\‘u $h_{1},$ $h_{2}>0$ . Puisque $B$ est maximal monotone, born\’e sur born\’es dans $L^{2}$,
d’apr\‘es le corollaire 2.3 de [8], $B$ est partout d\’efini dans $L^{2}$ . D’apr\‘es (1.6),
on a pour tout $[u, w]\in B$ ,

$\int_{tf-u<-M|}wu=\int_{\{f-u<-M\}}(u-f-M-w_{-})u$

$\geqq\int_{\{f-u<-M\}}(u^{2}-k_{1}|u|)\geqq\int_{\iota f-u<-M\}}u^{2}-\int_{\Omega}k_{1}|u|$ ,

$\int_{\{f-u>M\}}wu=\int_{\{f-u>M\}}(u-f-M-w_{+})u$

$\geqq\int_{\{f-u>M\}}(u^{2}-k_{2}|u|)\geqq\int_{\{f-u>M\}}u^{2}-\int_{\Omega}k_{2}|u|$ ,

$\int_{\{|f- uI\leq M\}}(wu-u^{2})\geqq-\int_{\{|f-u|\leq M\}}(|w|+|u|)|u|\geqq-k_{3}$

et donc

$\int_{\{|f-uI\leqq M\}}wu\geqq\int_{\{|f-u|\xi M\}}u^{2}-k_{3}$ ,
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o\‘u $k_{1},$ $k_{2},$ $k_{3}>0$. On a donc

$\int_{\Omega}wu\geqq\int_{\Omega}u^{2}-(k_{1}+k_{2})\int_{\Omega}|u|-k_{3}$

$=\Vert u\Vert_{2}^{2}-K_{1}\Vert u\Vert_{2}-K_{2}$ ,
o\‘u $K_{1},$ $K_{2}>0$, d’o\‘u

$\lim_{Hu||_{2}\rightarrow+\infty}\int_{\Omega}\frac{wu}{\Vert u\Vert_{2}}=+\infty$ .

Par cons\’equent $B$ est coercif dans $L^{2}$ .
D’apr\‘es le corollaire 2.7 de [8], $A_{2}+B$ est maximal monotone coercif dans

$L^{2}$ et donc d’apr\‘es le corollaire 2.3 de [8], $A_{2}+B$ est surjectif dans $L^{2}$ ; il
existe $u\in L^{2}$ tel que $A_{2}u+Bu\ni 0$ et donc $u+\tilde{\beta}A_{2}u\ni f$. D’apr\‘es le corollaire
I.ll, $u\in L^{\infty}$ et $u+\tilde{\beta}Au\ni f$. Soit $w\in Au$ tel que $u+\tilde{\beta}w=f$. Comme

$\Vert\beta(w)\Vert_{\infty}\leqq\Vert f-u\Vert_{\infty}\leqq 2\Vert f\Vert_{\infty}<M$ ,

on a $w_{-}(x)\leqq w(x)\leqq w_{+}(x)$ et donc $\tilde{\beta}(x, w(x))=\beta(x, w(x))$ , d’o\‘u $u+\beta Au\ni f$.

I.3. Etude de $\beta A$ pour $\beta$ multivoque.

THEOREME I.13. SuppOsOns qu’un oP\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et
qu’une applicatiOn $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3). SuPposons que
pour tout $f\in L^{\infty}(\Omega)$ et $\lambda>0$, il existe au plus un $u\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $u+\lambda\beta Au\ni f$.
Soit $\beta A$ non vide. Alors $\beta A$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ .

DEMONSTRATION. D’apr\‘es la remarque I.6, pour tout $\epsilon>0,$ $\beta_{\epsilon}$ est univoque
et v\’eriPe (H2) et (H3); de plus $\beta_{\epsilon}A$ est non vide. D’apr\‘es le th\’eor\‘eme I.12,
$\beta_{\epsilon}A$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}$ pour tout $\epsilon>0$ ; on a

(1.7) $\Vert(I+\lambda\beta_{\epsilon}A)^{-1}f_{1}-(I+\lambda\beta_{\epsilon}A)^{-1}f_{2}\Vert_{\infty}\leqq\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}$

pour tout $f_{1},$ $f_{2}\in L^{\infty}$ et $\lambda,$ $\epsilon>0$ .
Soit $\lambda>0$ et $f\in L^{\infty}$ . Posons $u_{\epsilon}=(I+\lambda\beta_{\epsilon}A)^{-1}f$ pour tout $\epsilon>0$ . Alors $u_{\epsilon}+$

$\lambda\beta_{\epsilon}Au_{\epsilon}\ni f$ et $\Vert u_{\epsilon}\Vert_{\infty}\leqq\Vert f\Vert_{\infty}$ . Soit

(1.8) $v_{\epsilon}\in Au_{\epsilon}$ tel que $u_{\epsilon}+\lambda\beta_{\epsilon}v_{\epsilon}=f$ .
Alors

(1.9) $\Vert\beta_{\text{\’{e}}}v_{\epsilon}\Vert_{\infty}\leqq\frac{\Vert f-u_{\epsilon}\Vert_{\infty}}{\lambda}\leqq\frac{2}{\lambda}\Vert f\Vert_{\infty}$ .

D’autre part, on a d’apr\‘es (1.8),

$u_{\epsilon}+\lambda\beta(I+\epsilon\beta)^{-1}v_{\epsilon}\ni f$ et $(I+\epsilon\beta)^{-1}v_{\text{\’{e}}}\in\beta^{-1}(\frac{f-u_{\epsilon}}{\lambda})$ .
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D’apr\‘es (H3) et la remarque I.6, $(I+\epsilon\beta)^{-1}v_{\text{\’{e}}}$ est born\’e dans $L^{\infty}$. Donc

$\Vert v_{\text{\’{e}}}\Vert_{\infty}\leqq\Vert v_{\epsilon}-(I+\epsilon\beta)^{-1}v_{\epsilon}\Vert_{\infty}+\Vert(I+\epsilon\beta)^{-1}v_{\epsilon}\Vert_{\infty}$

$\leqq\epsilon\Vert\beta_{\epsilon}v_{\epsilon}\Vert_{\infty}+\Vert(I+\epsilon\beta)^{-1}v_{\text{{\it \’{e}}}}\Vert_{\infty}$ .
Donc $u_{\epsilon}$ et $v_{\epsilon}$ sont born\’es dans $L^{\infty}$ lorsque $\epsilon\rightarrow 0+$ . Soit $\epsilon_{n}>0$ tel que

(1.11) $u_{n}=u_{\epsilon_{n}}\rightarrow u$ et $v_{n}=v_{\epsilon_{n}}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$

lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+$ . Alors

(1.12) $\overline{v}_{n}=(I+\epsilon_{n}\beta)^{-1}v_{n}=v_{n}-\epsilon_{n}\beta_{\text{\’{e}}_{n}}v_{n}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$

lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+$ .
Soit $j:\Omega\times R-,$] $-\infty,$ $+\infty$] l’int\’egrande convexe normale telle que $p$ . $p$ .

$x\in\Omega,$
$\partial j(x, )=\beta(x, )$ (cf. lemme I.7). On pose pour tout $u\in L^{2}$ ,

$\psi(u)=\left\{\begin{array}{ll}\int j(u) & si j(u)\in L^{1}\\+\infty & sinon.\end{array}\right.$

Alors $\psi$ est une fonction convexe $s$ . $c$ . $i$ . propre de $L^{2}$ dans ] $-\infty,$ $+\infty$] et le
sous diff\’erentiel $\partial\psi$ de $\psi$ coIncide avec le prolongement de $\beta$ \‘a $L^{2}$ . D’apr\‘es
(1.8), pour tout $z\in L^{2}$,

(1.13) $\psi(z)\geqq\psi(\overline{v}_{n})+\int(z-\overline{v}_{n})\frac{f-u_{n}}{\lambda}$

$=\psi(\overline{v}_{n})+\frac{1}{\lambda}\int(z-v_{n})(f-u_{n})+\frac{\epsilon_{n}}{\lambda^{2}}\int(f-u_{n})^{2}$ .

Passant \‘a la limite dans (1.13) lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+$ , d’apr\‘es (1.11) et (1.12),

(1.14) $\lambda\psi(z)\geqq\lambda\psi(v)+\int(z-v)f-\int zu+\varlimsup\int v_{n}u_{n}$

pour tout $z\in L^{2}$ . En particulier $\psi(v)<+\infty$ et donc posant $z=v$ dans (1.14),

on a

$\varlimsup\int u_{n}v_{n}\leqq\int uv$ .

Donc d’apr\‘es (1.8) et la proposition I.5,

$[u, v]\in A$ et $\int u_{n}v_{n}\rightarrow\int uv$ .
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On a donc

$\varlimsup\int\overline{v}_{n}\frac{f-u_{n}}{\lambda}=\varlimsup\int v_{n}\frac{f-u_{n}}{\lambda}+\epsilon_{n}(\frac{f-u_{n}}{\lambda})^{2}=\int v\frac{f-u}{\lambda}$ .

Donc d’apr\‘es la proposition 2.5 de [8], $\frac{f-u}{\lambda}\in\beta vp$ . $p$ . sur $\Omega$, et $u$ est solution

de $u+\lambda\beta Au\ni f$. D’apr\‘es l’hypoth\‘ese d’unicit\’e de cette solution, on a donc
montr\’e que

$f\in R(I+\lambda\beta A)$ et $u_{\epsilon}=(I+\lambda\beta_{\epsilon}A)^{-1}f\rightarrow(I+\lambda\beta A)^{-1}f$

dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ lorsque $\epsilon\rightarrow 0+$ . L’accr\’etivit\’e de $\beta A$ en r\’esulte. Soient $f_{1},$ $ f_{2}\in$

$L^{\infty}$ et $\lambda>0$ . On a d’apr\‘es (1.7),

$\Vert(I+\lambda\beta A)^{-1}f_{1}-(I+\lambda\beta A)^{-1}f_{2}\Vert_{\infty}$

$\leqq\varliminf_{\epsilon\rightarrow 0+}\Vert(I+\lambda\beta_{\epsilon}A)^{-1}f_{1}-(I+\lambda\beta_{\epsilon}A)^{-1}f_{2}\Vert_{\infty}$

$\leqq\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}$ .

Par cons\’equent, $\beta A$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}$ .
DEFINITION I.14. Soit $A$ un op\’erateur d’un espace des fonctions mesur-

ables. On dit que $A$ est fortement injectif si pour tout $[u_{1}, v_{1}],$ $[u_{2}, v_{2}]\in A$ ,

$(u_{1}-u_{2})(v_{1}-v_{2})=0$ entraine $u_{1}=u_{2}$ .

LEMME I.15. $SuPPosons$ qu’un operateurA soit monotone dans $L^{2}(\Omega)$ , forte-
ment injectif et qu’une aPplication $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie que $p$ . $p$ . $ x\in\Omega$,
$r\in R\rightarrow\beta(x, r)$ soit monotone. Alors pOur tout $f\in L^{\infty}(\Omega)$ et $\lambda>0$, il existe au plus
$u\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $u+\lambda\beta Au\ni f$.

DEMONSTRATION. Soient $u_{1},$
$u_{2}\in L^{\infty}$ tels que $u_{1}+\lambda\beta Au_{1}\ni f$ et $ u_{2}+\lambda\beta Au_{2}\ni$

$f$. Par d\’efinition, il existe $v_{i}\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $v_{i}\in Au_{i}$ et $p$ . $p$ . sur $\Omega,$ $ f-u_{i}\in$

$\beta v_{i}(i=1,2)$ . D’apr\‘es la monotonie de $A$ ,

$\int(u_{1}-u_{2})(v_{1}-v_{2})\geqq 0$ .

D’apr\‘es la monotonie de $\beta$ ,

$(u_{1}-u_{2})(v_{1}-v_{2})\leqq 0$ $p$ . $p$ . sur $\Omega$

et donc $(u_{1}-u_{2})(v_{1}-v_{2})=0p$ . $p$ . sur $\Omega$ . Puisque $A$ est fortement injectif, $u_{1}=u_{2}$ .
D’apr\‘es le th\’eor\‘eme I.14 et lemme I.15, on a le:
COROLLAIRE I.16. SuppOsOns qu’un ope’rateurA de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et

qu’une appljcatjOn $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3). De plus on
suppOse que $A$ est fortement injectif. Soit $\beta A$ non vide. Alors $\beta A$ est m-
accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ .
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Enfin on consid\‘ere m-accr\’etivit\’e de $\beta A$ avec une hypoth\‘ese de compacit\’a
THEOREME I.17. SuppOsOns qu’un ope’rateurA de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et

qu’une applicatiOn $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(H)$ v\’erifie (H2) et (H3). On suPpose que
pOur tout $M\geqq 0$, l’ensemble { $ u\in D(A):\Vert u\Vert_{\infty}+\Vert$ Au $\Vert_{\infty}\leqq M$} soit relativement com-
Pact dans $L^{\infty}(\Omega)$ . Soit $\beta A$ non vide. Alors il existe un oP\’erateur $C$ m-accr\’etif
de $L^{\infty}(\Omega)$ tel que $C\subset\beta A$ .

DEMONSTRATION. D’apr\‘es le th\’eor\‘eme I.12, pour tout $\epsilon>0,$ $\beta_{\lambda}A$ est m-
accr\’etif dans $L^{\infty}$ ; pour tout $f\in L^{\infty}$ et $\lambda>0$, il existe $u_{\epsilon}\in L^{\infty}$ tel que $u_{\epsilon}+\lambda\beta_{\epsilon}Au_{\epsilon}$

$\ni f$. Soit $v_{\epsilon}\in Au_{\text{\’{e}}}$ tel que $u_{\epsilon}+\lambda\beta_{\epsilon}v_{\epsilon}=f$. Posons $J_{\lambda,\epsilon}=(I+\lambda\beta_{\epsilon}A)^{-1}$ . On a alors
$u_{\epsilon}=J_{\lambda.\epsilon}f$ et

(1.15) $\Vert u_{\epsilon}\Vert_{\infty}=\Vert J_{\lambda\epsilon}f\Vert_{\infty}\leqq\Vert f\Vert_{\infty}$ .

D’apr\‘es (1.9), (1.10) et (1.15), $u_{\epsilon}$ et $v_{\epsilon}$ sont born\’es dans $L^{\infty}$ lorsque $\epsilon\rightarrow 0+$ .
Donc d’apr\‘es l’hypoth\‘ese de compacite’, $\{u_{\epsilon}\}_{\epsilon>0}$ est relativement compact dans
$L^{\infty}$ lorsque $\epsilon\rightarrow 0+$ .

Donc il existe un filtre $\{\epsilon_{i}\}$ tel que lorsque $\epsilon_{i}\rightarrow 0+,$
$u_{\epsilon_{i}}=J_{\lambda\epsilon_{i}}f\rightarrow J_{\lambda}f$ dans $L^{\infty}$

pour tout $f\in L^{\infty}$ et $\lambda>0$ . D’apr\‘es le lemme I.l, on a

(1.16) $J_{\lambda,\epsilon_{i}}f=J_{\mu’\epsilon_{i}}(\frac{\mu}{\lambda}f+(1-\frac{u}{\lambda})J_{\lambda,\epsilon_{i}}f)$

pour tout $f\in L^{\infty}$ et $\lambda,$ $\mu>0j$ Passant \‘a la limite dans (1.16) lorsque $\epsilon_{i}\rightarrow 0+$ ,
comme pour tout $f_{1},$ $f_{2}\in L^{\infty}$ et $\lambda,$ $\epsilon>0$,

$\Vert J_{\lambda.\epsilon}f_{1}-J_{\lambda,\epsilon}f_{2}\Vert_{\infty}\leqq\Vert f_{1}-f_{2}\Vert_{\infty}$ ,

on a pour tout $f\in L^{\infty}$ et $\lambda,$ $\mu>0$,

$J_{\lambda}f=J_{\mu}(\frac{\mu}{\lambda}f+(1-\frac{\mu}{\lambda})J_{\lambda}f)$ .

On d\’efinit un op\’erateur $C$ de $L^{\infty}$ par

$C=\{[J_{\lambda}f,$ $\frac{f-J_{\lambda}f}{\lambda}]:f\in L^{\infty}$ et $\lambda>0\}$ .

Alors $C$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}$ et $J_{\lambda}=(I+\lambda C)^{-1}$ pour tout $\lambda>0$ .
Pour d\’emontrer $C\subset\beta A$ , soient $[u, v]\in C$ et $f\in L^{\infty}(\Omega)$ tels que $u+v=f$.

Alors

$u=(I+C)^{-1}f=\lim_{\epsilon\iota\rightarrow 0+}(I+\beta_{\epsilon_{i}}A)^{-1}f$ .

Posons u. $i^{=(I+\beta_{\epsilon_{i}}A)^{-1}f}$ $Alorsu_{\epsilon_{i}}+\beta_{\epsilon_{i}}Au_{\epsilon_{i}}\ni fetdoncAu_{\text{\’{e}}}i-(\beta_{i}\vee e)^{-1}(f-u_{\epsilon_{i}})\ni 0$ .
D’apr\‘es la remarque I.6,

$A_{\mathcal{U}_{\epsilon_{i}}}-\beta^{-1}(f-u_{\epsilon_{i}})\ni\epsilon_{i}(f-u_{\epsilon_{i}})$ .
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Soit $w_{\epsilon_{i}}\in\beta^{-1}(f-u_{\epsilon_{i}})$ tel que $Au_{i}-w_{\text{\’{e}}}i\ni\epsilon_{i}(f-u_{\epsilon_{i}})$ . Comme $\Vert u_{\epsilon_{i}}\Vert_{\infty}\leqq\Vert f\Vert_{\infty}$

et $\beta$ v\’erifie (H3), $w_{\text{\’{e}}}i$ est born\’e dans $L^{\infty}$ . Soit $\epsilon_{l_{n}}>0$ tel que
$u_{\epsilon_{i_{n}}}\rightarrow u$ dans $L^{\infty}$

et $w_{\epsilon_{t_{n}}}\rightarrow w$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ lorsque $\epsilon_{i_{n}}\rightarrow 0+$ .
D’apr\‘es la proposition I.5, on a $[u, w]\in A$ et d’autre part $w\in\beta^{-1}(f-u)$

$p$ . $p$ . sur $\Omega$ . Donc $u+\beta Au\ni f$ et $[u, v]\in\beta A$ .

I.4. Etude de $\beta A$ pour $\beta$ ind\’ependant de $x$ non surjectif.

On se donne $A$ un op\’erateur de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifiant la condition:

(K1) $A$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ , et T-accr\’etif dans $L^{1}(\Omega)$ , c’est-\‘a-dire,
pour tout $[u_{1}, v_{1}],$ $[u_{2}, v_{2}]\in A$ ,

$\int_{1u_{1}>u_{2\}}}(v_{1}-v_{2})\geqq 0$ .

Utilisant les r\’esultats de [6], (K1) est \’equivalent \‘a

(K2) $\left\{\begin{array}{ll}(1) & R(I+A)=L^{\infty}(\Omega)\\(2) & pour tout [u_{1}, v_{1}], [u_{2}, v_{2}]\in A et p\in \mathcal{P}_{0},\end{array}\right.$

$\int_{\Omega}(v_{1}-v_{2})p(u_{1}-u_{2})\geqq 0$ ,

o\‘u $\mathcal{P}_{0}$ est l’ensemble des fonctions $p$ de $R$ dans $R$ lipschitziennes croissantes
avec $p(O)=0$.

En particulier si $A$ v\’erifie (K1), alors il v\’erifie (H1).

THEOREME I.18. SuppOsOns qu’un oP\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (K1) avec
$[0, O]\in A$ et que $\beta$ soit un graphe maximal monotone avec $0\in\beta(0)$ . On suppOse
de plus, si $\beta$ n’est pas univoque, que $A$ est fortement injectif. Alors $\beta A$ est
accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ et $R(I+\lambda\beta A)\supset D(A)$ pour tout $\lambda>0$ . Plus Pr\’ecis\’ement Pour
tout $f\in D(A)$ il existe $u\in D(A)$ et $v\in Au$ tel que $u+\beta v\ni fp$ . $p$ . sur $\Omega$ avec
$\Vert v\Vert_{\infty}\leqq\Vert Af\Vert_{\infty}$ .

DEMONSTRATION. Dans le cas o\‘u $\beta$ est univoque, d’apr\‘es le corollaire
I.10, $\beta A$ est accr\’etif dans $L^{\infty}$ . Dans le cas o\‘u $\beta$ n’est pas univoque, soit
$[u_{i}, w_{i}]\in\beta A(i=1.2)$ . Par d\’efinition, il existe $v_{i}\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $[u_{i}, v_{i}]\in A$

et $w_{i}\in\beta(v_{i})p$ . $p$ . sur $\Omega(i=1.2)$ . Il existe $\beta$ un graphe maximal monotone
surjectif tel que $w_{i}\in\beta(v_{i})p$ . $p$ . sur $\Omega(i=1.2)$ . En effet, il existe un ensemble
$N$ n\’egligeable tel que pour tout $x\in\Omega-N,$ $[v_{i}(x), w_{i}(x)]\in\beta(i=1.2)$ . Posons

$\beta_{0}=\{[v_{i}(x), w_{i}(x)]\in\beta:x\in\Omega-N, i=1.2\}$ .
Alors $\beta_{0}$ est monotone et $\beta_{0}\subset\beta$ . D’apr\‘es le corollaire 2.1 de [8], il existe un
prolongement $\tilde{\beta}$ maximal monotone de $\beta_{0}$ avec $D(\tilde{\beta})\subset\overline{convD(\beta_{0})}$ . Puisque $D(\beta_{0})$
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est born\’e, $D(\tilde{\beta})$ est aussi born\’e. Donc d’apr\‘es, le corollaire 2.2 de [8], $\tilde{\beta}$ est
surjectif. D’apr\‘es la construction de $\tilde{\beta},$ $[v_{i}(x), w_{i}(x)]\in\tilde{\beta}p$ . $p$ . $ x\in\Omega$ , et donc
$[u_{i}, w_{i}]\in\tilde{\beta}A(i=1.2)$ ; d’apr\‘es le th\’eor\‘eme I.12, $\tilde{\beta}A$ est accr\’etif, d’o\‘u

$\Vert(u_{1}-u_{2})+\lambda(w_{1}-w_{2})\Vert_{\infty}\geqq\Vert u_{1}-u_{2}\Vert_{\infty}$

pour tout $\lambda>0$ . Donc $\beta A$ est accr\’etif dans $L^{\infty}$ .
Posons $\tilde{A}\tilde{u}=A(\tilde{u}+f)-g$, o\‘u $g\in Af$. Alors $u$ est solution de $u+\beta Au\ni f$

si et seulement si $\tilde{u}=u-f$ est une solution de $\gamma(\tilde{u})+\tilde{A}\tilde{u}\ni-g$ , o\‘u $\gamma(r)=-\beta^{-1}(-r)$ .
Pour tout $\lambda,$ $\epsilon>0$, il existe $\tilde{u}_{\lambda,\epsilon}\in L^{2}$ tel que $\epsilon\tilde{u}_{\lambda,\epsilon}+\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda,\epsilon})+\tilde{A}_{2}\tilde{u}_{\lambda,\epsilon}\ni-g$, d’o\‘u on
a $\Vert\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda,\epsilon})\Vert_{\infty}\leqq\Vert g\Vert_{\infty}$ . En effet, comme $p\circ\gamma_{\lambda}\in \mathcal{P}_{0}$ pour $p\in \mathcal{P}_{0}$ ,

$\int p(\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda,\epsilon}))\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda,\epsilon})\leqq\int(-g)p(\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda}$ . .) $)$ .

Posons $j=\int p$ . On a $\int j(\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda.\epsilon}))\leqq\int j(-g)$ . Si l’on choisi $p(r)=(|r|-\Vert g\Vert_{\infty})^{+}(signr)$ ,

alors $j(r)=\frac{1}{2}(|r|-\Vert g\Vert_{\infty})^{+2}$ . Donc

$\int\frac{1}{2}(|\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda}, .) |-\Vert g\Vert_{\infty})^{+2}\leqq 0$, d’o\‘u $\Vert\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda,\epsilon})\Vert_{\infty}\leqq\Vert g\Vert_{\infty}$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 2.4 de [8], $\tilde{u}_{\lambda.\epsilon}\rightarrow\tilde{u}_{\epsilon}$ et $\gamma_{\lambda}(\tilde{u}_{\lambda,\epsilon})\rightarrow v_{\epsilon}$ dans $L^{2}(\Omega)$ lorsque
$\lambda\rightarrow 0+et\epsilon\tilde{u}_{\text{\’{e}}}+v_{\epsilon}+\tilde{A}_{2}\tilde{u}_{\epsilon}\ni-g,$

$v_{\epsilon}\in\gamma(\tilde{u}_{\epsilon})$ avec $\Vert v_{\epsilon}\Vert_{\infty}\leqq\Vert g\Vert_{\infty}$ . Soit $\epsilon_{n}>0$ tel que
lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+,$

$v_{\epsilon_{n}}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ . $D’ apr\grave{e}s\tilde{u}_{\epsilon_{n}}-(\epsilon_{n}+\gamma)^{-1}(-A_{2}(\tilde{u}_{\epsilon_{n}}+f))\ni 0$,
on a $\Vert\tilde{u}_{\epsilon_{n}}+f\Vert_{\infty}\leqq\Vert f\Vert_{\infty}$, d’o\‘u $\Vert\tilde{u}_{\epsilon_{n}}\Vert_{\infty}\leqq 2\Vert f\Vert_{\infty}$ . Comme $\tilde{u}_{\epsilon_{n}}=[(\gamma+\tilde{A}_{2})^{-1}]_{\epsilon_{n}}(-g)$ ,
lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+$ , $\tilde{u}_{\epsilon_{n}}\rightarrow\tilde{u}$ dans $L^{2}$ . Donc $v\in\gamma(\tilde{u})$ et $\Vert v\Vert_{\infty}\leqq\Vert g\Vert_{\infty}$ . Comme
$-g-\epsilon_{n}\tilde{u}_{\epsilon_{n}}-v_{\epsilon_{n}}\rightarrow-g-v$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ , on a donc $-g-v\in\tilde{A}_{2}\tilde{u}$ . D’apr\‘es le
corollaire I.ll, $\tilde{u}\in L^{\infty}(\Omega)$ et donc $\tilde{u}$ est une solution de $\gamma(\tilde{u})+\tilde{A}\tilde{u}\ni-g$ . Donc
$R(I+\beta A)\supset D(A),$ $[u, v]\in A$ et $\Vert v\Vert_{\infty}\leqq\Vert Af\Vert_{\infty}$ .

Chapitre II. Solutions d’\’equations d’\’evolution.

II.1. Solutions int\’egrales de $\frac{du}{dt}+\beta Au\ni f$.

On d\’efinit le ”produit int\’erieur’’ $\tau(\cdot, )$ sur $L^{\infty}(\Omega)$ par

$\tau(u, v)=\lim_{\lambda\rightarrow 0+}\frac{\Vert u+\lambda v||_{\infty}-\Vert u\Vert_{\infty}}{\lambda}$

pour tout $u,$ $v\in L^{\infty}(\Omega)$ . On rappelle les r\’esultats suivants:
DEFINITION II.1. (B\’enilan [2]). Supposons qu’un op\’erateur $A$ soit accr\’etif

dans $L^{\infty}(\Omega),$ $T>0$ et $f\in L^{1}(0, T;L^{\infty}(\Omega))$ . On appelle solution int\’egrale sur
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$[0, T]$ de l’\’equation $\frac{du}{dt}+Au\ni f$ toute fonction $u\in C([0, T];L^{\infty}(\Omega))$ v\’erifiant

$1’ in\acute{e}galit\acute{e}$

$\Vert u(t)-y\Vert_{\infty}\leqq\Vert u(s)-y\Vert_{\infty}+\int_{s}^{t}\tau(y-u(\sigma), z-f(\sigma))d\sigma$

pour tout $[y, z]\in A$ et $0\leqq s\leqq t\leqq T$ .
LEMME II.2. (B\’enilan [2]). Supp0s0ns qu’un op\’erateur A soit accr\’etif dans

$L^{\infty}(\Omega)$ et p0ur tout $\lambda>0,$ $p.p$ . $ t\in$ ] $0,$ $T$[ et $f\in L^{1}(0, T;L^{\infty}(\Omega)),$ $R(I+\lambda A)\supset D(A)$

$+\lambda f(t)$ .
Soit $u_{0}\in\overline{D(A)}^{L^{\infty}(\Omega)}$ Alors il existe $u$ une solution int\’egrale unique sur

$[0, T]$ de $\frac{du}{dt}+Au\ni f$ telle que $u(O)=u_{0}$ . De plus $u(t)\in\overline{D(A)}^{L^{\infty}(\Omega)}$ p0ur tout

$t\in[0, T]$ .
D’apr\‘es le lemme II.2 et la m-accr\’etivit\’e de $\beta A$ dans le chapitre I, on a les

r\’esultats suivants:
THEOREME II.3. SuppOsOns qu’un ope’rateurA de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et

qu’une applicatiOn $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3).
Si $\beta$ n’est pas univoque, on suppOse de plus que pOur tout $g\in L^{\infty}(\Omega)$ et

$\lambda>0$, il existe au plus un $u\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $u+\lambda\beta Au\ni g$ . Soient $\beta A$ non vide,
$f\in L^{1}(0, T;L^{\infty}(\Omega))$ et $u_{0}\in\overline{D(\beta A)}^{L^{\infty}(\Omega)}$ Alors il existe $u$ une solution int\’egrale

unique sur $[0, T]$ de $\frac{du}{dt}+\beta Au\ni f$ telle que $u(O)=u_{0}$ . De Plus $u(t)\in\overline{D(\beta A)}^{L^{\infty}(\Omega)}$

pour tout $t\in[0, T]$ .
THEOREME II.4. SuppOsOns qu’un ope’rateurA de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (K1) avec

$[0, O]\in A$ et que $\beta$ soit un graPhe maximal monotone avec $0\in\beta(0)$ . On suPpose

de Plus, $si\beta n’ estpasunivoque$ , queA est fortement injectif. $Soitu_{0}\in\overline{D(\beta A)}^{L^{\infty}(\Omega)}$ .
Alors il existe $u$ une solution int\’egrale unique sur $[0, T]$ de $\frac{du}{dt}+\beta Au\ni 0$ telle

que $u(O)=u_{0}$ . De plus, $ u(t)\in\overline{D(\beta A)}^{L(\Omega)}\infty$ pOur tout $t\in[0, T]$ .
Supposons qu’un op\’erateur $A$ soit m-accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ . On d\’efinit

l’ensemble $D(A)=\{u\in L^{\infty}(\Omega):\lim_{\lambda\rightarrow 0+}\Vert A_{\lambda}u\Vert_{\infty}<+\infty\}$ (cf. [11]).

PROPOSITION II.5. SuPposons qu’un oP\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et
qu’une applicatiOn $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3). Soit $\beta A$ non vide.
Soit $C$ un oP\’erateur $du$ th\’eo r\‘eme I.17. Alors $D(C)=D(\beta A)$ et pour tout $u\in D(\beta A)$

et $\lambda>0,$ $\Vert C_{\lambda}u\Vert_{\infty}\leqq\Vert\beta Au\Vert_{\infty}$ .
DEMONSTRATION. Soit $u\in D(C)$ . Par d\’efinition, $\Vert C_{\lambda}u\Vert_{\infty}<+\infty$ lorsque $\lambda\rightarrow$

$0+$ . Posons $w_{\lambda}=C_{\lambda}u$ ; on a $[u-\lambda w_{\lambda}, w_{\lambda}]\in C\subset\beta A$ . Par d\’ePnition, il existe
$v_{\lambda}\in L^{\infty}$ tel que $[u-\lambda w_{\lambda}, vj]\in A$ et $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $w_{\lambda}(x)\in\beta(x, v_{\lambda}(x))$ . Donc $v_{\lambda}$ est
born\’e dans $L^{\infty}$ lorsque $\lambda\rightarrow 0+$ . Soit $\lambda_{n}>0$ tel que $v_{\lambda_{n}}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ lorsque
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$\lambda_{n}\rightarrow 0+$ . Comme $u-\lambda_{n}w_{\lambda_{n}}\rightarrow u$ dans $L^{\infty}$, d’apr\‘es la proposition I.5, $[u, v]\in A$ .
Soit $M>0$ tel que $\Vert w_{\lambda}\Vert_{\infty}<M$ lorsque $\lambda\rightarrow 0+$ . D’apr\‘es (H3), il existe $v_{+},$

$v_{-}\in L^{\infty}$

tels que $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $\pm M\in\beta(x, \pm v(x))$ . On d\’efinit une application $\tilde{\beta}$ de $\Omega\times R$

dans $\mathcal{P}(R)$ par

$\beta(x, r)=\left\{\begin{array}{ll}-M+r-v_{-}(x) & si r\in] -\infty, v_{-}(x)[\\\beta(x, r) & si r\in[v_{-}(x), v_{+}(x)]\\M+r-v_{+}(x) & si r\in] v_{+}(x), +\infty[.\end{array}\right.$

Alors $\tilde{\beta}^{-1}$ v\’erifie (H2) et (H3). D’autre part, comme $v_{\lambda}(x)\in[v_{-}(x), v_{+}(x)]$ ,
lorsque $\lambda\rightarrow 0+,$ $v(x)\in[v_{-}(x), v_{+}(x)]$ . Donc par d\’efinition, $\tilde{\beta}(x, v(x))=\beta(x, v(x))$ .
Utilisant le lemme I.7, il existe $w\in L^{\infty}$ tel que $w(x)\in\tilde{\beta}(x, v(x))p$ . $p$ . $ x\in\Omega$,
d’o\‘u $w(x)\in\beta(x, v(x))p$ . $p$ . $ x\in\Omega$ et donc $[u, w]\in\beta A$ . Par cons\’equent $u\in D(\beta A)$ .

Soit $u\in D(\beta A)$ . Par d\’efinition, il existe $v,$ $w\in L^{\infty}(\Omega)$ tels que $[u, v]\in A$ et
$p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $w(x)\in\beta(x, v(x))$ . Puisque $\beta_{\epsilon_{i}}v\in\beta_{\epsilon_{i}}Au$ , on a $u=J_{\lambda,\epsilon_{i}}(u+\lambda\beta_{\epsilon_{i}}v)$ . Donc
d’apr\‘es la construction de $C$, on a

$\Vert C_{\lambda}u\Vert_{\infty}=\Vert\frac{u-(I+\lambda C)^{-1}u}{\lambda}\Vert_{\infty}$

$=\lim_{\epsilon_{i}\rightarrow 0+}\Vert\frac{J_{\lambda.\epsilon_{i}}(u+\lambda\beta_{\epsilon\ell}v)-J_{\lambda.\epsilon_{i}}u}{\lambda}||_{\infty}$

$\leqq\lim_{\epsilon_{i}\rightarrow 0+}\Vert\beta_{\text{\’{e}}}iv\Vert_{\infty}\leqq\Vert w\Vert_{\infty}$ .

Donc $u\in\hat{D}(C)$ . De plus pour tout $u\in D(\beta A)$ et $\lambda>0,$ $\Vert C_{\lambda}u\Vert_{\infty}\leqq\Vert\beta Au\Vert_{\infty}$ .
Utilisant les r\’esultats de [2], on obtient donc:
THEOREME II.6. Supp0s0ns qu’un op\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (H1) et

qu’une applicati0n $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3). Soit $\beta A$ non vide.
Si $\beta$ n’est pas univoque, on supp0se de plus pour tout $g\in L^{\infty}(\Omega)$ et $\lambda>0$, il existe
au plus un $u\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $u+\lambda\beta Au\ni g$ . Soient $f\in L^{1}(0, T;L^{\infty}(\Omega)),$ $u$ solution

$du$

int\’egrale de $\overline{dt}+\beta Au\ni f,$
$t$ point de Lebesgue \‘a droite de $f$. Alors les pro-

pri\’etes suivantes sont \’equivalentes:
(1)

(2)

En particulier, si $f\in VB(O, T;L^{\infty}(\Omega))$ , alors $u$ est lipschitzienne si et seulement
si $u(O)\in D(\beta A)$ , et alors pour tout $t\in[0, T],$ $u(t)\in D(\beta A)$ .

II.2. $Solutions:faibles$ de $\frac{du}{dt}+\beta Au\ni 0$ .

On suppose qu’un op\’erateur $A$ de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie:
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(HC) $\left\{\begin{array}{l}A est m- accr\text{\’{e}} tif dans L^{\infty}(\Omega),\\A est cycliquement monotone dans L^{2}(\Omega), c’ est-\text{\‘{a}}- dire,\end{array}\right.$

pour toute suite cyclique $u_{0},$ $u_{1},$ $u_{2},$
$\cdots$ , $u_{n}=u_{0}$ de $D(A)$ et toute suite $v_{i}\in Au_{\check{l}}$

$(i=1,2, \cdots , n)$ , on a $\sum_{i=1}^{n}\int_{\Omega}(u_{i}-u_{i-1})v_{i}\geqq 0$ .
REMARQUE II.7. (1) Supposons qu’un op\’erateur $A$ de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (HC).

Alors il existe une fonction convexe $s$ . $c$ . $i$ . propre $\varphi$ de $L^{2}(\Omega)dans$ ] $-\infty,$ $+\infty$]

telle que $ A_{2}=\partial\varphi$ , o\‘u $\partial\varphi$ est le sous diff\’erentiel de $\varphi$ . En effet, $A_{2}$ est maximaI
monotone et cycliquement monotone dans $L^{2}(\Omega)$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 2.5 de
[8], il en r\’esulte.

(2) Si un op\’erateur $A$ de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (HC), alors $A$ v\’erifie (H1).

THEOREME II.8. SuPposons qu’un oP\’erateur A de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (HC) et
qu’une applicatiOn $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie (H2) et (H3). Soit $\beta A$ non vide.
On suPpose que l’une des hyPoth\‘eses suivantes est v\’erifi\’ee:

(1) $\beta$ est univoque,
(2) pOur tout $f\in L^{\infty}(\Omega)$ et $\lambda>0$, il existe au Plus un $u\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que

$u+\lambda\beta Au\ni f$,
(3) pOur tout $M\geqq 0$, l’ensemble $\{u\in D(A):\Vert u\Vert_{\infty}+\Vert Au\Vert_{\infty}\leqq M$

soit relativement $comPact$ dans $L^{\infty}(\Omega)$ .
Alors pOur tout $u_{0}\in D(\beta A)$ , il existe $u\in\alpha[0,$ $+\infty[;L^{\infty}(\Omega))$ telle que

(2.1) $(\frac{dududt}{dt}(t)+\beta Au(t)\ni 0p.p.sur$

] $0,+\infty[$

DEMONSTRATION. Sous les hypoth\‘eses du th\’eor\‘eme, il existe un op\’erateur
$C$ m-accr\’etif de $L^{\infty}$ tel que $C\subset\beta A$ . Pour tout $\epsilon>0$, on consid\‘ere l’\’equation
approch\’ee

(2.2) $\left\{\begin{array}{ll}\frac{u_{\epsilon}(t)-u_{\epsilon}(t-\epsilon)}{\epsilon}+Cu_{\epsilon}(t)\ni 0 & si t>0\\u_{\epsilon}(t)=u_{0} & si t\leqq 0\end{array}\right.$

dans $L^{\infty}$ . Puisque $C$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}$, l’\’equation (2.2) s’\’ecrit

$\left\{\begin{array}{ll}u_{\text{\’{e}}}(t)=(I+\epsilon C)^{-1}u_{\epsilon}(t-\epsilon) & si t>0\\u_{\epsilon}(t)=u_{0} & si t\leqq 0\end{array}\right.$
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et elle admet au plus une solution. Donc $u_{\epsilon}(t)=(I+\epsilon C)^{-k}u_{0}$ pour tout $t$

$\in](k-1)\epsilon,$ $ k\epsilon$] ou $u_{\epsilon}(t)=(I+\epsilon C)^{-[t/\epsilon]}u_{0}$ pour tout $t>0$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme I
de [12], $u_{\text{\’{e}}}(t)$ converge uniform\’ement pour tout $t$ born\’e dans $L^{\infty}$ vers $u(t)$

lorsque $\epsilon\rightarrow 0+et$ si l’on pose $u(t)=S(t)u_{0}$ , alors $S(t)$ est un semi-groupe continu
de contractions non lin\’eaires engendr\’es par $C$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1.1 de

[2], la limite $u(t)$ est la solution int\’egrale sur [ $0,$ $+\infty$ [ de $\frac{du}{dt}+Cu\in 0,$ $u(O)=u_{0}$ .
De plus d’apr\‘es la proposition II.5,

$\Vert u(t)-u(s)\Vert_{\infty}\leqq|t-s|\Vert\beta Au_{0}\Vert_{\infty}$

pour tout $t,$ $s\geqq 0$ . Donc $p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty[,$ $u(t)$ est d\’erivable dans la topologle
$\sigma(L^{\infty}(\Omega), L^{1}(\Omega))$ .

Posons $w_{\text{\’{e}}}(t)=\frac{u_{\epsilon}(t)-u_{\vee}.(t-\epsilon)}{\epsilon}$ ; on a pour tout $t>0$,

$\Vert w_{\epsilon}(t)\Vert_{\infty}=\frac{1}{\epsilon}\Vert(I+\epsilon C)^{-[t/\epsilon]}u_{0}-(I+\epsilon C)^{-[(t-\epsilon)/\epsilon]}u_{0}\Vert_{\infty}\leqq\Vert\beta Au_{0}\Vert_{\infty}$ ,

d’o\‘u w\’e est born\’e dans $L^{\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)$ . Puisque $C\subset\beta A$ , soit $w_{\epsilon}(t)\in L^{\infty}(\Omega)$

tel que $w_{\epsilon}(t)+\beta v_{\epsilon}(t)\ni 0$ et $v_{\epsilon}(t)\in Au_{\text{{\it \’{e}}}}(t)$ . D’apr\‘es la remarque I.6, $v_{\epsilon}$ est aussi
born\’e dans $L^{\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)$ . Soit $\epsilon_{n}>0$ tel que $v_{\epsilon_{n}}\rightarrow v$ et $w_{\epsilon_{n}}\rightarrow w$ dans $\sigma(L^{\infty}$(] $0$,
$+\infty[\times\Omega), L^{1}(]0,$ $+\infty[\times\Omega$)) lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+$ .

Soit $T>0$ . En particulier, pour tout $\zeta\in \mathfrak{D}(]0, T[;L^{2}(\Omega))$

$\lim_{\epsilon_{n}\rightarrow 0+}\langle w_{\epsilon_{n}}, \zeta\rangle=\langle w, \zeta\rangle$ ,

d’o\‘u

$\langle\frac{du}{dt}, \zeta\rangle=-\langle u, \frac{d\zeta}{dt}\rangle$

$=-\lim_{\epsilon_{n^{\rightarrow}}0+}\langle u_{\epsilon_{n}}(t), \frac{\zeta(t+\epsilon_{n})-\zeta(t)}{\epsilon_{n}}\rangle$

$=-\lim_{\text{{\it \’{e}}}_{n^{\rightarrow 0+}}}\int_{0}^{T}\int_{\Omega}u_{\epsilon_{n}}(t)\frac{\zeta(t+\epsilon_{n})-\zeta(t)}{\epsilon_{n}}$

$=\lim_{\epsilon_{n}\rightarrow 0+}\int_{0}^{T}\int_{\rho}^{u_{\epsilon_{n}}(t)-u_{\epsilon_{n}}(r-\epsilon_{n})}\sim_{\epsilon_{n}}(t)+\varlimsup_{\epsilon_{n^{\rightarrow 0+}}}\int_{0}^{\epsilon_{n}}\int_{\Omega}\frac{u_{\epsilon_{n}}(t-\epsilon_{n})}{\epsilon_{n}}\zeta(t)$

$=\lim_{\epsilon_{n}\rightarrow 0+}\langle w_{\epsilon_{n}}, \zeta\rangle=\langle w, \zeta\rangle$ .

On a donc $\frac{du}{dt}=w$ dans $\mathfrak{D}^{\prime}(]0, +\infty[;L^{2}(\Omega))$ .

D’autre part, puisque $u_{\epsilon_{n}}\rightarrow u$ dans $L^{\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)$ et $v_{\epsilon_{n}}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{\infty}$(] $0$,
$+\infty[\times\Omega), L^{1}(]0,$ $+\infty[\times\Omega$)), d’apr\‘es la proposition I.5,
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(2.3) $u(t)\in D(A)$ et $v(i)\in Au(t)p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty[$ .

Pour montrer $\frac{du}{dt}+\beta v\ni 0$, soit $j:\Omega\times R-$] $-\infty,$ $+\infty$] l’int\’egrande convexe
normale telle que $p$ . $p$ . $x\in\Omega,$ $\partial J(x, )=\beta^{-1}(x, )$ . On pose pour tout $z\in L^{2}$(] $0$,
$T[\times\Omega)$ ,

(2.4) $J(z)=\left\{\begin{array}{ll}\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(z) & si j(z)\in L^{1}(]0, T[\times\Omega)\\+\infty & sinon.\end{array}\right.$

Alors $J$ est une fonction convexe $s$ . $c$ . $i$ . propre de $L^{2}(\Omega)$ dans ] $-\infty,$ $+\infty$] et
le sous diff\’erentiel $\partial J$ de $J$ coincide avec le prolongement de $\beta^{-1}$ \‘a $L^{2}(]0, T[\times\Omega)$ .
Donc on a pour tout $z\in L^{2}(]0, T[\times\Omega)$ ,

$J(z)-J(-w_{\epsilon_{n}})\geqq\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}(z+w_{\epsilon_{n}})$ .
D’apr\‘es (2.4), on a

$\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(-w_{\epsilon_{n}})\leqq\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(z)-\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}(z+w_{\epsilon_{n}})$

(2.5) $=\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(z)-\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}z-\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}w_{\epsilon_{n}}$

$=\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(z)-\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}z-\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}\frac{u_{\epsilon_{n}}(t)-u_{\epsilon_{n}}(t-\epsilon_{n})}{\epsilon_{n}}$ .

On va estimer le dernier terme dans (2.5). D’apr\‘es la remarque II.6, $ A_{2}=\partial\varphi$ .
Puisque $v_{\text{\’{e}}_{n}}\in\partial\varphi(u_{\epsilon_{n}})$ , on a

(2.6) $\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}(t)(u_{\epsilon_{n}}(t-\epsilon_{n})-u_{\in n}(t))\leqq\varphi(u_{\epsilon_{n}}(t-\epsilon_{n}))-\varphi(u_{\epsilon_{n}}(t))$ .

D’autre part

(2.7) $\int_{0}^{T}\frac{\varphi(u_{n\vee}(t-\epsilon_{n}))-\varphi(u_{\epsilon_{n}}(t))}{\epsilon_{n}}$

$=\frac{1}{\epsilon_{n}}\sum_{i=1}^{k}\int_{(i-1)\epsilon_{n}}^{l\epsilon_{n}}(\varphi(u_{\epsilon_{n}}(t-\epsilon_{n}))-\varphi(u_{\epsilon_{n}}(t)))$

$=\frac{1}{\epsilon_{n}}(\int_{0}^{\epsilon_{n}}\varphi(u_{0})-\int_{(k-1)\epsilon_{n}}^{k\epsilon_{n}}\varphi(u_{\epsilon_{n}}(T)))=\varphi(u_{0})-\varphi(u_{\overline{e}}n(T))$ ,

o\‘u $T=k\epsilon_{n}$ . Or d’apr\‘es le lemme 3.3 de [8], la fonction $t-\rightarrow\varphi(u(t))$ est absolu-
ment continue et $p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $T[$ ,
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$\frac{d}{dt}\varphi(u(t))=\int_{\Omega}v(t)\frac{du}{dt}(t)$ .

On a donc

(2.8) $\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v(t)\frac{du}{dt}(t)=\int_{0}^{T}\frac{d}{dt}\varphi(u(t))=\varphi(u(T))-\varphi(u_{0})$ .

Donc d’apr\‘es $(2.6)-(2.8)$ , on a

(2.9) $\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v_{\epsilon_{n}}(t)\frac{u_{\epsilon_{n}}(t)-u_{\epsilon_{n}}(t-\epsilon_{n})}{\epsilon_{n}}$

$\leqq\varphi(u_{\epsilon_{n}}(T))-\varphi(u(T))+\int_{0}^{T}\int_{\Omega}v(t)\frac{du}{dt}$ .

D’apr\‘es (2.9), l’in\’egalit\’e (2.5) s’\’ecrit

(2.10) $\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(-w_{\epsilon_{n}})$

$\leqq\varphi(u(T))-\varphi(u_{\epsilon_{n}}(T))+\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(z)-\int_{0}^{T}\downarrow_{\Omega}^{\backslash }v_{\epsilon_{n}}z-\int_{0}^{T}v\frac{du}{dt}$ .

Notons que $\varphi$ est $s$ . $c$ . $i$ . dans $L^{2}(\Omega)$ et $u_{\epsilon_{n}}(T)\rightarrow u(T)$ dans $L^{\infty}(\Omega)$ lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+$

et donc $\varphi(u(T))\leqq_{\epsilon}\varlimsup_{n^{\rightarrow 0+}}\varphi(u_{\epsilon_{n}}(T))$ . Passant \‘a la limite dans (2.10) lorsque $\epsilon_{n}\rightarrow 0+$ ,

on a

$\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(-\frac{du}{dt})\leqq\varliminf_{\epsilon_{n}\rightarrow 0+}\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(-w_{\epsilon_{n}})$

$\leqq\int_{0}^{T}\int_{\Omega}j(z)-\int_{0}^{T}\int_{\Omega^{v}}(z+\frac{du}{dt})$ ,

d’o\‘u $\frac{du}{dt}+\beta v\ni 0$ . Donc avec (2.3), on

$\frac{du}{dt}(t)+\beta Au(t)\ni 0$ $p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty[$ .
D’apr\‘es le th\’eor\‘eme II.6, $u(t)\in D(\beta A)$ pour tout $t\geqq 0$ .
REMARQUE II.9. Dans le th\’eor\‘eme II.7, si $0\in\beta(x, 0)p$ . $p$ . $ x\in\Omega$, alors

$t-\rangle\varphi(u(t))$ est d\’ecroissante. En effet, on a d’apr\‘es $v_{\epsilon}\in\partial\varphi(u_{\epsilon})$ ,

$\varphi(u_{\epsilon}(t-\epsilon))-\varphi(u_{\epsilon}(t))\geqq\epsilon\int_{\Omega}v_{\epsilon}(t)\frac{u_{\epsilon}(t-\epsilon)-u_{\epsilon}(t)}{\epsilon}$

$=-\epsilon+\int_{\Omega}v_{6}(t)w_{\epsilon}(t)\geqq 0$ ,

d’o\‘u $\varphi(u_{\epsilon}(t))\leqq\varphi(u_{\epsilon}(t-\epsilon))$ et donc $\varphi(u_{\epsilon}(t))\leqq\varphi(u_{0})$ pour tout $t\geqq 0$ . Passant \‘a la
limite lorsque $\epsilon\rightarrow 0+$ ,
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$\varphi(u(t))\leqq\varliminf_{\epsilon_{n^{\rightarrow 0+}}}\varphi(u_{\epsilon}(t))\leqq\varphi(u_{0})$

pour tout $t\geqq 0$ . Soit $0\leqq s\leqq t$ . Alors

$\varphi(u(t))=\varphi(S(t)u_{0})=\varphi(S(t-s)S(s)u_{0})$

$\leqq\varphi(S(s)u_{0})=\varphi(u(s))$ .
Donc $\varphi(u(t))$ est d\’ecroissante en $t\geqq 0$ .

REMARQUE II.10. Dans le th\’eor\‘eme II.7, si $A$ est lin\’eaire injectif, alors il
$y$ a unicit\’e de la solution $u$ de (2.1). En effet, soient $u_{1},$ $u_{2}$ deux solutions
de (2.1). D’apr\‘es la monotonie de $\beta,$ $p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty$ [, il existe $v_{i}\in Au_{i}(t)$

$(i=1,2)$ tels que

$\int_{\Omega}\frac{d}{dt}(u_{1}-u_{2})(t)(v_{1}-v_{2})\leqq 0$ .

Puisque $A$ est lin\’eaire et $ A\subset\partial\varphi$ , d’apr\‘es le lemme 3.3 de [8], on a
$\frac{d}{dt}\varphi(u_{1}-u_{2})\leqq 0p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty[;\varphi(u_{1}-u_{2})$ est decroissante en $t\geqq 0$ et donc

$\varphi(u_{1}-u_{2})=0$. Or d’apr\‘es la proposition 2.15 de [8], $\varphi(u)=\frac{1}{2}\int_{\Omega}|A_{2}^{1/2}u|^{2}$, donc

$A_{2}^{1/2}(u_{1}-u_{2})=0$ et $A(u_{1}-u_{2})=0$, d’o\‘u $u_{1}=u_{2}$ .

DEMONSTRATION. Soit $u_{0}\in D(\beta A)$ . Par d\’efinition, il existe $v_{0},$ $w_{0}\in L^{\infty}(\Omega)$

tels que $v_{0}\in Au_{0}$ et $w_{0}\in\beta(v_{0})$ . Comme dans la d\’emonstration du th\’eor\‘eme II.8,
soit $v_{\epsilon}(t)\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $v_{\epsilon}(t)\in Au_{\epsilon}(t)$ et

(2.11) $\frac{u_{\epsilon}(t)-u_{\epsilon}(t-\epsilon)}{\epsilon}+\beta v_{\epsilon}(t)\ni 0$ .

On a $\Vert v_{\epsilon}(t)\Vert_{\infty}\leqq\Vert Au_{0}\Vert_{\infty}$ . En effet d’apr\‘es (2.11)

$u_{\epsilon}(t)+\epsilon\beta v_{\epsilon}(t)\ni u_{\epsilon}(t \epsilon)$ ,

COROLLAIRE II.II. SuPposons qu’un ope’rateurA de $L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (HC) et
(K1) avec $[0, O]\in A$ et que $\beta$ soit un groupe maximal monotone avec $0\in\beta(0)$ .
On suppOse de Plus, si $\beta$ n’est pas univoque, que $A$ est fortement injectif. Alors
pOur tout $u_{0}\in D(\beta A)$, il existe $u\in C([0, +\infty[;L^{\infty}(\Omega))$ telle que

$\left\{\begin{array}{l}\frac{du}{dt}(t)\in L^{\infty}(]0, +\infty[;\sigma(L^{\infty}(\Omega), L^{1}(\Omega)))\\\underline{du}\{t)+\beta Au(t)\ni 0p.p. t\in] 0, +\infty[\\dt\\u(0)=u_{0}.\end{array}\right.$
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d’o\‘u d’apr\‘es le th\’eor\‘eme I.18, $\Vert v_{\epsilon}(t)\Vert_{\infty}\leqq\Vert Au_{\epsilon}(t-\epsilon)\Vert_{\infty}$ . Or puisque $v_{\epsilon}(t)\in Au_{\epsilon}(t)$ ,
$\Vert Au_{\epsilon}(t)\Vert_{\infty}\leqq\Vert v_{\epsilon}(t)\Vert_{\infty}$ . Donc $\Vert Au_{\text{\’{e}}}(t)\Vert_{\infty}$ est d\’ecroissant en $t$ . On a $\Vert v_{\text{\’{e}}}(t)\Vert_{\infty}\leqq\Vert Au_{0}\Vert_{\infty}$ .
On a donc

$\Vert v(t)\Vert_{\infty}\leqq\varliminf_{\epsilon_{n}\rightarrow 0+}\Vert v_{\epsilon}(t)\Vert_{\infty}\leqq\Vert Au_{0}\Vert_{\infty}$ .

Soit $M>0$ tel que $\Vert Au_{0}\Vert_{\infty}<M$. Il existe $\tilde{\beta}$ un graphe maximal monotone
surjectif tel que $\tilde{\beta}=\beta$ sur ] $-M,$ $M$[. Donc d’apr\‘es le th\’eor\‘eme II.8, il existe
$u\in C([0, +\infty[;L^{\infty}(\Omega))$ telle que

$\left\{\begin{array}{ll}\frac{du}{dt}(t)\in L^{\infty}(]0, + & [:\sigma(L^{\infty}(\Omega), L^{1}(\Omega)))\\\frac{du}{dt}(t)+\beta v(t)\ni O & et v(t)\in Au(t)p. p. t\in] 0, +\infty[\\u(0)=u_{0}. & \end{array}\right.$

Puisque $\Vert v(t)\Vert_{\infty}<M,\tilde{\beta}v(t)=\beta v(t)$ . On a donc

$\frac{du}{dt}(t)+\beta Au(t)\ni O$ $p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty[$ .

Chapitre III. Exemples et applications.

Supposons que $\varphi$ est une fonction de $L^{2}(\Omega)$ dans $[0, +\infty]$ convexe $s$ . $c$ . $i$ .
avec $\varphi(0)=0$ v\’erifiant:

(3.1) $\left\{\begin{array}{ll}pour tout u, \text{{\it \^{u}}}\in L^{2}(\Omega) & et p\in C^{1}(R) avec 0\leqq p^{\prime}\leqq 1, p(O)=0,\\\varphi(u-- p(u-\text{{\it \^{u}}}))+\varphi(\text{{\it \^{u}}}+p ( & -\text{{\it \^{u}}}))\leqq\varphi(u)+\varphi(\text{{\it \^{u}}}). (cf. [6]).\end{array}\right.$

LEMME III.1. Si $\varphi$ est une fonction de $L^{\infty}(\Omega)$ dans $[0, +\infty]$ convexe $s$ . $c$ . $i$ .
avec $\varphi(0)=0$ v\’erifiant (3.1), alors $A=\partial\varphi\cap L^{\infty}(\Omega)\times L^{\infty}(\Omega)$ v\’erifie (HC) et (K1).

DEMONSTRATION. On va d’abord d\’emontrer que $A$ v\’erifie (K2). Utilisant
(3.1), pour tout $[u, v],$ $[$ \^u, $O]\in A$ et $p\in C^{1}(R)$ avec $0\leqq p^{\prime}\leqq 1,$ $p(O)=0$, on a

(3.2) $\int_{\Omega}(v-0)$ P(u–\^u)\geqq O.

En r\’egularisant par convolution, \’etant donn\’e $p\in \mathcal{P}_{0}$ , il existe $p_{k}\in C^{1}(R)$ avec
$0\leqq p_{k}^{\prime}\leqq 1,$ $p_{k}(0)=0$ tel que $p_{k}\rightarrow p$ uniform\’ement sur tout compact. D’apr\‘es

(3.2), on a $\int_{\Omega}(v-0)p_{k}(u-\text{{\it \^{u}}})\geqq 0$ . Or on a $|(v-i))p_{k}(u-\text{{\it \^{u}}})|\leqq|(v-D)(u-\text{{\it \^{u}}})|$ . Donc

on en d\’eduit par convergence domin\’ee que $\int_{\Omega}(v-\hat{v})p(u-\hat{u})\geqq 0$ .
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Montrons $R(I+A)=L^{\infty}(\Omega)$ . Soit $f\in L^{\infty}(\Omega)$ .
Il existe $u\in L^{2}(\Omega)$ tel que $u+\partial\varphi(u)\ni f$, d’o\‘u comme $[0, O]\in A$ , on a

$\Vert u\Vert_{\infty}\leqq\Vert f\Vert_{\infty}$ et donc $u\in L^{\infty}(\Omega)$ avec $u+Au\ni f$. Par cons\’equent, $R(I+A)=L^{\infty}(\Omega)$ .
Donc $A$ v\’erifie (K2).

Comme (K2) est \’equivalente \‘a (K1) (cf. [6]), $A$ v\’erifie (K1).
D’apr\‘es (K1), $A$ est m-accr\’etif dans $L^{\infty}(\Omega)$ . On sait que $\partial\varphi$ est cyclique-

ment monotone dans $L^{2}(\Omega)$ (cf. [8]). Donc $A$ v\’erifie (HC).

EXEMPLE 1. Soit $\Omega$ un ouvert born\’e de $R^{N}$ \‘a bord $\Gamma$ r\’egulier. Soient 7
une fonction de $R$ dans $[0, +\infty]$ convexe $s$ . $c$ . $i$ . avec $j(O)=0$ et $\gamma=\partial j$ . On
d\’efinit $\varphi$ une fonction de $L^{2}(\Omega)$ par

(3.4) $\varphi(u)=\left\{\begin{array}{ll}\int_{\Omega}\frac{1}{2} grad u|^{2}+\int_{\Gamma}j(u) & si u\in H^{1}(\Omega)\\+\infty & inon.\end{array}\right.$

Alors $\varphi$ est une fonction de $L^{2}(\Omega)$ dans $[0, +\infty]$ convexe $s$ . $c$ . $i$ . avec $\varphi(0)=0$

et le sous diff\’erentiel de $\varphi$ :
$\partial\varphi=\{[u, v]\in L^{2}(\Omega)\times L^{2}(\Omega):u\in H^{2}(\Omega),$ $v=-\Delta up$ . $p$ . sur $\Omega$ ,

$\frac{\partial u}{\partial n}+\gamma(u)\ni 0p$ . $p$ . sur $\Gamma$},

o\‘u $\frac{\partial}{\partial n}$ est la d\’eriv\’ee normale ext\’erieure (cf. [7], [9]).

LEMME III.2.
(1) $\varphi$ v\’erifie (3.1),
(2) si $\gamma$ est injectif dans $R$, alors $\varphi$ est strictement convexe dans $L^{2}(\Omega)$ ,
(3) Pour tout $M\geqq 0$, l’ensemble $\{u\in D(\partial\varphi):\Vert u\Vert_{\infty}+\Vert\partial\varphi(u)\Vert_{\infty}\leqq M\}$ est relative-

ment comPact dans $C(\overline{\Omega})$ .
DEMONSTRATION. (1) Pour tout $r,\hat{r}\in R$ et $p\in C^{1}(R)$ avec $0\leqq P^{\prime}\leqq 1,$ $p(O)=0$,

on a $j(r-p(r-\hat{r}))+j(P+p(r-r))\leqq j(r)+j(r)$ .
Soient $u,$

$\text{{\it \^{u}}}\in L^{2}(\Omega)$ et $p\in C^{1}(R)$ avec $0\leqq p^{\prime}\leqq 1$ et $p(O)=0$ .
Montrons (3.1). Si \varphi (u)+\varphi (\^u)=+\infty , alors c’est trivial, Si \varphi (u)+\varphi (\^u)<+\infty ,

on a $u,$
$\text{{\it \^{u}}}\in H^{1}(\Omega)$ et donc u–p(u–\^u), \^u+P $(u-\text{{\it \^{u}}})\in H^{1}(\Omega)$ . On a donc

$\varphi(u-p(u-\hat{u}))+\varphi(\text{{\it \^{u}}}+p(u-\text{{\it \^{u}}}))$

$=\frac{1}{2}\int_{\Omega}|(1-p^{\prime}(u-\hat{u}))$ grad $u+p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}})$ grad \^u|

$+\frac{1}{2}\int_{\Omega}|(1-p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}}))$ grad $\text{{\it \^{u}}}+p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}})$ grad $u|^{z}$

$+\int_{\Gamma}j(u-p(u-\text{{\it \^{u}}}))+\int_{\Gamma}j(\text{{\it \^{u}}}+p(u-\text{{\it \^{u}}}))$
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$\leqq\frac{1}{2}\int_{\Omega}(1-p^{\prime}(u-\hat{u}))|$ grad $u|^{2}+p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}})|grad\hat{u}|^{2}$

$+\frac{1}{2}\int_{\Omega}(1-p^{\prime}(u-\hat{u}))|$ grad \^u| $+p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}})|$ grad $u|^{2}$

$+\int_{\Gamma}j(u)+\int_{\Gamma}j(\hat{u})$

$=\int_{\Omega}\frac{1}{2}$ grad $u|^{2}+\int_{\Gamma}j(u)+\int_{\Omega}\frac{1}{2}$ grad $\hat{u}|^{2}+\int_{\Gamma}j(\hat{u})$

=\varphi (u)+\varphi (\^u).

(2) Soit $\varphi(\frac{u+\hat{u}}{2})=\frac{1}{2}(\varphi(u)+\varphi(\hat{u}))$ pour $u,\hat{u}\in D(\varphi)$ . Par d\’efinition, $u,$ \^u

$\in H^{1}(\Omega)$ et $j(u),$ $j(\hat{u})\in L^{1}(\Gamma)$ . On a

$\frac{1}{2}\int_{\Omega}|grad\frac{u-\text{{\it \^{u}}}}{2}|^{2}+\int_{\Gamma}\frac{1}{2}(j(u)+j(\hat{u}))=\int_{\Gamma}j(\frac{u+\hat{u}}{2})$ .

Puisque $\frac{1}{2}(j(u)+j(\text{{\it \^{u}}}))\geqq j(\frac{u+\text{{\it \^{u}}}}{2})$ , on a $grad\frac{u-\text{{\it \^{u}}}}{2}=0$
$p$ . $p$ . sur $\Omega$ et $\frac{1}{2}(j(u)$

$+j(\text{{\it \^{u}}}))=j(\frac{u+\text{{\it \^{u}}}}{2})p$ . $p$ . sur $\Gamma$ . Donc $u=\hat{u}+cp$ . $p$ . sur $\Omega$ et comme $j$ est

strictement convexe $u=\hat{u}p$ . $p$ . sur $\Gamma$, d’o\‘u $u=\hat{u}$ dans $L^{2}(\Omega)$ .
(3) Utilisant le lemme suivant, on a (3) imm\’ediatement par Ascoli.
LEMME III.3. Pour tout $p>N$, il existe $c_{p}$ : $R^{+}\rightarrow R^{+}$ telle que lorsque

$u\in H^{2}(\Omega),$ $u-\Delta u\in L^{p}(\Omega)$ et $\frac{\partial u}{\partial n}+\gamma(u)\ni 0$ $p.p$ . sur $\Gamma$, alors $\Vert u\Vert_{W^{1.(\Omega)}}\infty\leqq c_{p}(\Vert u$

$-\Delta u\Vert_{p})$ . (cf. [10]).
REMARQUE III.4. (1) Soit $\beta$ une application de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifiant

(H2) et (H3); si $\gamma$ est injectif ou si $\beta$ est univoque, alors pour tout $f\in L^{2}(\Omega)$ ,
il $y$ a unicit\’e de la solution $u\in D(\partial\varphi)$ tel que $u+\beta\partial\varphi(u)\ni f$. (cf. Th\’eor\‘eme I.19).

(2) Par contre si $\gamma$ n’est pas injectif et $\beta$ n’est pas univoque, alors il
n’y a pas n\’ecessairement unicit\’e comme le montre le r\’esultat suivant:

Soient $N=1,$ $\Omega=$ ] $0,1[,$ $\gamma,$ $\beta$ deux graphes maximaux monotones de $R$ avec
$0\in\gamma(0),$ $0\in\beta(0),$ $\gamma$ non injectif et $\beta$ non univoque. Alors il existe $u\in W^{2,\infty}(0,1)$ ,
$f\in L^{\infty}(O, 1)$ et $c\neq 0$ tels que

(3.5) $\left\{\begin{array}{ll}u^{\prime}(0)\in\gamma(u(0))\cap\gamma(u(0)+c), & -u^{\prime}(1)\in\gamma(u(1))\cap\gamma(u(1)+c),\\(u(x)-\beta(u^{\prime\prime}(x)))\cap(u(x)+c- & (u^{\prime\prime}(x)))\ni f(x) p. p. x\in] 0,1[.\end{array}\right.$

En effet, soient $a_{1},$ $a_{2},$ $a,$ $b_{1},$ $b_{2},$ $b\in R$ tels que $a_{1}<a_{2},$ $b_{1}<b_{2}$ et $\gamma([a_{1}, a_{2}])$

$=a,$ $[b_{1}, b_{2}]=\beta(b)$ .
On pose $0<c\leqq a_{2}-a_{1}$ ,
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$u(x)=(r(-\frac{1}{2})^{2}+sax_{X}+a_{1}a(1-x)+a_{1}$
$sisisi$ $x\in[\frac{1}{3},\frac{2}{1]3}]x\in[\frac{2}{3}x\in[0,\frac{1}{3}]$

o\‘u $r,$ $s\in R$ tels que $u(\frac{1}{3})=u(\frac{2}{3})=a_{1}+\frac{a}{3}$,

$b=\left\{\begin{array}{l}0\\2r\end{array}\right.$

et

$x\in[0,$ $\frac{1}{3}]\cup[\frac{2}{3},1]$

$x\in[\frac{1}{3},$ $\frac{2}{3}]$ ,

$u(x)+c-b_{2}\leqq f(x)\leqq u(x)-b_{1}$

$p$ . $p$ . $ x\in$ ] $0,1$ [. Alors $u\in W^{\infty}(O, 1),$ $f\in L^{\infty}(O, 1)$ et $c\neq 0$ v\’erifiant (3.5).
Supposons que $\beta$ soit une application de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifiant (H2)

et (H3). On pose $D(\beta, \gamma)=D(\beta A)$ , o\‘u $A=\partial\varphi\cap L^{\infty}(\Omega)\times L^{\infty}(\Omega)$ . On a

$D(\beta, \gamma)=\{u\in L^{\infty}(\Omega)\cap H^{2}(\Omega):\frac{\partial u}{\partial n}+\gamma(u)\ni 0p$ . $p$ . sur $\Gamma$ et il existe
$w\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que $w\in\beta(\cdot, \Delta u)p$ . $p$ . sur $\Omega$ }, et

$\beta A=\{[u, w]\in L^{\infty}(\Omega)\times L^{\infty}(\Omega):u\in H^{2}(\Omega),$ $\exists v\in L^{\infty}(\Omega)$ tel que

$w\in\beta(\cdot, v),$ $v=-\Delta up$ . $p$ . sur $\Omega,$ $\frac{\partial u}{\partial n}+\gamma(u)\ni 0p$ . $p$ . sur $\Gamma$}.

THEOREME III.5. SuPposons qu’une aPplication $\beta$ de $\Omega\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifie
(H2), (H3) avec $0\in\beta(\cdot, 0)p$ . $p$ . sur $\Omega$ et $\gamma$ soit un graPhe maximal monotone avec
$0\in\gamma(0)$ . Alors pOur tout $u_{0}\in D(\beta, \gamma)$ , il existe $ u\in W^{\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)\cap$

$L^{\infty}(]0, +\infty[;H^{2}(\Omega))$ tel que

(3.6) $\left\{\begin{array}{ll}\Delta u\in L^{\infty}(]0, +\infty[ & \times\Omega\\\frac{\partial u}{\partial t}\in\beta(\cdot, \Delta u) & p.p. sur ] 0, +\infty[\times\Omega\\\frac{\partial u}{\partial n}+\gamma(u)\ni 0 & p.p. sur ] 0, +\infty[\times\Gamma\\ u(O)=u_{0} & sur \Omega.\end{array}\right.$

DEMONSTRATION. Soient $j$ une fonction de $R$ dans $[0, +\infty]$ convexe $s$ . $c$ . $i$ .
avec $j(O)=0$ et $\gamma=\partial j$ . On d\’efinit $\varphi$ une fonction de $L^{2}(\Omega)$ par (3.4).

Appliquant l’exemple 1, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme II.8 et le lemme III.2, il existe
$u\in C([0, +\infty[;L^{\infty}(\Omega))$ tel que
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$u(t)\in D(\beta, \gamma)$ pour tout $t\geqq 0$

$\frac{du}{dt}\in L^{\infty}(]0, +\infty[;\sigma(L^{\infty}(\Omega), L^{1}(\Omega)))$

$(\frac{du}{u(0)dt}(t)+\beta Au(t)\ni 0=u_{0}$

.

$p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty[$

D’apr\‘es la d\’efinition de $D(\beta, \gamma),$ $u(t)\in L^{\infty}(\Omega)\cap H^{2}(\Omega)$ pour tout $t\geqq 0$ et d’apr\‘es
(H3), $\Delta u(t)\in L^{\infty}(\Omega)$ pour tout $t\geqq 0$ et donc

$u\in L^{\infty}(]0, +\infty[\chi\Omega)\cap L^{\infty}(]0, +\infty[;H^{2}(\Omega))$ et $\Delta u\in L^{\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)$ .
Montrons $u\in W^{\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)$ . On a $u(t)\in H^{2}(\Omega)$ , $u(t)-\Delta u(t)\in L^{\infty}(\Omega)$ pour

tout $t\geqq 0$ et $\frac{\partial u}{\partial n}+\gamma(u)\ni 0p$ . $p$ . $sur$ ] $0,$ $+\infty[\times\Gamma$ . Donc d’apr\‘es le lemme III.3,

il existe $a\geqq 0$ tel que $\Vert u(t)\Vert_{W_{0}^{1.\infty}(\rho)}\leqq a$ , en particulier, $\Vert grad_{x}u(t)\Vert_{L^{\infty}(\Omega)}\leqq ap$ . $p$ .
$t\in]0,$ $+\infty$ [, et donc $\Vert$ grad $xu\Vert_{L^{\infty}(l0+\infty r\times\Omega)}\leqq a$ . Or comme on peut identifier
$L^{\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)$ avec $L^{\infty}(]0, +\infty[; \sigma(L^{\infty}(\Omega), L^{1}(\Omega)))$ , il existe $b\geqq 0$ tel que
$\Vert\frac{\partial u}{\partial t}\Vert_{L^{\infty}(l0,+\infty I\times\Omega)}\leqq b$ . Donc $u\in W_{0}^{1,\infty}(]0, +\infty[\times\Omega)$ . Enfin d’apr\‘es la d\’efinition de

$\beta A$ , on a $\frac{\partial u}{\partial t}-\beta\Delta u\ni Op$ . $p$ . $sur$ ] $0,$ $+\infty$ [ $\times\Omega$ et $\frac{\partial u}{\partial n}+\gamma(u)\ni 0p.p$ . $sur$ ] $0,$ $+\infty[$

$\times\Gamma$ . On a donc (3.6).
REMARQUE III.6. D’apr\‘es la remarque II.9, si $\gamma$ est lin\’eaire et injectif,

alors il $y$ a unicit\’e de la solution $u$ de (3.6).

EXEMPLE 2. Soient $j$ une fonction de $R$ dans $[0, +\infty]$ convexe continue
coercive $(c’ est-\grave{a}- dire\lim_{|\zeta|\rightarrow+\infty}(j(\xi)/|\xi|)=+\infty)$ , avec $j(O)=0$ et $\gamma=\partial j$ . On d\’efinit $\varphi$

une fonction de $L^{2}(0,1)$ dans $[0, +\infty]$ par

(3.7) $\varphi(u)=\left\{\begin{array}{ll}\int_{0}^{1}j(u^{\prime}) & si u\in W_{0’}^{1}(0,1)\\+\infty & sinon.\end{array}\right.$

Alors $\varphi$ est une fonction de $L^{2}(0,1)$ dans $[0, +\infty]$ convexe $s$ . $c$ . $i$ avec $\varphi(0)=0$

et le sous-diff\’erentiel de $\varphi$ :
$\partial\varphi=\{[u, v]\in L^{2}(0,1)\times L^{2}(0,1):u\in 7\eta\cdot 1(0,1)$ , il existe $w\in W^{1.1}(0,1)$ tel que

$v=-w^{\prime}$ et $w\in\gamma(u^{\prime})p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [}. (cf. [1]).

LEMME III.7.
(1) $\varphi$ v\’erifie (3.1),
(2) si $j$ est strictement convex, alors $\varphi$ est strictement $\cdot$ convexe dans $L^{2}(0,1)$ .
DEMONSTRATION.
(1) Soient $u,$

$\text{{\it \^{u}}}\in L^{2}(\Omega)$ et $p\in C^{1}(R)$ avec $0\leqq P^{\prime}\leqq 1$ et $P(0)=0$ . On montre
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(3.1). Si \varphi (u)+\varphi (\^u)=+\infty , alors c’est trivial. Si \varphi (u)+\varphi (\^u)<+\infty , alors par
d\’efinition, $u,$ $\text{{\it \^{u}}}\in W_{0}^{1.1}(0,1)$ et donc u–p(u–\^u), \^u+p $(u-\text{{\it \^{u}}})\in W_{0}^{1,1}(0,1)$ . On a donc

\varphi (u-p(u-\^u))+\varphi (\^u+p $(u-\text{{\it \^{u}}})$) $=\int_{0}^{1}u$

$+\int_{0}^{1}j((1-p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}}))\text{{\it \^{u}}}^{\prime}+p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}})u^{\prime})$

$\leqq\int_{0}^{1}(1-p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}}))j(u^{\prime})+p^{J}(u-\text{{\it \^{u}}})j(\text{{\it \^{u}}}^{\prime})$

$+\int_{0}^{1}(1-p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}}))j(\text{{\it \^{u}}}^{\prime})+p^{\prime}(u-\text{{\it \^{u}}})j(u^{\prime})$

$=\int_{0}^{1}j(u^{\prime})+\int_{0}^{1}j(\text{{\it \^{u}}}^{\prime})=\varphi(u)+\varphi(\text{{\it \^{u}}})$ .

(2) Soit $\varphi(\frac{u+\hat{u}}{2})=\frac{1}{2}(\varphi(u)+\varphi(\hat{u}))$ pour $u,\hat{u}\in D(\varphi)$ . Par d\’efinition, on a
$u,\hat{u}\in W_{0}^{1.1}(0,1)$ et $j(u^{\prime}),$ $j(\text{{\it \^{u}}}^{\prime})\in L^{1}(0,1)$ . On a donc

$\int_{0}^{1}\frac{1}{2}(j(u^{\prime})+j(\text{{\it \^{u}}}^{\prime}))=\int_{0}^{1}j(\frac{u^{\prime}+\text{{\it \^{u}}}^{\prime}}{2})$ ,

d’o\‘u

$\frac{1}{2}(j(u^{\prime})+j(\text{{\it \^{u}}}^{\prime}))=j(\frac{u^{\prime}+\text{{\it \^{u}}}^{\prime}}{2})$ $p.p$ . sur ] $0,1[$ .

Donc $u^{\prime}=\hat{u}^{\prime}p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [. On a $u=\hat{u}+cp$ . $p$ . sur ] $0,1$ [. Or comme $u,\hat{u}$

$\in W_{0}^{1,1}(0,1)$ on a u=\^u dans $L^{2}(0,1)$ .
REMARQUE III.8. Lemme III.7 est le cas o\‘u $N=1,$ $\Omega=$] $0,1$ [. Il est encore

valable dans le cas g\’en\’eral.
LEMME III.9. Soit $A=\partial\varphi\cap L^{\infty}(O, 1)\times L^{\infty}(O, 1)$ . On a

(1) $A=\{[u, v]\in L^{\infty}(0,1)\times L^{\infty}(O, 1):u\in W_{0}^{1,\infty}(0,1)$ , il existe $w=W^{1.\infty}(0,1)$ tel
que $v=-w^{\prime}$ et $w\in\gamma(u^{\prime})p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [}.

(2) Pour $[u, v]\in A$ , il existe $c:R^{+}\mapsto R^{+}$ tel que

(3.8) $\Vert u\Vert_{W_{0}^{1.\infty}(0,1)}\leqq c(\Vert v\Vert_{L^{\infty}(0,1)})$ .
(3) Pour tout $M\geqq 0$, l’ensemble

{ $ u\in D(A):\Vert u\Vert_{L^{\infty}(0,1)}+\Vert$ Au $\Vert_{L^{\infty}(0,1)}\leqq M$ }

est relativement compact dans $C([0,1])$ .
(4) Soit $[u, v]\in A$ avec $u\neq 0$ . Alors $u\in W_{0}^{1.\infty}(0,1)$ et il existe $w\in W^{1,\infty}(0,1)$

unique tel que
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(3.9) $v=-w^{\prime}$ et $w\in\gamma(u^{\prime})$ $p.p$ . sur ]$0,1[$ ,

et $l’ application$ $[u, v]-w$ est continue de A muni de la toPologie induite par
$L^{\infty}(O, 1)\times a(L^{\infty}(O, 1),$ $L^{1}(0,1))$ dans $L^{\infty}(O, 1)$ et $l’ application[u, v]-\Rightarrow w^{\prime}$ est continue
de A muni de la topologie induite Par $L^{\infty}(O, 1)\times\sigma(L^{\infty}(O, 1),$ $L^{1}(0,1))$ dans
$\sigma(L^{\infty}(O, 1),$ $L^{1}(0,1))$ .

DEMONSTRATION. (1) Soit $[u, v]\in A$ . Par d\’efinition, $u\in W_{0}^{1,1}(0,1)$ , il
existe $w\in W^{1,1}(0,1)$ tel que $v=-w^{\prime}$ et $w\in\gamma(u^{\prime})p$ . $p$ . $sur$ ] $0,1$ [. On a $\Vert w^{\prime}\Vert_{L^{\infty}(0,1)}$

$=\Vert v\Vert_{L^{\infty}(0,1)}$ et donc $w\in L^{\infty}(O, 1)$ . Puisque $\gamma$ est surjectif, $u^{\prime}\in L^{\infty}(O, 1)$ . Donc
$u\in W_{0}^{1,\infty}(0,1)$ et $w\in W^{1\infty}(0,1)$ .

(2) On suppose que (3.8) soit fausse. Il exist $[u_{n}, v_{n}]\in A$ tel que lorsque
$v_{n}$ est born\’e dans $L^{\infty},$

$u_{n}$ est non born\’e dans $W_{0}^{1,\infty}$ . Par d\’efinition $w_{\acute{n}}$ est
born\’e dans $L^{\infty}$ .

On suppose qu’il existe $ x_{0}\in$ ] $0,1$ [ tel que $w_{n}(x_{0})$ soit born\’e. Alors $w_{n}$

est born\’e dans $L^{\infty}$ et $u_{\acute{n}}$ est borne dans $L^{\infty}$, et donc $u_{n}$ est born\’e dans $L^{\infty}$ .
Donc $u_{n}$ est born\’e dans $W_{0}^{1.\infty}$ .

On suppose que pour tout $ x\in$ ] $0,1$ [, $w_{n}(x)$ est non born\’e. Il existe $n_{k}$ tel
que $ w_{n_{k}}(0)\rightarrow\pm\infty$ ; par exemple, on suppose $ w_{n_{k}}(0)\rightarrow+\infty$ . On a donc pour tout
$x\in]0,1[$,

$ w_{n_{k}}(x)=w_{n_{k}}(0)+\int_{0}^{x}w_{n_{k}}^{\prime}(\xi)d\xi\rightarrow+\infty$

uniform\’ement. On a $u_{\acute{n}_{k}}\in\gamma^{-1}(w_{n_{k}})p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [. Puisque $\gamma$ est surjectif, il
existe $r_{0}\in R$ tel que lorsque $r>r_{0}$ , on a $s\geqq 1$ et $s\in\gamma^{-1}(r)$ . Donc il existe $k$

tel que lorsque $w_{nk}(x)>r_{0}p$ . $p$ . $ x\in$ ] $0,1$ [, on a $u_{n_{k}}^{\prime}(x)\geqq 1p$ . $p$ . $ x\in$ ] $0,1$ [. Or

$\int_{0}^{1}u_{n_{k}}^{\prime}(\xi)d\xi=0$ .
(3) Utilisant (2), d’apr\‘es la hypoth\‘ese, il existe $a\geqq 0$ tel que $\Vert u\Vert_{W_{0}^{1,\infty}(0,1)}$

$\leqq a$ . Donc on a (3) par Ascoli.
(4) Soient $w,\hat{w}\in W^{1\infty}(0,1)$ v\’erifiant (3.9). On a $w^{\prime}=-v=\hat{w}^{\prime}$ et donc

$\hat{w}=w+c$ .
Soit $c\neq 0$ . Soit $j^{*}$ la fonction convexe conjug\’ee de $j$ d\’efinie sur $R$ . Alors

$\gamma^{-1}=\partial j^{*}$ et $u^{\prime}\in\gamma^{-1}(w)\cap\gamma^{-1}(\hat{w})$ , d’o\‘u $j^{*}(w)^{\prime}=-u^{\prime}v=j^{*}(\hat{w})^{\prime}$ . Donc $j^{*}(\hat{w})=j^{*}(\hat{w})+C$ .
Mais $u^{\prime}w=j^{*}(w)+j(u^{\prime})$ et $u^{\prime}(w+c)=j^{*}(a)+j(u^{\prime})$ , donc $u^{\prime}(w+c)=u^{\prime}w+C$ et

$u^{\prime}=C/c,$ $d’ 0\grave{u}\int_{0}^{1}u^{\prime}=0=C/c$ . On en d\’eduit $C=0$ ; donc $u^{\prime}=0$ et $u=0$ . Or d’apr\‘es

la hypoth\‘ese, on a $u\neq 0$ . Donc $c=0$, d’o\‘u $w=\hat{w}$ .
On va d\’emontrer la continuit\’e. Soient $[u_{i}, v_{i}]\in A$ et $[u, v]\in A$ tels que

$u_{l}\rightarrow u$ dans $L^{\infty}$ et $v_{i}\rightarrow v$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ . Par d\’efinition, il existe $w_{i},$
$w\in W^{1\infty}$

tels que $v_{i}=-w_{\acute{i}},$ $w_{i}\in\gamma(u_{i}^{\prime})$ et $v=-w^{\prime},$ $w\in\gamma(u^{\prime})p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [. D’o\‘u $w_{\acute{i}}\rightarrow w^{\prime}$

dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ . Montrons $w_{i}\rightarrow w$ dans $L^{\infty}(O, 1)$ . D’apr\‘es (2), $\{w_{i}\}$ est born\’e
dans $L^{\infty}$ et donc relativement compact dans $L^{\infty}$ . D’apr\‘es (2), $\{u_{i}^{\prime}\}$ est born\’e
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dans $L^{\infty}$ . Soient $w_{i_{j}}\rightarrow\overline{w}$ dans $L^{\infty}$ et $u_{i_{j}}\rightarrow u^{\prime}$ dans $\sigma(L^{\infty}, L^{1})$ . On a $w\in\gamma(u^{\prime})$ .
Comme $w_{i_{j}}\rightarrow\overline{w}^{\prime}$ dans $a(L^{\infty}, L^{1})$ , $v_{i_{j}}\rightarrow-\overline{w}^{\prime}$ dans $a(L^{\infty}, L^{1})$ . Donc $v=-\overline{w}^{\prime}$ .
D’apr\‘es la unicit\’e de $w$ , on a $w=\overline{w}$ . On a $w_{i}\rightarrow w$ dans $L^{\infty}(O, 1)$ .

On suppose que $\beta$ soit une application de ] $0,1[\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$ v\’erifiant
(H2) et (H3). On pose $D(\beta, \gamma)=D(\beta A)$ , o\‘u $A=\partial\varphi\cap L^{\infty}(O, 1)\times L^{\infty}(O, 1)$ On a

$D(\beta, \gamma)=\{u\in W_{0}^{1,\infty}(0,1)$ : il existe $w\in W^{1.\infty}(0,1)$ tel que $w\in\gamma(u^{\prime})$

$p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [ et il existe $z\in L^{\infty}(O, 1)$ tel que $z\in\beta(\cdot, -w^{\prime})$

$p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [},

et
$\beta A=\{[u, z]\in L^{\infty}(0,1)\times L^{\infty}(O, 1):u\in W_{0}^{1,\infty}(0,1)$ , il existe $v^{\prime}\in L^{\infty}(O, 1)$

tel que $z\in\beta(\cdot, v)p$ . $p$ . sur ]$0,1$ [ et il existe $w\in W^{1\infty}(0,1)$

tel que $v=-w^{\prime}$ et $w\in\gamma(u^{\prime})p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [}.

THEOREME III.10. SuPposons qu’une aPplication $\beta$ de ] $0,1[\times R$ dans $\mathcal{P}(R)$

$v\delta rifie$ (H2), (H3) avec $0\in\beta(\cdot, 0)p$ . $p$ . sur ] $0,1$ [ et $\gamma$ soit un graPhe maximal
monotone avec $D(\gamma)=R(\gamma)=R$ et $0\in\gamma(0)$ . Alors pour tout $u_{0}\in D(\beta, \gamma)$ , il existe
$u\in W^{1\infty}(]0, +\infty[\times]0,1[)$ et $w\in L^{\infty}(]0, +\infty[\times]0,1[)$ tels que

$\int w_{x}\in L^{\infty}(]0,+\infty[.\times]0,1[)u_{t}\in\beta(\cdot,w_{x})p$. $psur$ ] $0,+\infty[\times]0,1[$

$|_{u(0,x)=u_{0}(x)pcurtoutx\in]0,1[}^{w\in\gamma(u_{x})p.p.sur]0,+\infty[\times]0,1[}u(t,0)=u(t,1)=0pourtoutt\geqq 0$

.

DEMONSTRATION. Soint $j$ une fonction de $R$ dans $[0, +\infty]$ convexe $s$ . $c$ . $i$

avec $j(O)=0$ et $\gamma=\partial j$ . D’apr\‘es les hypoth\‘eses de $\gamma$, la fonction $j$ est continue
et coercive. On d\’efinit $\varphi$ une fonction de $L^{2}(0,1)$ par (3.1). Appliquant
l’exemple 2, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme II.8, le lemme III.7 et le lemme III.9, il existe
$u\in C([0, +\infty[;L^{\infty}(O, 1))$ tel que

$(_{\frac{du}{u(0)dt}(t)+\beta Au(t)\ni 0ppt\in]0’}^{\frac{u(t)du}{dt}\in L^{\infty}(]0,+\infty[;a(L^{\infty}(0,1)}=u_{0}.+\infty[L^{1}(0, 1)))$

D’apr\‘es la d\’efinition de $D(\beta, \gamma),$ $u(t)\in W_{0}^{1,\infty}(0,1)$ pour tout $t\geqq 0$ et donc $u,$ $u_{x}$

$\in L^{\infty}(]0, +\infty[\times]0,1[)$ . Or comme on peut identifier $L^{\infty}(]0, +\infty[\times]0,1[)$
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avec $L^{\infty}(]0, +\infty[;\sigma(L^{\infty}(O, 1), L^{1}(0,1)))$ , on a $u_{t}\in L^{\infty}(]0, +\infty[\times]0,1[)$ . Donc
$u\in W^{1\infty}(]0, +\infty[\times]0,1[)$ et $u(t, O)=u(t, 1)=0$ pour tout $t\geqq 0$ .

Utilisant de $fa\sigma on$ pr\’ecise la d\’emonstration du th\’eor\‘eme II.8, il existe

$v\in L^{\infty}(]0, +\infty[;a(L^{\infty}(O, 1), L^{1}(0,1)))$ tel que $v(t)\in Au(t)$ et $\frac{du}{dt}(t)+\beta v(t)\ni 0$

$p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty$ [. Si $u(t_{0})=0$, alors pour tout $t\geqq t_{0}$ , on peut prendre $u(t)=0$ ;
on peut donc supposer $u(t)\neq 0$ pour tout $t\geqq 0$ . D’apr\‘es le lemme III.9, (4), il
existe $w\in L^{\infty}(]0, +\infty[;L^{\infty}(O, 1))$ avec $w_{x}\in L^{\infty}(]0, +\infty[;\sigma(L^{\infty}(O, 1), L^{1}(0,1)))$

tel que $v(t)=-w_{x}(t),$ $w(t)\in\gamma(u_{x}(t))p$ . $p$ . $ t\in$ ] $0,$ $+\infty$ [. D’o\‘u le r\’esultat par
identiPcation de $L^{\infty}(]0, +\infty[\times]0,1[)$ et $L^{\infty}(]0, +\infty[;a(L^{\infty}(O, 1), L^{1}(0,1)))$ .
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