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Soit $K/k_{0}$ une extension galoisienne d’un corps de nombres. On se propose
d’\’etudier le nombre de classes de $K$, lorsque $K/k_{0}$ v\’erifie les deux conditions
suivantes:

–le corps de base $k_{0}$ est soit le corps des rationnels, soit un corps quadra-
tique imaginaire.

–le groupe $Ga1(K/k_{0})$ est le produit semi-direct d’un sous-groupe distingu\’e
d’ordre $P$ premier impair par un sous-groupe isomorphe \‘a $Z/mZ$.

Dans la premi\‘ere partie, nous rappelons bri\‘evement comment obtenir une
relation entre r\’egulateurs et nombres de classes de $K$ et de certains de ses
sous-corps, d’apr\‘es les travaux d’E. Artin ([1]) et de R. Brauer ([2]). Puis
un assez long calcul nous permet d’\’evaluer le quotient des r\’egulateurs qui
figure dans la relation ci-dessus. Cela nous permet d’\’ecrire une formule o\‘u
n’apparaissent que des nombres de classes, une puissance de $p$ , et un indice de
groupes d’unit\’es, $a$ . Signalons que A. Scholz ([6]) fut le premier \‘a d\’emontrer
une formule de ce genre, lorsque $p=3$ et $m=2$ ; et dans [4], on trouve le
r\’esultat pour le cas $2p$ . Enfin, le dernier paragraphe est consacr\’e \‘a l’\’etude de
l’indice $a$ : c’est une puissance de $p$ , dont nous donnons un majorant.

Relation entre r\’egulateurs et nombres de classes.

Pr\’ecisons d’abord quelques notations. Pour tout corps de nombres $\Lambda$ ,
d\’esignons par:

$D_{\Lambda}$ le discriminant absolu,
$h_{\Lambda}$ le nombre de classes,
$R_{\Lambda}$ le r\’egulateur,
$s_{\Lambda}$ le nombre de plongements r\’eels,
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$2t_{\Lambda}$ le nombre de plongements complexes,
$U_{\Lambda}$ le groupe des unites de $\Lambda$ ,
$V_{\Lambda}$ le sous-groupe de torsion de $U_{\Lambda}$ ,

et $E_{\Lambda}$ le quotient $U_{\Lambda}/V_{\Lambda}$ .

Supposons d’abord simplement que le corps $K$ soit une extension galoisienne
finie d’un corps de nombres $k_{0}$ , de groupe de Galois $G$ . La formule analytique
du nombre de classes donne une relation bien connue entre $h_{K}$ , la fonction $\zeta_{K}$ ,
$R_{K}$ et $D_{K}$ . Les calculs sur les fonctions “z\^eta’’ se ram\‘enent \‘a des calculs sur
les fonctions $L$ d’Artin. Gr\^ace \‘a certains entiers, li\’es aux caract\‘eres de $G$ ,
introduits par E. Artin dans [1], on traite de la m\^eme mani\‘ere les calculs sur
les discriminants. On utilise alors le th\’eor\‘eme suivant, d\^u \‘a R. Brauer [2]:

TH\’EOR\‘EME 1. Soit $G$ un qroupe fini. Pour tout sous-groupe $H$ de $G$ , on note
$\chi_{H}^{*}$ le caract\‘ere de $G$ induit par le caract\‘e $re$ trivial $\chi_{H}$ de H. Soit $\Phi$ un caract\‘ere
sur $G,$ \‘a valeurs rationnelles. Alors

$\Phi=$ $\sum$ $c_{H}\chi_{H}^{*}$

$H$ sous groupe
cyclique de $G$

o\‘u $ C_{H}=\frac{CardH}{CardG}\times$
$H^{\prime}\sum_{Sous}$

$\mu([H^{\prime} : H]\Phi(z^{\prime})$ , o\‘u $\mu$ d\’esigne la fonction de
cyclique de $G$ contenant $H$

Mobius, et $z^{\prime}$ un g\’en\’erateur de $H^{\prime}$ .
$Pla\sigma ons$-nous maintenant dans le cas o\‘u $K/k_{0}$ est une extension galoisienne

de degr\’e $pm$ , telle que:

$-p$ soit un nombre premier impair,
$-m$ divise $p-1$ ,

$-G=Ga1(K/k_{0})$ soit engendr\’e par deux g\’en\’erateurs $\sigma$ et $\tau$ , li\’es par les
relations

$\sigma^{p}=\tau^{m}=1$

$\tau\sigma\tau^{-1}=\sigma^{r}$ ,

o\‘u $r$ est une racine primitive $m$-i\‘eme de l’unit\’e modulo $p$ .
On note $H$ le sous-groupe engendr\’e par $\sigma,$ $g_{i}$ le sous-groupe engendr\’e par

$\sigma^{i}\tau\sigma^{-i},$ $k$ le sous-corps fixe par $H,$ $L_{i}$ celui qui est invariant par $g_{i}$ , et l’on pose
$L=L_{p}$ . Gr\^ace au th\’eor\‘eme 1, on obtient les relations:

$\zeta_{k_{0}}(s)^{m}\zeta_{K}(s)=\zeta_{L}(s)^{m}\zeta_{k}(s)$ (1)
et

$|D_{k_{0}}|^{m}|D_{K}|=|D_{L}|^{m}|D_{k}|$ . (2)

A partir de ces relations, on d\’emontre facilement la proposition suivante:
PROPOSITION 2. Soit $K/k_{0}$ une extension galoisienne non ab\’elienne de degr\’e

$pm$ , pr\’ecis\’ee ci-dessus. Alors
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$h_{K}=\frac{h_{k}h_{L}^{m}}{h_{k_{0}}^{m}}\times\frac{R_{k}R_{L}^{m}}{R_{K}R_{k}^{m_{0}}}$ .

Calcul du quotient des r\’egulateurs, lorsque $G$ est non ab\’elien d’ordre $pm$ ,
et que $k_{0}$ est soit un corps quadratique imaginaire, soit $Q$ .

L’hypoth\‘ese sur $k_{0}$ que l’on vient d’introduire facilite beaucoup les calculs,
car alors $R_{k_{0}}=1$ , le Z-rang de $E_{k_{0}}$ est nul, et l’intersection de deux Z-modules
$E_{L_{i}}$ est r\’eduite \‘a 1. Pour poursuivre, il faut distinguer maintenant le cas $K$

r\’eel’’ du cas $K$ imaginaire”.
1) $K$ r\’eel.
N\’ecessairement, $k_{0}=Q$ . Les Z-modules $E_{K},$ $E_{L},$ $E_{k}$ ont respectivement pour

rang $pm-l,$ $p-1$ et $m-1$ . Posons

$a=(E_{K} : E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma^{m-1}}}E_{k})$ ;

cet indice $a$ est \‘a priori fini ou infini. Soit $\varphi$ le plongement usuel de $E_{K}$ dans
l’espace logarithmique $R^{s_{K}+t_{K}}$ ; l’image de $E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma m-1}}E_{J\iota}$ est un sous-r\’eseau
de $\varphi(E_{K})$ , et d’apr\‘es le th\’eor\‘eme sur les diviseurs \’el\’ementaires, le rapport des
volumes des parall\’el\’epip\‘edes fondamentaux vaut $a$ . Donc le rapport des
r\’egulateurs vaut aussi $a$ . Notons $R^{*}$ celui de $E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma^{m-1}}}E_{k}$ .

$R^{*}=aR_{K}$ . (3)

Soit $\{\epsilon_{1}, \cdots , \epsilon_{p-1}\}$ (resp. $\{\eta_{1},$ $\cdots$ , $\eta_{m-1}\}$ ) un syst\‘eme d’unit\’es fondamentales de
$L$ (resp. $k$). Le r\’egulateur $R^{*}$ est la valeur absolue d’un des mineurs d’ordre
$pm-1$ de la matrice:

(les exposants des unit\’es sont lus de droite \‘a gauche).

Les $\eta_{i}$ sont fixes par $\sigma$ , et les $\epsilon_{i}$ par $\tau$ . Posons

$E_{i}=\left(\begin{array}{l}ln|\epsilon_{1}|\\ln|\epsilon^{\sigma^{i}}|\end{array}\right)$ , $0\leqq i\leqq p-1$ , et $F_{j}=\left(\begin{array}{ll}ln|\eta_{1}| & \\ln|\eta^{\tau J} & |\end{array}\right)r$ , $0\leqq j\leqq m-1$ .

La matrice s’\’ecrit:
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$[E_{1}\cdot.\cdot\cdot.\cdot\cdot.\cdot E_{0}E_{m-1}E_{m-1+p-1}F_{0}F_{0}E_{0}\cdots E_{p-1}:.F_{1}F_{1}F_{m-1}F_{m-1}E_{(m- 1)r}E_{(m- 1)r+p-1}E_{(m- 1)r^{m-1}}E_{(m- 1)_{f}m-1+p- 1}E_{r}\cdot.\cdot E_{r+p- 1}\cdot.\cdot.\cdot.E_{r^{m-1}}\cdot.\cdot.\cdot.E_{r^{m- 1}+p- 1}E_{0}\cdot..\cdot.\cdot.\cdot.E_{p-1}\cdot.\cdot.\cdot.E_{0}\cdot.\cdot.\cdot.E_{p- 1}$ $)$ .

Supprimons la $p$-i\‘eme colonne pour obtenir $R^{*}$ . Sur chaque autre colonne
d’indice multiple de $p$ , ajoutons les $p-1$ colonnes pr\’ec\’edentes, en remarquant
que $E_{0}+E_{1}+$ $+E_{p-1}=0$ . En regroupant les $0$ , il vient

$R^{*}=|$ det $\left\{\begin{array}{lllllllllll}E_{0} & \cdots & E_{p-2} & \cdots & E_{0} & \cdots & E_{p-2} & \cdots & 0 & \cdots & 0\\\vdots & & \vdots & & \vdots & & \vdots & & \vdots & & \vdots\\ E_{m-1} & \cdots & E_{m-1+p- 2} & \cdots & E_{(m- 1)r^{m-1}} & \cdots & \vdots & \cdots & E_{(m- 1)r^{m-1}+p- 2}0 & \cdots & 0\\F_{0} & \cdots & F_{0} & \cdots & F_{m-1} & \cdots & F_{m-1} & \cdots & pF_{1} & \cdots & pF_{m- 1}\end{array}\right\}|$ .

En effectuant le produit par blocs, on obtient:

$R^{*}=p^{m-1}R_{k}\Delta_{1}$ (4)

avec $\Delta_{1}=|$ det $\left\{\begin{array}{lllllll}E_{0} & \cdots & E_{p-2} & \cdots & E_{0} & \cdots & E_{p-2}\\E_{m-1} & \cdots & E_{m-1+p-2} & \cdots & E_{(m- 1)r^{m-1}} & \cdots & E_{(m- 1)r^{m-1}+p- 2}\end{array}\right\}|$ .

Le d\’eterminant $\Delta_{1}$ ne d\’epend plus que du corps $L$ . On le calcule en effectuant
des r\’eductions successives, gr\^ace au lemme suivant qui se d\’emontre facilement:

LEMME 3. Soient $n$ un entier, $c_{1},$ $c_{n}n$ colonnes de $n-1$ r\’eels telles que

$c_{1}+c_{2}+$ $+c_{n}=(0)$ .
Alors det $(c_{1}-c_{2}, c_{2}-c_{3}, \cdots , c_{n-1}-c_{n})=n$ det $(c_{1}, \cdots , c_{n-1})$ .

Pour pre’ciser la me’thode utilis\’ee, donnons la premi\‘ere r\’eduction: $\Delta_{1}$ est
compos\’e de $m$ blocs, ayant tous la m\^eme premi\‘ere ligne; conservons le premier
bloc, et \‘a chacun des autres, retranchons colonne \‘a colonne le pr\’ec\’edent. Comme
la premi\‘ere colonne de chaque bloc d\’etermine celui-ci, nous l’\’ecrirons seule. On
obtient:

$\Delta_{1}=R_{L}\Delta_{2}$ (5)

avec $\Delta_{2}=|$ det $\left\{\begin{array}{llll}E_{r}-E_{1} & E_{r^{2}}-E_{r} & \cdots & E_{r^{m- 1}}-E_{r^{m- 2}}\\E_{2r}-E_{2} & E_{2r^{2}}-E_{2r} & \cdots & E_{2r^{m-1}}-E_{2r^{m-2}}\\\vdots & \vdots & & \\E_{(m- 1)r}-E_{m-1} & E_{(m-1)r^{2}}-E_{(m- 1)r} & \cdots & E_{(m- 1)r^{m- 1}}-E_{(m- 1)r^{m-2}}\end{array}\right\}|$ .

Effectuons le changement de variable

$A_{\lambda}^{i.l}=E_{\lambda+lr^{i- 1(r-1)}}-E_{\lambda}$ ,

avec $1\leqq i\leqq m-1$ et $1\leqq l\leqq m-1$ .



Nombre de classes 241

Le d\’eterminant $\Delta_{2}$ s’\’ecrit en fonction des $A_{\lambda}^{i,l}$ :

$\Delta_{2}=|$ det $[A_{m-1}^{1,m-1}A_{2}^{1,2}A_{1}^{1.1}$ $A_{2r^{2}}^{2}A_{r}^{2.1}A_{(m-1)r}^{2’,m-1}$

:
$A_{r^{m-2}}^{m-1.1}A_{2r^{m-2}}^{m-1,2}A_{(m-i)r^{m-2}}^{m-1m-1}:)|l$

C’est une forme analogue \‘a celle de $\Delta_{1}$ . On obtient ainsi

$\Delta_{i}=p^{i-1}\Delta_{i+1}R_{L}$ (6)

$1\leqq i\leqq m$

$\Delta_{m+1}=1$ .

En regroupant les formules (3), (4), (5) et (6), on trouve l’\’egalit\’e

$R^{*}=R_{k}R_{L}^{m}p^{(m-1)+1+2+\cdots+m-1}$ .
D’o\‘u

$h_{K}=a\frac{h_{k}h_{L}^{m}}{(m-1)(m+2)}$ . (7)
$p\overline{2}$

2) $K$ imaginaire, $k_{0}=Q$ .
Dans ce cas, $m$ est pair; posons $m=2n$, et $q=\frac{p-1}{2}$ . Les rangs des Z-

modules $E_{K},$ $E_{L}$ et $E_{k}$ valent respectivement $pn$– $l,$ $q$ et $n-1$ ; l’indice $a=$

$(E_{K} : E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma m-1}}E_{k})$ peut donc \^etre fini. Notons $R^{*}$ le r\’egulateur de
$E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma m-1}}E_{k}$ ; comme dans le cas r\’eel,

$R^{*}=aR_{K}$ . (8)

D\’esignons par $\{\epsilon_{1}, \epsilon_{q}\}$ (resp. $\{\eta_{1}$ , – , $\eta_{n-1}\}$ ) un syst\‘eme d’unit\’es fondamentales
de $L$ (resp. $k$). Comme $L$ admet un plongement r\’eel, supposons $\epsilon_{1},$ $\epsilon_{q}$ r\’eels.
D’autre part, la restriction de la conjugaison complexe \‘a $K$ est $\tau^{n}$ ; on v\’erifie
que les isomorphismes $\sigma^{i}\tau^{j}$ , pour $0\leqq i\leqq p-1$ , et $0\leqq j\leqq n-1$ , constituent un syst\‘eme
exact de repr\’esentants modulo la conjugaison complexe. Le r\’egulateur $R^{*}$ est
donc la valeur absolue d’un des mineurs d’ordre $pn-l$ de la matrice

Les $\eta_{l}$ sont Pxes par $\sigma$, et les $\epsilon_{i}$ par $\tau$ . Notons $E_{i}$ la matrice-colonne
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$\left(\begin{array}{l}ln|\epsilon_{1}^{\sigma^{i}}|\\ln|\epsilon_{2}^{\sigma^{i}}|\\ln|\epsilon_{q}^{\sigma^{i}}|\end{array}\right)$ et $F_{i}$ la matrice-colonne $\left(\begin{array}{ll}2ln|\eta_{1}^{\tau^{i}}| & \\2ln|\eta_{2}^{r^{i}}| & \\\vdots & \\2ln|\eta_{n}^{\tau^{i}} & 1|\end{array}\right)$ . Comme $r^{n}\equiv-1$ modulo $p$ ,

$\tau^{n}\sigma^{i}=\sigma^{-i}\tau^{n}$ , et $E_{i}^{\tau^{n}}=E_{i}=E_{p-i}$ . Avec ces notations,

$ R_{k}=|\det$ $(F_{0}, F_{1}, \cdots , F_{n-2})|$ ,

$R_{L}=|$ det $(E_{0},2E_{1}, 2E_{q-1})|=|\det(2E_{1},2E_{2}, \cdots , 2E_{q})|$ ,

et la matrice s’\’ecrit:

$(2E_{1}2..E_{0}F_{0}2E_{m- 1}$ $2E_{2}2E_{m}2E_{1}F_{0}:\ldots 2E_{0}2E_{p- 1}F_{0}2E_{m-1+p-1}$ $2E_{r}2E_{0}2E_{(m- 1)\gamma}F_{1}:\ldots 2E_{0}2E_{\gamma}F_{n-1}2E_{(m-1)r^{n-1}}:n-1\ldots 2E_{p- 1}2E_{r^{n-1}+p- 1}F_{n-1}2E_{(m-1)r^{n-1}+p-1}:]$ .

Supprimons la premi\‘ere colonne; sur chaque autre colonne d’indice congru \‘a 1
modulo $p$ , ajoutons les $p-1$ colonnes suivantes, en remarquant que $ E_{0}+E_{1}+\cdots$

$+E_{p-1}=0$ . En regroupant les z\’eros, on obtient:

$R^{*}=|$ det $[F_{0}2E_{m}2E_{\iota}$ $2E_{p-1}F_{0}2E_{m- 1+p-1}:F_{1}2E_{(m- 1)r+1}2E_{1}:\ldots F_{n- 1}pF_{1}\cdot pF_{n- 1}2E_{(m- 1)r^{n-1}+p-1}\dot{0}\dot{0}2E_{p-1}0\cdot..\cdot..\cdot.0:::]|$ .

Donc
$R^{*}=p^{n-1}R_{k}\Delta_{1}$ (9)

avec

$\Delta_{1}=|$ det $[_{2E_{m}}2E_{1}$

...
$2E_{m-1+p-1}2E_{p-1}:$. $2E_{(m-1)r+1}2E_{1}:\ldots 2E_{(m-1)\gamma+p-J}2E_{p-J}:\ldots 2E_{(m-1)r^{n-1}+p-1}2E_{p-1}:]|$ .

De nouveau, le d\’eterminant $\Delta_{1}$ ne d\’epend que de $L$ ; c’est la juxtaposition de
$n$ blocs de largeur $p-1$ , de hauteur $m\times q$ . A chaque bloc (\‘a partir du deuxi\‘eme),
retranchons le premier bloc, colonne par colonne. Dans le premier bloc, retran-
chons \‘a la colonne commengant par $E_{q+i}(1\leqq i\leqq q)$ celle commengant par $E_{q+1-i}$ .
Comme $E_{q+i}=E_{q+1-i}$ , on obtient:

$\Delta_{1}=R_{L}\Delta_{2}$ (10)

avec
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$\Delta_{2}=$

$|\det\left\{\begin{array}{llllll}2E_{q+2}-2E_{q+1} & \cdots & 2E_{0}-2E_{2} & 2E_{r+1}-2E_{2} & \cdots & 2E_{r^{n-1}+p-1}-2E_{0}\\\vdots & & & & & \\2E_{q+m}-2E_{q+m-1} & \cdots & 2E_{m-2}-2E_{m} & 2E_{(m-1)r+1}-2E_{m} & \cdots & 2E_{(m-1)r^{n-1}+p- 1}-2E_{m-2}\end{array}\right\}|$ .

Pour les r\’eductions suivantes, nous utiliserons les lemmes ci-dessous:
LEMME 4. Soient $E_{0},$ $E_{1},$ $\cdots$ , $E_{q},$ $q+1$ colonnes de $q$ r\’eels tels que $E_{0}+2E_{1}$

$+$ $+2E_{q}=0$ . Posons $p=2q+1$ . Alors

$|\det[2E_{0}-2E_{1},2E_{1}-2E_{2}, 2E_{q-1}-2E_{q}]|=p|\det[E_{0},2E_{1}, 2E_{q- 1}]|$

$=|\det[2E_{q-1}-2E_{q-2},2E_{q- 2}-2E_{q- 3}, 2E_{1}-2E_{0},2E_{0}-2E_{q}]|$ .

LEMME 5. Soient $p$ un entier impair, $A_{0},$ $A_{1},$ $A_{p-1},$ $p$ colonnes de $q=\frac{p-1}{2}$

r\’eels tels que $A_{0}=0$ et $A_{i}=A_{p- i}$ , p0ur $1\leqq i\leqq p-1$ . Alors

$|\det$ $(A_{1}-A_{0}, A_{2}-A_{1}, \cdots , A_{q}-A_{q- 1})|=|\det(A_{1}, A_{2}, \cdots , A_{q})|$ .

LEMME 6. Soient $p$ un entier impair, $B_{0},$ $B_{1},$ $B_{p-1},$ $p$ colonnes de $q=\frac{p-1}{2}$

r\’eels tels que $B_{0}+B_{1}+$ $+B_{p-1}=0$ et que $B_{i}=B_{p- i}$ . Alors

$|\det(B_{1}-B_{0}, B_{2}-B_{1}, B_{q}-B_{q-1})|=p$ ldet $(B_{1}, B_{2}, \cdots , B_{q})|$ .

La premi\‘ere ligne du premier bloc de $\Delta_{2}$ s’\’ecrit \‘a l’aide de diff\’erences
$2E_{l}-2E_{j}$ , avec $2\leqq j\leqq q+1$ , et $l+j=p+2$ . Donc

2$E_{l}-2E_{j}=2E_{p+2-j}-2E_{j}=2E_{j-2}-2E_{j}$ .

On v\’erifie que toutes les diff\’erences du type $2E_{j-2}-2E_{j}$ pour $0\leqq j\leqq p-1$ ,
figurent, au signe pr\‘es, dans l’ensemble $\{2E_{j-2}-2E_{j}, 2\leqq j\leqq q+1\}$ . Comme 2 est
inversible modulo $p$, on peut annuler la premi\‘ere ligne de tous les blocs de $\Delta_{2}$ ,
\‘a partir du deuxi\‘eme, en retranchant des sommes de $(2E_{j-2}-2E_{j})$ . En utilisant
le lemme 4, il vient

$\Delta_{2}=pR_{L}\Delta_{3}$ . (11)

Les lemmes 5 et 6 permettent de poursuivre les r\’eductions, et l’on arrive \‘a
l’\’egalit\’e

$R^{*}=R_{k}R_{L}^{m}p^{n-1+a}$ ,

o\‘u $\alpha$ est la somme des entiers impairs inf\’erieurs \‘a $m$ . $D’ 0\grave{u}$

$h_{K}=a\frac{h_{k}h_{L}^{m}}{p^{\frac{m^{2}+2m-4}{4}}}$ . (12)

3) $K$ imaginaire et $k_{0}$ quadratique imaginaire.
Dans ce dernier cas, les Z-rangs de $E_{K},$ $E_{L}$ et $E_{k}$ sont respectivement de
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$pm$–1, $p-1$ et $m-1$ . Posons $a=(E_{K} : E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma m-1}}E_{k})$ . On a encore, si $R^{*}$

d\’esigne le r\’egulateur de $E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma^{m-1}}}E_{k}$ ,

$R^{*}=aR_{K}$ .
Comme la restriction \‘a $k_{0}$ de la conjugaison complexe correspond au Q-isomor-
phisme non trivial de $k_{0}$ , pour \’ecrire $R^{*}$ , il suffit de consid\’erer les plongements
de $K$ de la forme $\sigma^{i}\tau^{j},$ $0\leqq i\leqq p-1$ et $0\leqq j\leqq m-1$ . En posant

$E_{i}=\left(\begin{array}{ll}2ln|\epsilon_{1}| & \\2ln|\epsilon^{\sigma^{i}} & |\end{array}\right)$ et $F_{j}=(2ln|\eta_{m-1}^{rJ}|:)$

$2ln|\eta_{1}^{\tau J}|$

$R^{*}$ est identique au $R^{*}$ calcul\’e pour le cas r\’eel. On obtient donc

$h_{K}=a\frac{h_{k}h_{L}^{m}}{h_{k_{0}}^{m}p^{\frac{(m-1)(m+2)}{2}}}$ . (13)

Rassemblons les r\’esultats (7), (12) et (13) dans l’\’enonc\’e suivant:
TH\’EOR\‘EME 7. Soit $K/k_{0}$ une extension “di\’edrale’’ de degr\’e $pm$ de $k_{0},$ corps

quadratique imaginaire ou corps des rationnels. Alors

$h_{K}=a\frac{h_{k}h_{L}^{m}}{h_{k_{0}}^{m}}\times\frac{1}{p^{b}}$ ,

$(m-1)(m+2)$
$o\iota 1a=(E_{K} : E_{L}E_{L^{\sigma}}\cdots E_{L^{\sigma^{m- 1}}}E_{k})$ , et o\‘u $b$ est un entier qui vaut $\overline{2}$

si $K$ est r\’eel ou $k_{0}$ quadratique imaginaire, et $\frac{m^{2}+2m-4}{4}$ lorsque $K$ est une

extension imaginaire de $Q$ .

Evaluation de l’indice $a$ .
Dans ce paragraphe, nous conservons les hypoth\‘eses du Th\’eor\‘eme 7. En

plus des notations d\’efinies dans la premi\‘ere partie, d\’esignons par
$H_{\Lambda}$ le groupe des id\’eaux principaux (fractionnaires) du corps de nombres

alg\’ebriques $\Lambda$ ,

$U_{K/k}=\{\epsilon\in U_{K}|N_{K/k}\epsilon=1\}$

et
$E_{K/k}=U_{K/k}\cdot V_{K}/V_{K}$ .

Il est clair que $V_{K}=V_{k}$ , et que si $v$ est un entier valant 1 lorsque $k$ contient
les racines $p$-i\‘emes de l’unit\’e, et $0$ sinon, le groupe $U_{K/k}\cap V_{k}$ poss\‘ede $p^{v}$ \’el\’ements.

Supposons $k_{0}\neq Q(\sqrt{-3})$ , ou $k_{0}=Q(\sqrt{-3})$ er $p\neq 3$ . Alors comme $E_{L^{\sigma^{\nu}}}$ se
plonge naturellement dans $E_{K/k^{\prime}}$ et l’on d\’ePnit
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$a_{0}=(E_{K/k}$ : $\prod_{\nu=0}^{m-1}E_{L^{\sigma^{\nu}}})$ .

L’indice $a$ peut alors s’\’ecrire:

$a=a_{0}\cdot(E_{K} : E_{K/k}\cdot E_{k})$ .
Il suffit d’appliquer les r\’esultats de M. Rosen ([5]) pour obtenir la structure de
$E_{K/k}$ . Soient $\zeta$ une racine primitive $P$-i\‘eme de l’unit\’e, $R$ l’anneau $Z[\zeta]$ , et $R_{0}$

le sous-anneau de $R$ fixe par l’isomorphisme $\psi$ d\’efini par $(\zeta-\rangle\zeta^{r})$ . Alors $A=$

$Z[G]/(1+\sigma+ -- +\sigma^{p-1})$ est isomorphe \‘a l’alg\‘ebre \‘a produit crois\’e $R[\langle\tau\rangle];E_{K/k}$

est un A-module sans torsion, donc il existe un isomorphisme de A-modules:

$E_{K/k}\cong\bigoplus_{i=1}^{l}(1-\zeta)^{\epsilon_{i}}\mathfrak{a}_{i}R$ ,

o\‘u $s$ est un entier qui vaut $m$ si $K$ est r\’eel ou $k_{0}\neq Q$ , et $m/2$ si $K$ est imaginaire
et $k_{0}=Q$ ; les $\mathfrak{a}_{i}$ sont des id\’eaux de $R_{0}$ , et les $\epsilon_{i}$ sont des entiers v\’eriPant
$0\leqq\epsilon_{i}<m$ . Dans cet isomorphisme, l’action de $\sigma$ correspond \‘a la multiplication
par $\zeta$ , et l’action de $\tau$ \‘a celle de $\psi$ . On obtient ainsi l’isomorphisme:

$E_{L}\cong\bigoplus_{i=1}^{l}\mathcal{P}^{\text{\’{e}}_{i}}\mathfrak{a}_{i\prime}$

o\‘u $\mathcal{P}=(1-\zeta)R\cap R_{0}$ , et o\‘u $\tilde{\epsilon}_{i}=\{_{1}^{0}sisi\epsilon_{t}>0\epsilon_{i}=0$ . De plus,

$E_{K/k}/\prod_{\nu=0}^{m- 1}E_{L^{\sigma^{\nu}}}\cong\bigoplus_{i\Rightarrow 1}^{l}(1-\zeta)^{\tilde{\epsilon}_{i}}R/\mathcal{P}^{\epsilon}{}^{t}R_{j}$

c’est un $p$-groupe ab\’elien \’el\’ementaire, d’ordre $P^{i=1}\Sigma^{s}\delta_{i}$ o\‘u
si $\epsilon_{i}=0$

$\delta_{i}=\{_{m-\epsilon_{i}}^{0}$

si $\epsilon_{i}>0$

Ceci implique

$a_{0}=\prod_{i=1}^{s}p^{\delta i}\leqq p^{s(m-1)}$ .

Pour obtenir l’interpr\’etation des nombres $\delta_{i}$ (resp. $\epsilon_{i}$) en termes de groupes
d’unit\’es, d\’esignons par $r_{j}$ le nombre d’indices $i\in\{1, -- , s\}$ pour lesquels $1\leqq\epsilon_{i}\leqq j$ ;
on v\’erifie que $p^{r_{j}}$ est l’ordre du $P$-groupe ab\’elien \’el\’ementaire
$E_{L}^{(1-\sigma)^{j}}\cap E_{K/k}^{p}/E_{L}^{p(1-\sigma)^{f}}$, et que, si $j>1$ , on a:

$p^{r_{j^{-r}j-1}}=(E_{L}^{(1-\sigma)}j\cap Eg_{/k} ; E_{L}^{(1-\sigma)J}\cap E\&(1k-\sigma))$ .
Avant d’utiliser cette remarque pour pr\’eciser $r_{1}$ , d\’emontrons Ie r\’esultat

suivant:
LEMME 8. Soient $\epsilon\in U_{K/k},$ $\gamma\in K^{*}$ et $\omega\in k^{*}$ tels que $\epsilon^{1-\sigma}=\gamma^{p}\omega$ ; alors on peut

trouver un entier $d$ premier \‘a $p$, et un entier $u$ tels que $N_{K/k}(\gamma)^{u}=\omega^{d}$ .
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D\’EMONSTRATION: Appliquons $(1-\sigma)^{p-2}$ \‘a $\epsilon^{1-\sigma}=\gamma^{p}\omega$ ; comme $(1-\sigma)^{p-1}=p\lambda$

$+\sum_{\nu=0}^{p-1}\sigma^{\nu}$ , o\‘u $\lambda\in Z[\langle\sigma\rangle]$ est un \’el\’ement inversible de $Z_{p}[\langle\sigma\rangle]$ , (cf. [3], p. 30),

$\epsilon^{p\lambda}=\gamma^{p(1-\sigma)p- 2}$ ;

choisissons $\lambda^{\prime}\in Z[\langle\sigma\rangle]$ et $d\in Z$ de sorte que $(p, d)=1$ et que $\lambda\lambda^{\prime}=d$, extrayons
les racines $P$-i\‘emes, et appliquons $\lambda^{\prime}(1-\sigma)$ ; on obtient ainsi:

$\epsilon^{d(1-\sigma)}=\gamma^{\lambda^{\prime}(1-\sigma)}p-1=\gamma^{ap}\cdot N_{K/k}(\gamma^{\lambda^{\prime}})$ .

Comme $\lambda^{\prime}\in Z[\langle\sigma\rangle]$ , il existe un entier $u$ tel que

$N_{K^{f}k}(\gamma^{\lambda^{\prime}})=N_{K/k}(\gamma^{u})$ et $N_{K/k}(\gamma)^{u}=\omega^{d}$ . C. Q. F. D.

Consid\’erons maintenant les groupes d’id\’eaux $H_{K0}=\{(\alpha)\in H_{K}|(\alpha)^{\sigma}=(\alpha)\}$ , et
$H_{L,0}=H_{L}\cap H_{K,0}$ . Si $(\alpha)\in H_{L,0}$ , alors $(\alpha^{p})=(N_{L/k_{0}}(\alpha))\in H_{k_{0}}$ , donc il existe $\epsilon\in U_{L}$

et $\mu\in k_{0}^{*}$ tels que $\alpha^{p}=\mu\epsilon$ . Posons $\Phi(\alpha)=\epsilon^{1-\sigma}$ ; nous obtenons le r\’esultat suivant:
PROPOSITION 9. $\Phi$ induit un \’ePimorphisme

$\tilde{\Phi}:H_{L,0}/H_{k_{0}}\rightarrow E_{L}^{1-\sigma}\cap E_{K/k}^{p}/E_{L}^{p(1-\sigma)}$ .
Si $L=k_{0}(\Psi\overline{\beta})$ , avec $\beta\in k_{0}$ , le noyau de $\tilde{\Phi}$ est un groupe d’ordre $p$ , engendr\’e par
$(\Psi\overline{\beta})\cdot H_{k_{0}}$ . Sinon, $L^{p}\cap k_{0}=k_{0}^{p}$ , et $\tilde{\Phi}$ est un isomorphisme.

D\’EMONSTRATION: On v\’erifie sans probl\‘eme que $\Phi$ induit un homomor-
phisme $\tilde{\Phi}$ : $H_{L,0}/H_{k_{0}}\rightarrow E_{L}^{1-\sigma}\cap E_{K/k}^{p}/E_{L}^{p(1-\sigma)}$ . Pour d\’eterminer le noyau de $\tilde{\Phi}$ ,
choisissons $(\alpha)\in H_{L,0}$ tel que $\alpha^{p}=\mu\epsilon$ et $\epsilon^{1-0}=\gamma_{0}^{p(1-\sigma)}\omega$ , avec $\mu\in k_{0}^{*},$ $\epsilon\in U_{L},$

$\gamma_{0}$

$\in U_{L},$ $\omega\in V_{k}$ . Comme $N_{K/k}(\omega)=1,$ $\omega$ est une racine $p$-i\‘eme de l’unit\’e; mais
$\alpha^{p(1-\sigma)}=\epsilon^{1-\sigma}=\gamma_{0}^{p(1-\sigma)}\omega$ , donc $\omega=1$ et $(\alpha\gamma_{0}^{-1})^{p}\in k\cap L=k_{0}$ . Si $L^{p}\cap k_{0}=k_{0}^{p},$ $\alpha\gamma_{0}^{-1}\in k_{0}$ ,

et $(\alpha)\in H_{k_{0}}$ ; si $L=k_{0}(\sqrt[p]{\beta})$ , il est clair que $(\sqrt[p]{\beta})H_{k_{0}}$ engendre le noyau de $\tilde{\Phi}$ .
Reste \‘a d\’emontrer la surjectivit\’e: choisissons $\epsilon\in U_{L}$ et $\gamma\in U_{K/k}$ tels que

$\epsilon^{1-\sigma}=\gamma^{p}\omega$ ; alors il existe $\delta\in K^{*}$ tel que $\delta^{1-\sigma}=\gamma$ , et d’apr\‘es lemme 8, $\omega=1$ . Il
suffit de poser $\mu=N_{K/L}(\epsilon\delta^{-p})^{(p-1)/m}$ et $\alpha=\epsilon\cdot N_{K/L}(\delta)^{-(p-1)/m}$ pour obtenir le r\’esultat
cherch\’e: $\alpha^{p}=\mu\epsilon$ , avec $\mu\in k_{0}$ et $\alpha\in L$ . C. Q. F. D.

La proposition 9 conduit \‘a l’estimation suivante pour l’indice $a$ : lorsque
$k_{0}\neq Q(\sqrt{-3})$ , ou $k_{0}=Q(\sqrt{-3})$ et $p\neq 3$ :

TH\’EOR\‘EME 10. $a=P^{\alpha+w}$ , o\‘u $0\leqq\alpha\leqq s(m-1)$ et o\‘u

1 si $K=k(\Psi\overline{u})$ , avec $u$ unit\’e de $k$ ,
$w=\{0$

sinon.

D\’EMONSTRATION: Il est suffisant de v\’erifier que
$(^{*})$ $p^{\tau_{1}}\leqq p^{w-v}|H_{K,0}/H_{k}|$ ;

en effet, dans ce cas, on a:
$p^{r_{1}}\leqq p^{1+w-v}(U_{k} : N_{K/k}U_{K})$ ,



Nombre de classes 247

gr\^ace \‘a l’isomorphisme $H_{K,0}/H_{k}\cong H^{1}(\langle\backslash /\sigma\rangle, U_{K})$ , et \‘a la relation $|H^{1}(\langle\sigma\rangle, U_{K})|$

$=p(U_{k} : N_{Kfk}U_{K})$ (voir [7]). D’autre part,

$a_{0}\leqq p^{\tau_{1}(m-1)+(s-r_{1})(m-2)}$ ,

et d’apr\‘es $(^{*})$ ,

$(E_{K} : E_{K/k}E_{k})=(U_{K} : U_{K/k}U_{k})=\frac{p^{s+v-1}}{(U_{k}:N_{K/k}U_{K})}\leqq p^{s-r_{1}+w}$ .

Donc on obtient:
$a=a_{0}(E_{K} : E_{K/k}E_{k})\leqq p^{S(m-1)+w}$ .

Pour d\’emontrer $(*)$ , observons d’abord que le plongement de $H_{L}$ dans $H_{K}$

induit un monomorphisme de $H_{L,0}/H_{k_{0}}$ dans $H_{K,0}/H_{k}$ ; distinguons alors quatre
cas:

1) Si $v=0$, alors $w=0,$ $L$ n’est pas de la forme $k_{0}(\sqrt[p]{\beta})$ , avec $\beta\in k_{0}$ , donc

$p^{r_{1}}=|H_{L,0}/H_{k_{0}}|\leqq|H_{K,0}/H_{k}|$ .
2) Si $v=1$ et $L=k_{0}(\sqrt[p]{\beta})$ , avec $\beta$ dans $k_{0}$ , alors $\beta$ ne peut \^etre une unit\’e

de $k_{0}$ ; (sinon $\beta$ serait une racine de l’unit\’e et $L/k_{0}$ serait galoisienne, ce qui
est en contradiction avec l’hypoth\‘ese). On obtient $K=k(\sqrt[p]{\beta})$ , et comme $p$ ne
divise pas $[k:k_{0}],$ $\beta$ ne peut \^etre remplac\’e par une unit\’e de $k$ , si bien que
$w=0$. La proposition 9 implique alors:

$p^{r_{1}}=p^{-1}|H_{L,0}/H_{k_{0}}|\leqq p^{-1}|H_{K,0}/H_{k}|$ .

3) Si $v=1$ , si $L$ n’est pas de la forme $k_{0}(\sqrt[p]{\beta})$ , avec $\beta$ \’el\’ement de $k_{0}$ , et si
$w=0$, alors $K=k(\sqrt[\mathcal{D}]{u})$ et $(\sqrt[\mathcal{D}]{u})\not\in H_{k}$ ;

$u^{\tau}=u^{i}y^{p}$ avec $y\in k,$ $i\not\equiv 1$ mod $p$ ,

et ainsi, $(\sqrt[p]{u})$ appartient \‘a $H_{K,0}$ sans appartenir \‘a $H_{L},{}_{0}H_{k}$ ; cela conduit \‘a

l’in\’egalit\’e:

$p^{r_{1}}=|H_{L,0}/H_{k_{0}}|\leqq p^{-1}|H_{K,0}/H_{k}|$ .
4) Si $v=w=1$ , alors d’apr\‘es 2), $L$ n’est pas de la forme $k_{0}(\$^{\prime}\overline{\beta})$ avec $\beta$

dans $k_{0}$ , et gr\^ace \‘a la proposition 9 on obtient

$p^{r_{1}}=|H_{L,0}/H_{k_{0}}|\leqq|H_{K,0}/H_{k}|$ ,

ce qui termine la d\’emonstration. C. Q. F. D.
REMARQUE. Le th\’eor\‘eme 10 est encore valable pour $k_{0}=Q(\sqrt{-3})$ er $p=3$,

mais la d\’emonstration demande d’autres m\’ethodes.
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