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Soit K/k, une extension galoisienne d’'un corps de nombres. On se propose
d’étudier le nombre de classes de K, lorsque K/k, vérifie les deux conditions
suivantes :

——1le corps de base k, est soit le corps des rationnels, soit un corps quadra-
tique imaginaire.

——Ile groupe Gal(K/k,) est le produit semi-direct d’un sous-groupe distingué
d’ordre p premier impair par un sous-groupe isomorphe a Z/mZ.

Dans la premiére partie, nous rappelons briévement comment obtenir une
relation entre régulateurs et nombres de classes de K et de certains de ses
sous-corps, d’apres les travaux d’E. Artin ((I]) et de R. Brauer ([Z2]). Puis
un assez long calcul nous permet d’évaluer le quotient des régulateurs qui
figure dans la relation ci-dessus. Cela nous permet d’écrire une formule ou
n’apparaissent que des nombres de classes, une puissance de p, et un indice de
groupes d'unités, a. Signalons que A. Scholz ([6]) fut le premier a démontrer
une formule de ce genre, lorsque p=3 et m=2; et dans [4], on trouve le
résultat pour le cas 2p. Enfin, le dernier paragraphe est consacré a 1'étude de
I'indice a: c’est une puissance de p, dont nous donnons un majorant.

Relation entre régulateurs et nombres de classes.

Précisons d’abord quelques notations. Pour tout corps de nombres A,
désignons par :

D4 le discriminant absolu,

hs le nombre de classes,

R4 le régulateur,

s4 le nombre de plongements réels,
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2t4 le nombre de plongements complexes,
U, le groupe des unités de 4,
V41 le sous-groupe de torsion de Uy,

et E,4 le quotient Uy/V 4.

Supposons d’abord simplement que le corps K soit une extension galoisienne
finie d’'un corps de nombres k,, de groupe de Galois G. La formule analytique
du nombre de classes donne une relation bien connue entre /g, la fonction (g,
Ryx et Dg. Les calculs sur les fonctions “zéta” se rameénent a des calculs sur
les fonctions L d’Artin. Grice a certains entiers, liés aux caractéres de G,
introduits par E. Artin dans [17], on traite de la méme maniére les calculs sur
les discriminants. On utilise alors le théoréme suivant, dd a R. Brauer [2]:

THEOREME 1. Soit G un groupe fini. Pour tout sous-groupe H de G, on note
1% le caractere de G induit par le caractere trivial Xy de H. Soit @ un caractere
sur G, a valeurs rationnelles. Alors

o= > CHX}ki

H sous-groupe
cyclique de G

. CardH

= N (CH : H10(z'), ou p désigne la fonction de

Card G H' sous-groupe

cyclique de G contenant H
Mbébius, et 2’ un générateur de H'.
Plagons-nous maintenant dans le cas ou K/k, est une extension galoisienne
de degré pm, telle que:

——p so0it un nombre premier impair,
—m divise p—1,
——G=Gal (K/k,) soit engendré par deux générateurs ¢ et 7, liés par les
relations
gP=r"=1
rot " '=0",
ou 7 est une racine primitive m-iéme de l'unité modulo p.
On note H le sous-groupe engendré par o, g; le sous-groupe engendré par
o'ta™?, k le sous-corps fixe par H, L; celui qui est invariant par g;, et 'on pose
L=L, Gréce au théoréme 1, on obtient les relations:

Cro(9™Lx()=Lr()"Li(s) ey
| Dey|™ | Dic| =D |™| Dyl. 2

et

A vpartir de ces relations, on démontre facilement la proposition suivante :
PROPOSITION 2. Soit K/k, une extension galoisienne non abélienne de degré
pm, précisée ci-dessus. Alors
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Calcul du quotient des régulateurs, lorsque G est non abélien d’ordre pm,
et que fk, est soit un corps quadratique imaginaire, soit Q.

L’hypothése sur k, que I'on vient d’introduire facilite beaucoup les calculs,
car alors R;,=1, le Z-rang de E,, est nul, et I'intersection de deux Z-modules
E;, est réduite a 1. Pour poursuivre, il faut distinguer maintenant le cas “K
réel” du cas “K imaginaire”.

1) K réel.

Nécessairement, k,=Q. Les Z-modules Eg, E,, E, ont respectivement pour
rang pm—1, p—1 et m—1. Posons

a=(Ex: E,E;; - E;omn—1E});

cet indice a est a priori fini ou infini. Soit ¢ le plongement usuel de Ex dans
I'espace logarithmique R°.*'%; 'image de E,E,, - E sm-1E, est un sous-réseau
de ¢(Eg), et d’aprés le théoréme sur les diviseurs élémentaires, le rapport des
volumes des parallélépipédes fondamentaux vaut a. Donc le rapport des

régulateurs vaut aussi a. Notons R* celui de E, E;, -+ E on-1E,.
R*:CZRK. (3)
Soit {e;, =+, ep-1} (resp. {7y, =, Pm-1}) un systéme d’'unités fondamentales de
L (resp. k). Le régulateur R* est la valeur absolue d’un des mineurs d’ordre
pm—1 de la matrice :
Inleg| - In|ef® | in|el] - Inlef® ] o In]ed™ Y - In|edP Y
In]gp_y]reereeeeee In|es (| - In|eglyie ] ceeeeemnnnnineenns In|eg?ii ™
lnlefl ............... lnlef”[... ln|8‘17p_170[ .................. ln!efp_l':m_lol
lnle;’_nl-li ......... lnls;‘iql_ll .................................... ln|ezf.1.1:'m_lam—1|
ln[ﬁl]
ln!nm*ll ......... lnl')?m_ll .................................... lnl‘r];"np__ilfm_l
(les exposants des unités sont lus de droite a gauche).
Les 7; sont fixes par o, et les ¢; par z. Posons
In|ef’| _ In|n¥| .
E=( 1, )0=izp-1, et F=( ¢ ), 05j=m-1.
ARy In|ng_

La matrice s’écrit:
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Ey, -+Ep_ E, Epy -+ E, Epy
E, - E, E. e Eripor I S vr Eym-t14p-1

Em—l Em*1+p—1 E(m—l)r E(m—l)r+p—1 E‘(m-l)rm_1 o E(m—l)rm_1+p—1

F, - F, F, - F, s Frey N

Supprimons la p-iéme colonne pour obtenir R*. Sur chaque autre colonne
d’indice multiple de p, ajoutons les p—1 colonnes précédentes, en remarquant
que E,+E,+ - +E,-,=0. En regroupant les 0, il vient

E, E,., o By o Epy e 0--0

R*=| det '

Em—l Em—1+p—2 E(m~1)rm-‘1 E(m-l)rm‘1+p—2 0---0

F, - F, T R PFy + pFm_y
En effectuant le produit par blocs, on obtient:
R¥*=p™" 'R, d, 4)

Ey, - E,., o E, - Ep_y

avec 4,= det[

Em—l Em-1+p—2 E(m-l)r‘m'l E(m-l)rm‘1+p-2

Le déterminant 4, ne dépend plus que du corps L. On le calcule en effectuant
des réductions successives, grice au lemme suivant qui se démontre facilement :
LEMME 3. Soient n un entier, ¢y, -+, cn n colonnes de n—1 réels telles que

Cl+62+ A +Cn:(0) .

Alors det (c;—c¢y, C2—C5, ***, Cpy—Cp)=ndet (¢, **, Cny) -

Pour préciser la méthode utilisée, donnons la premiére réduction: 4, est
composé de m blocs, ayant tous la méme premiére ligne ; conservons le premier
bloc, et a chacun des autres, retranchons colonne a colonne le précédent. Comme
la premiére colonne de chaque bloc détermine celui-ci, nous 'écrirons seule. On
obtient :

A1:RLAZ (5)
ET—'El Erz—“ET b Erm—l—Erm-Z
avec AZZ det EZT'._EZ EZTZ'_EQT "'EZTm—l_Egrm—Z

.

E(m—l)‘r—Em—l E(m—l)'rZ_E(m-l)r o E(m—-l)rm‘l_E(m—Drm"2
Effectuons le changement de variable
il — .
Aﬁ _El+lr1“1(r—1)_EZ:

avec 1=5i1m—1 et 1=5/<m—1.
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Le déterminant 4, s’écrit en fonction des A%’:

1,1 2,1 -1,1
Al Ar o :."m—z
1,2 2,2 vee m—1,2
dp=|det| 4B A o Apa ||
Al.m—l ; 2,m—1 ee m—1,m—1
m—1 (m—Dr (m—-1)rm—2

C'est une forme analogue a celle de 4,. On obtient ainsi
4;=p*" 4Ry, ©)
1=i=m
Api=1.
En regroupant les formules (3), (4), (5) et (6), on trouve 1’égalité

R*:RkRZn p(m—1)+1+2+~-~+m—1 .

D’ou
hyh
hx=a- (m—l)s(m+2) . @
2) K imaginaire, k,=Q.
. —1
Dans ce cas, m est pair; posons m=2n, et g= p 5 Les rangs des Z-

modules Eg, E; et E, valent respectivement pn—1, ¢ et n—1; l'indice a=
(Ex: ELE,s - E om-1E;) peut donc étre fini. Notons R* le régulateur de
ELE,; -+ E;om-1E,; comme dans le cas réel,

*:aRK. (8)

Désignons par {e,, -+, e;} (resp. {7y, -+, 9n-1}) un systéme d’unités fondamentales
de L (resp.k). Comme L admet un plongement réel, supposons e, -+, &, réels.
D’autre part, la restriction de la conjugaison complexe a K est z™; on vérifie
que les isomorphismes a’z/, pour 0<i<p—1, et 0= j=<n—1, constituent un systéme
exact de représentants modulo la conjugaison complexe. Le régulateur R* est
donc la valeur absolue d’'un des mineurs d’ordre pn—1 de la matrice

2inle;] - Zlnlef”'1{21n.|ef| Zlnlgi’p_”l e 2] ZZnI.ei’p'lf”'ll .
2lr:Ll " | Zlnfl e glnlégp—lfam-ll 21n[eg;”"lf”‘10m’1|
217?[7]1| 21n.|771f| 21n|?7fp—1fl 2an7.7‘1”’"1’""1|
Unlgenl o 2nlgial L ] g2

Les 7; sont fixes par o, et les ¢; par z. Notons E; la matrice-colonne
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Inef’| 2in |77’
inlef’| | et F ; la matrice-colonne Zan?ﬁil . Comme r"=-—1 modulo p,
Inled’] 2n |7,

the'=0""c", et Ei"=E;=FE,_;. Avec ces notations,
R.,=|det (Fy, Fy, -+, Fr-2)l,
Ri=\|det (E,, 2E,, ---, 2E )| =|det (2E,, 2E,, ---, 2E )|,
et la matrice s’écrit:
2E,  2E, - 2E,_, 2E, - 2E, e 2B,
2E, 2E, 2E, 2E, = 2B 2Emeip
OE,.. 2En - 2Emris 2Eenvr 2Bt < 2Eonprotspos
F, F, - F, F, oo Foey R

Supprimons la premiére colonne; sur chaque autre colonne d’indice congru a 1
modulo p, ajoutons les p—1 colonnes suivantes, en remarquant que E,+F,+ ---
+E,_,=0. En regroupant les zéros, on obtient:

2.E1 Z_Ep—l 2E1 2Ep_1 0 0
R*=| det 2:E'm. Z:EI‘m—l+p—1 Z:E(m_l)rﬂ ZE:(m—l)T"‘1+p—1 0 0
F, - F, F, o Fpy PFy - pFu_y
Donc
R*=p" 'R, 4, @
avec
2E, 2E,_, 2E, - 2E,-, e 2F,
d,=|det| : : : : : }
2En - 2Em-15p-1 2Em-nyrir ot 2Em-onrip-1 vt 2Em-nrm-14p-1

De nouveau, le déterminant 4, ne dépend que de L; c’est la juxtaposition de
n blocs de largeur p—1, de hauteur mXq. A chaque bloc (a partir du deuxiéme),
retranchons le premier bloc, colonne par colonne. Dans le premier bloc, retran-
chons a la colonne commencant par E,..; 1=<i<q) celle commencant par Eg.;_;.
Comme E,,;—=FE,,,-;, on obtient:

Al—:RLAg (10)

avec
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AZZ
{2Eq+2_2Eq+1 A 2E0_2E2 2Er+1—2E2 i 2E7-n—1+p_1"‘2E0
det :
2Eq+m_2Eq+m-1 2Em—2—2Em 2E(m—1)r+1*2Em 2E(m—1)rn*1+p-1_"2Em-2

Pour les réductions suivantes, nous utiliserons les lemmes ci-dessous :
LEMME 4. Soient E,, E,, -+, E;, q-+1 colonnes de q réels tels que E,+2E,
+ - +2E,=0. Posons p=2q+1. Alors

ldet [2E0—2E1, 2E1_2E2, ety 2Eq_1_‘2Eq] l :p [ det [Eo, 2E1, Tty 2Eq-1][
. l det [2Eq_1'—'2Eq_2, 2Eq_2'—'2Eq._3, Tty 2E1'_2E0, 2E0_2Eq] | .

LEMME 5. Soient p un entier impair, Ay, Ay, +-+, Ap-1, p colonnes de g= p;l
réels tels que Ay=0 et A;=A,_;, pour 1=i<p—1. Alors
|det (A,— Ay, As— Ay, -+, Ag—Ag-p | =|det (4, As, -+, AQ].
LEMME 6. Soient p un entier impair, B,, By, -*-, Bp-1, p colonnes de g= pgl

réels tels que By-+B,+ -+ +B,.,=0 et que B;=B,_;. Alors
| det (Bl_Blh B,—B,, -, Bq—Bq—l)! :pl det (B,, B,, -+, Bq)l-

La premiére ligne du premier bloc de 4, s’écrit a l'aide de différences
2E,—2E;, avec 2=j=q+1, et [+j=p-+2. Donc

2EL""2Ej:2Ep+2_j‘2Ej:2Ej_2_ZE]' .

On vérifie que toutes les différences du type 2F; ,—2E; pour 0=<j=<p—1,
figurent, au signe prés, dans ensemble {2F; ,—2F;, 2<j<g+1}. Comme 2 est
inversible modulo p, on peut annuler la premiére ligne de tous les blocs de 4,,
a partir du deuxiéme, en retranchant des sommes de (2E; ,—2FE;). En utilisant
le lemme 4, il vient

4,=pR d,. 1)

Les lemmes 5 et 6 permettent de poursuivre les réductions, et l'on arrive a
I'égalité
R*:RkRinpn—l+a:

ol a est la somme des entiers impairs inférieurs a m. D’ou

(12)

3) K imaginaire et k, quadratique imaginaire.
Dans ce dernier cas, les Z-rangs de Ex, E; et E, sont respectivement de
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pm—1, p—1 et m—1. Posons a=(Ex:E,E,, - E;sn-1E;). On a encore, si R*
désigne le régulateur de E, E,, - E;on-1E,,

R*:GRK .

Comme la restriction a k, de la conjugaison complexe correspond au Q-isomor-
phisme non trivial de &, pour écrire R*, il suffit de considérer les plongements
de K de la forme o'z?, 0=i=<p—1 et 0=7=<m—1. En posant

2ln]§3’i] B 2!n|_77{j|
Ei:(Zlnl:e;’,i_l > o Fj_( 21nl:77§nj_1 )

R* est identique au R* calculé pour le cas réel. On obtient donc

h h?
T (13)
hpp T

0

hK:a

Rassemblons les résultats (7), et dans 'énoncé suivant :
THEOREME 7. Soit K/k, une extension ‘‘diédrale” de degré pm de k,, corps
quadratique imaginaire ou corps des rationnels. Alors

hm
hK:aﬁLm'L— X 'ib"
%o D
N N . . "_1 2
ou a=(Eg: ELE,; - E;sm-1E}), et oil b est un entier qui vaut Ln}__)z(m_-%_-_)m
2 —
si K est réel ou k, quadratique imaginaire, et —%ﬁ lorsque K est une

extension imaginaire de Q.

Evaluation de l’indice a.

Dans ce paragraphe, nous conservons les hypothéses du Théoréme 7. En
plus des notations définies dans la premiére partie, désignons par
H, le groupe des idéaux principaux (fractionnaires) du corps de nombres
algébriques 4,

Ugn={e€Ug|Ngpe=1}

et
Exin=Ugsn- Ve/Vi.

Il est clair que Vx=V,, et que si v est un entier valant 1 lorsque %k contient
les racines p-iémes de l'unité, et 0 sinon, le groupe Ux;,N\ V', posséde p® éléments.

Supposons ko, #=Q(v/—3), ou k,=Q(~/—3) er p+3. Alors comme E,» se
plonge naturellement dans Eg,, et 'on définit
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m-=1
ay= (EK/k . HO ELaV> .
o
L’indice a peut alors s’écrire :

a=a,-(Ex: Eg/  Er) .

Il suffit d’appliquer les résultats de M. Rosen ([5]) pour obtenir la structure de
Ex,. Soient { une racine primitive p-iéme de I'unité, R I'anneau Z[{], et R,
le sous-anneau de R fixe par I'isomorphisme ¢ défini par ({—{"). Alors A=
Z[G)/(1+a+ -+ +0P7Y) est isomorphe a l'algébre a produit croisé R[{z>]; Ex
est un A-module sans torsion, donc il existe un isomorphisme de A-modules:

Exn= i@l 1—=0sa;R,

ol s est un entier qui vaut m si K est réel ou k,#Q, et m/2 si K est imaginaire
et k,=Q; les a; sont des idéaux de R,, et les ¢; sont des entiers vérifiant
0<e;<m. Dans cet isomorphisme, I'action de ¢ correspond a la multiplication
par {, et l'action de 7 a celle de ¢. On obtient ainsi I'isomorphisme :

8 ~
E, = 1@1 Py,

N 0 si 61;:0
ou =1—{0RNR,, et ou Ei:{l o0 De plus,
Sl &;

Exp/ 1L By = & (1= OFR/S4R

$
(2 \

. . 2 0
c’est un p-groupe abélien élémentaire, d’ordre pi=t , ou

0 si 81;:0
{ ) Ceci implique
m—e; si >0

S

= Hpaiéps(m—l) .

i=1

Pour obtenir l'interprétation des nombres d; (resp. ¢;) en termes de groupes
d’unités, désignons par 7, le nombre d’indices i€ {1, ---, s} pour lesquels 1=¢,<7;
on vérifie que p™ est 'ordre du p-groupe abélien élémentaire
E¢=97 N\EZ,/E?*=93 et que, si j>1, on a:

piTTI=(BE Y NEfn: EENERR?).

Avant d’utiliser cette remarque pour préciser 7, démontrons le résultat
suivant :

LEMME 8. Soient e€Uxk;, yEK* et w€k* tels que ' °=yPw; alors on peut
trouver un entier d premier a p, et un entier u tels que N, (y)*=w"
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DEMONSTRATION : Appliquons (1—0)?"? 4 e'"“=7Pw; comme (1—0)? '=p2
+p§: 0®, ou 1€ Z[{o)] est un élément inversible de Z,[<o)], (cf. [3], p. 30),

—g)p-2
epl_:rp(l g p-2,

H

choisissons ' Z[{o)] et d=Z de sorte que (p, d)=1 et que 11'=d, extrayons
les racines p-iémes, et appliquons A’(1—o); on obtient ainsi:

adcl—a)___rz'u-a)P-l:po,NK/k(rZ') .
Comme 2’'=Z[{0s)], il existe un entier u tel que

Nei(*)=Ngi(™) et Ngp(p)'=ow®. C.Q.F.D.

Considérons maintenant les groupes d’idéaux Hg = {(a)€ Hx|(a)’=(a)}, et
Hpo=HiNHg, . Si(@)€Hy,, alors (a?)=(Ny;,(@)<€ H,,, donc il existe eeU,
et pekf tels que a?=ype. Posons @(a)=e'"? ; nous obtenons le résultat suivant:

PROPOSITION 9. @ induit un épimorphisme

@: Hyo/Hyy—> EX*NERW/EZY .

Si L=k ¥ B), avec <k, le noyau de @ est un groupe d’ordre p, engendré par
(¥B)-Hy, Sinon, LPN\k,=EE, et ® est un isomorphisme.

DEMONSTRATION: On vérifie sans probléeme que @ induit un homomor-
phisme @: Hy,o/Hy,,— Ex°NER:/E?"~®. Pour déterminer le noyau de &,
choisissons (a)EH.,, tel que aP=pue et &' =" 2w, avec pckf, e€Uy, 7,
elU;, weV,. Comme Nk, (w)=1, o est une racine p-ieme de l'unité; mais
aPP D=7 =ypl"9 donc w=1et (ars)?ckN\L=k,. Si LNk, =Ek}, ari‘€k,
et ()€ H,,; si L=Rk(¥B), il est clair que (¥B)H,, engendre le noyau de .

Reste a démontrer la surjectivité : choisissons e€U; et y€Ug, tels que
e ?=yPw; alors il existe dK* tel que §'"“=y, et d’aprés lemme 8, w=1. Il
suffit de poser p=Ng,(e07?) P~ V/™ et a=¢-Ng,1(0)"?"/™ pour obtenir le résultat
cherché: a?=ye, avec uck, et acL. C.Q.F.D.

La proposition 9 conduit & l'estimation suivante pour lindice a: lorsque
ko#Q(V —3), ou k=Q(~/—3) et p+3:

THEOREME 10. a=p*"", ou 0=Za=s(m—1) et ou

1 si K=k(¥u), avec u unité de k,
w:{ 0 sinon.
DEMONSTRATION : I est suffisant de vérifier que
* PI=pY T Hy o/ Hel ;
en effet, dans ce cas, on a:

p=p**(Us: NgiUx),
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grice a l'isomorphisme Hg,/H,=H'(o), Uk), et a la relation |H'(o), Ug)l
=p(Uy: Nx,wUg) (voir [7]). D’autre part,

rim-1)+(s=r3d(m=2
aogp 1 1) )’

et d’aprés (%),

ps+v—1

(Ex: ExgnED)=Ug: UgpUp= <prritw

(Up: NegaUg) =
Donc on obtient:

a=aExg: EgpEp)Spimbrw,

Pour démontrer (*), observons d’abord que le plongement de H; dans Hy
induit un monomorphisme de Hy,/H,, dans Hg,/H,; distinguons alors quatre
cas:

1) Si v=0, alors w=0, L n'est pas de la forme k(¥ ), avec <k, donc

p7=|Hr,/ Hey| < Hg o/ Hi |-

2) Si v=1 et L=k(¥ ), avec B8 dans ki, alors 8 ne peut étre une unité
de k,; (sinon B serait une racine de l'unité et L/k, serait galoisienne, ce qui
est en contradiction avec I'hypothése). On obtient K=k(¥B), et comme p ne
divise pas [k: k,], B ne peut étre remplacé par une unité de k, si bien que
w=0. La proposition 9 implique alors:

pTr=p " Hy,o/ Heol =p~*| Hi o/ He |

3) Si v=1, si L n'est pas de la forme k(¥ B), avec 8 élément de k,, et si
w=0, alors K=k(¥u) et (Yu)&H,;
w=u'y? avec ye<k, i#lmodp,

et ainsi, (¥u) appartient a Hyx, sans appartenir a HroH,; cela conduit a
I'inégalité :
pi=|Hy o/ Hpy| £p7 | Hi o/ Hil.

4) Si y=w=1, alors d’aprés 2), L n'est pas de la forme k(¥f) avec B
dans k,, et grice a la proposition 9 on obtient

p"=|Hy,o/ He,| =| Hx,o/ Hil,

ce qui termine la démonstration. C.Q.F.D.
REMARQUE. Le théoréme 10 est encore valable pour k,=Q(~/—3) er p=3,
mais la démonstration demande d’autres méthodes.
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