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Sur quelques combinaisons linéaires exceptionnelles
au sens de Nevanlinna, II

Par Nobushige TODA

(Regu le 2 juin, 1972)

§1. Introduction.

Soit f(z) une fonction algébroide transcendante a n(=2) branches dans
le plan |z| < oo définie par une équation irréductible

) F(z, f)= A2)f"+ A(2)f "+ -+ +Ax(2)=0

ol les A, ---, A, sont des fonctions entiéres sans zéros communs a toutes au
moins un rapport entre lesquelles est transcendant.

Pour n=2, 3 et 4, Niino et Ozawa [3, 4] ont démontré le

THEOREME A. Quand Ay2)=1, s'il y a 2n—1 wvaleurs finies et distinctes
Ay, -+ Qyno, telles que

2an—1
Z} ola;, f)>2n—2,

alors,

i) il y a n—1 valeurs exceptionnelles au sens de Picard dans {a;} 7 (sotent
ay, -+, an_l);

i) d(an, f)= - =0(az-1) >1-1/n;

iii) s'il y a une autre valeur exceptionnelle au sens de Nevanlinna a,,
alors 0(a,,, ) =1—d(a,, f).

De plus, ils ont conjecturé que ce théoréme est peut-étre valable pour
tout n(=2) entier.

D’autre part, il y a longtemps Cartan a conjecturé que ¢’il n’y a entre
les A,, ---, A, que 2 relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients
constants au plus (A <n),

2d(a, f)sn+a+1.

Dans [8], on a démontré que si la conjecture de Cartan est vraie, celle
de Niino et Ozawa l’est aussi. C’est-a-dire, on a prouvé le

THEOREME B. Quand A=n—1, le Théoreme A est vrai pour tout n(=2).

En appliquant ce théoréme, on a démontré que la conjecture de Niino et
Ozawa est positive pour n=>5 et 6, et donné quelques généralisations pour
n=2, 3 et 4 ({7, 8]).
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Dans ce mémoire, on démontre que, dans le Théoréme B, 'hypothése
A=n—1 peut &tre enlevée pour tout n sans restriction que A, (z2)=1. Clest-
a-dire, on donne le

THEOREME C. S'il y a 2n valeurs distinctes a,, -, a,, telles que

:z" 8ay, f)>2n—1
=1

alors

1) les valeurs a,, ---, a,, se repartissent en deux classes jouissant les pro-
priétés suivantes:

a) chaque classe contient n valeurs (soient {a,, -, an} et {Gpsy, =, Qon});

b) tous les rapports entre {F(z, a,)}?, et cels entre {F(z, a,)}¥,., sont des
constantes ;

¢) |T(r, f)—T(r, F(z, a)/F(z, az.y))/n| < 0Q);

2) soit X un ensemble de valeurs différentes de a,, -+, a,, telles quaucun
des rapports entre les éléments dans {F(z a); ac X} n’est constante, alors

> da, )< 1/n.
acX

Ce théoréme contient une réponse positive pour la conjecture de Niino
et Ozawa.

D’abord, on considére sur le cas du systéme et puis applique au cas
d’algébroide.

On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna-Selberg libre-

ment (2], [5].

§2. Préliminaires.

Soit f=(fo, f1, -+, f») un systéme transcendant dans le plan |z|<oo; c’est-
a-dire, les fonctions f,, ---, f, sont entiéres sans zéros communs a toutes et
lim j{(L’D =00

7—00 ogr

ou T(r, f) est la fonction caractéristique définie par Cartan ([LJ.
Soit

F=a,fot+a,fi+ - +a,/x (0)

une combinaison linéaire de f,, -+, f,, homogéne a coefficients constants. On
dit que la combinaison F est

1) lacunaire si elle n’admet pas de zéro dans |z| < oo;

2) exceptionnelle au sens de Picard si elle n’admet qu’un nombre fini de
zéros dans |z|< oo

3) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si
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8(F) = 1—lim sup ﬂ%%‘)’ff ) 590.

On note que 1)—2)—3) et 0=<d(F)=1.
On donne ici quelques lemmes qui seront utilisés apres.

LEMME 1. Soient A une (n+1, n+1)-matrice réguliére a éléments constants
et (Fm Tty Fn)t: A(fO’ Tty fn)tf alors

| T(r, /)—T(r, F)| <O(1)

ou F=(F, -, F,) (1], p. 8).
LEMME 2. Pour i+, [;#0,

T(r, fi/f)—OW) <T(r, f)
(1], p. 10).
LEMME 3. Soient F,, -+, F, g combinaisons linéaires des fonctions fo, -+, fn,
homogenes a coefficients constants et linéairement indépendantes n+1 a n-+1
et

v(z)= max log|Fp, - Fp,_p 4l

(B fg-n-1)

ou n+1<q et By, Bz -+, Bg-n-1 SOnt g—n—1 entiers distincts pris d’une facon
quelconque parmis les q premiers entiers. Alors, on a

(G=n—DT(r, F) < 217 | : W(rei®)df+-0(1)
(1], Corollaire 2). :
LEMME 4. Soit X= {F} un ensemble de combinaisons [inéaires des fonc-
tions fy, -+, fn, homogenes a coefficients constants et linéairement indépendantes

n+l a nt+l. Sil n’y a pas de relations linéaires homogenes entre les fonctions
Jfor s fny alors on a

TP =n+l

([1], p. 20).

LEMME 5. Quand il y a n—1 relations linéaires homogenes indépendantes
a coefficients constants entre les fonctions fo, =+, fn, Sil ¥ a un ensemble X =
{F}¥, de combinaisons linéaires des fonctions fy, -+, fr, homogenes a coefficients
constants et linéairement indépendantes n+1 a n+1 telles que

et
N
2 0(F)>2n—1
i=1

ou 2n < N=oo, alors
1) il ¥y a au moins deux systemes de n combinaisons dans X (soient
{Fip =+, Fip}, 115 p, p=2) tels que les Fyy, -+, Fy, sont proportionnelles aus
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unes aux autres, par conséquent

(Fy)= - =0(f,) (=1, -

.

D)

2 soit X' un ensemble des combinaisons dans X— ‘\:J‘ {Fi}3= telles quw’aucun

des rapports des elements dans X' n’est constante, alors

S HF)+ 3 HF)<2.
=1 Fiex

- Ce lemme est une amélioration du Théoréme 1 dans {8] et on peut le
démontrer comme dans sa démonstration. C'est-d-dire, le Théoréme 1 et sa
démonstration sont valables sans restriction qu'il y 2 une combinaison
F dans X telle que &(F)=1. '

§3. Quelques d’autres lemmes.

Pour démontrer le Théoréme C cité dans l'introduction, on prépare quel-
ques lemmes encore.

LEMME 6. Soient f=(f, -, fs) un systeme transcendant dans |z]< oo,
Fy, -, Fy, 2n combingisons linéaires des fonctions fo, -, fo, homogeénes a co-
efficients constants et linéairement indépendantes n+1 a n+1 telles que

2 :§ 8(F) > 2n—1

et 2 le nombre maximum de relations linéaires, homogénes indépendantes a co-
efficients constants entre les fonctions f,, -+, fn. Alors,

A>n—/n+2.
DEMONSTRATION. On peut supposer que A<n—1 et

O(F)=Z0(Fp) = - = 0(Fyy) .
Alors, on a de (2)

3 o(F) 2 0(F) = -+ 2 6(Fp) >n/(n+1).

Parce que Fj, -, F,., sont linéairement indépendantes n+1 a rn+l, le
nombre maximum de relations linéaires, homogénes indépendantes a co-
efficients constants entre Fy, -+, Fhe, est aussi A. Par conséquent, il y a
n+1—2 combinaisons dans {F,, ---, F,+;} (soient g, --+, &,-2) telles que

“gm &y 0y gn—lu EEO
et

ugOI By >ty Bn-2 FquO (i=1, 20 Ty 2")’

ol Jg, -+, Zn-2l signifie le wronskian de g, -+, g,-2 €t ainsi de suite. On
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peut prendre
0(g,)= min 0(g;)
0sisn—2

Représentons F,, ---, F,, par g, -, 8.z €t soit 2 le nombre des combinai-
sons dans {F;}¥,—{g, -, g,_2} dont le coefficient de g, est nul. D’aprés
I'hypothése, on a 0<%k <2 Soient {H,}%, telles combinaisons. Pour j=1,
-, k, il y a au moins un des coefficients des g, ---, g,-2 qui n’est pas nul.
Soit le coefficient de g, différent de zéro 1<i(j)<n—24, j=1, ---, k).

En modifiant la démonstration du Théoréme 2 dans et utilisant les
Lemmes 2 et 3 comme dans la démonstration du théoréme fondamental de

Cartan ([1], p. 12-p. 15), on a
(Znan—k——l)T(r, f) < zi N(T’, 0, Fi)+2"i2N(ry 0! gi)
i=1 i=1

- fg N(r, 0, gies)+o(T(r, 1))

sauf peut-tre dans un ensemble de r de mesure lindaire finie. Par con-
séquent, on a

2n n—2 k
2 0F)+2 3 d(g)— X gup) S nthtl+An—2)—k
=n+1+2A(n—2).
En utilisant (2) et (3), on a

nA(n—A=1)

2n—1-+ _——

c’est-a-dire,
A2—2nA+nt*—n—2<0.
En conséquence, on a
A>n—+n+2.

LEMME 7. Soient f, Fy, -, F,, et 2 comme dans le Lemme 6. Alors, si
A=n—2, 0on a A=n—1.
DEMONSTRATION. Supposons que A=n—2. Alors, il y a trois combinai-
sons dans {F;}#, (soient F,, F,, F,) telles que
| Fy, Fyy Fol| #£0
et toutes les autres combinaisons peuvent &tre représentées par Fy, F,, et Fy:
Fj= aljF1+a2jF2+a3jF3 (j=4:, ey, Zn).

Du Lemme 4 et de (2), au moins un des a,j, a,j, @;; est zéro pour tout j.
L’hypothése 1=n-—2 entraine qu’au moins n—1 coefficients entre {a,,;}%2,
(resp. {a@,;}324s resp. {a;;},) ne sont pas nuls. Par conséquent, il y a au
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moins une combinaison (soit Fj) telle que a,,+0, a;;#0 et au moins une
combinaison (soit F;) telle que a, #0, a;; #0 U=p=2n, 4<s=2n). Clest-
a-dire,

Fp=a,,Fi+a,,F,+0,

Fy=04a,F,+a,F;.
En éliminant F,, on a

Qa, Aopliss
Fp:amFl-[- {4 FS_ P F3.

28 Ays

Comme @, #0, @yp/qss #0, @ypttss/ays 0 et Fy, F, F; sont linéairement indé-
pendantes, on a du Lemme 4

O(Fy)+0(Fs)+0(Fy)+a(Fp) =3.
D’autre part, de (2) on a
O(F)+0(Fy)+0(Fy)+0(Fyp) >3,

qui est absurde. Cela veut dire que
Az=zn—1.

Maintenant, le systéme f est transcendant, par conséquent A <n—1. Donc,
on a

A=n—1.

COROLLAIRE 1. Dans le Lemme 6, quand 2=n =<7, A=n—1.

En effet, du Lemme 6, on a 1>n—3, de sorte que A=n—2. Du Lemme
7, on a A=n—1.

LEMME 8. Soient f, Fy, ---, F,, et 2 comme dans le Lemme 6. Quand n=4,
st A=n—3, pour les g,, -+, g,_1 données dans la démonstration du Lemme 6, il
existe n—A combinaisons Gy, -+, G,-; dans {F;}2,—{g,, -+, u-2} dont le co-
efficient de g, n’est pas nul telles que

(—2)'E, d(8)+(8)+ 3, 0(G)) S (n—An-+1-2).

DEMONSTRATION. Représentons {F;}¥, par g, -+, 8.-2. Alors, il y a au
plus 2 combinaisons dans {F;}¥,—{g, -, 8-} dont le coefficient de g, est
égal a zéro. Cela veut dire quil y a au moins n—1 combinaisons dans
{F}2,—{g,, -, Sn-2} dont le coefficient de g, est différent de zéro. L’inégalité
A<n-—3 signifie qu’il y a au moins A+1 combinaisons dans {F;}¥*,—{g,, -
g,-2} (soient G, ---, Gi41) dont le coefficient de g, n’est pas égal a zéro.

Du Lemme 6, 1 >n—+/n-+2; par conséquent 1>(n—1)/2. Cela veut dire
que A+1>n—A.

Or, choisissons de Gi, -+, G3+1 n—2 combinaisons (soient G, -+, G,_;) telles

»
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gue pour tout i (=1, -+, n—2) au moins un coefficient de g; n'est pas égal a
zéra:

n—21

(4) Gj:g‘:o .B’ljgi (j=1, -, n—2),
ou fBy;#0 (j=1,--,n—2) et pour tout i (=1, ---,n—42) il y a au moins un
J(@@) tel que By 0.

De (4), on a

n—24 ﬁ 1 .
5 _ ij ’ G.= :1’ e, —2 .
(5) pY Bos g —I-Toj =8 (U n—2)

De (5), on a pour ¢ tel que S;; +#0,
6) &= _ﬂojgadij/ﬁijdj

Y

ou

d;=Ilgy, =+ 8n-2 Gsll /81 8n-2Gy,

A“: ”gly ry 8i-1y Bos Bivrs s -2 GJ'”
gy Zi-1808i41 +* En-2Gj

Dans (5), il y a au moins un B;;s»# 0 pour tout i, par conséquent
{gly Ty gn—l} C {gz; ‘Bij E= 01 1 §l’ ]gn_z} .
En conséquence, on a

max log|g;|<loglg|+ X log*|dyl
0sisn—2 Bij#0

j, |+0(1).

n—21
+ 3 log®
Jj=1

De cela, en utilisant la définition de T(r, f), les Lemmes 1 et 2 on a comme
d’habitude

T(, £)S NG, 0, g+ 'S N, 0, G)+n— 'S N, 0, 20-+0(Tr, 1)

sauf peut-&tre dans un ensemble de r de mesure linéaire finie. Donc, on a
par définition de 6(F)

(1—2) 5, K +0(e)+ 2 8(G)) S (n—An+1-2).

LEMME 9. Soient f, F,, ---, F,, et 2 comme dans le Lemme 6. Alors, on a
A=n—1.

DEMONSTRATION. Quand 2<7 <7, on a déja démontré que A=n—1 dans
le Corollaire 1. Donc, on démontre ce lemme quand n=8.
On peut supposer gue
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O(F) 2 8(Fp) 2 -+ 2 68(Fyn) .

Supposons que A<n—3. Soient g, -, Z,-2 les combinaisons définies dans la
démonstration du Lemme 6; c’est-d-dire,

"go, "ty gn—ln E'EO?
[lgm oy n-a FtuEO (7':1’ "'yzn)7
{gm Tty gn—i} - {Fl; "ty Fn+1}
et
9(g)= min &(g:).
0=sisn—1

De plus, on peut prendre F, < {g,, -+, 8n-2} : &1 =F1.
Du Lemme 7, on a +/n+2>n—2, par conséquent

m—AP+1+n—Aas2n+2—-4<2n—-2.

Or, dans {F}#,.,—{G;}3=}, il v a au moins 1—1 combinaisons, ou G,
(j=1, ---, n—2) sont les combinaisons données dans le Lemme 8. De plus,

2n+2—2=24+n+1-)+n—-2)+(2-1).

Donc, en utilisant le Lemme 8 on a

3F) = (n—2) 8 ¥8)+3(20)

j=2n—(n—~2)(n+1-2)

Y6 (- t1-2).
D’autre part, on a de (2)

(—n+1—2) < 5 3(F;),

J=m— (=) (n+1-2)
qui est absurde. Cela veut dire que
A=n—-2,
«de sorte que grice au Lemme 7, on a
A=n—1.

THEOREME C’. Soient f=(fo, -, fn) un systeme transcendant dans |z|<oo,
Fy, -, Fy, 2n combinaisons linéaires des fonctions fo, -+, fn, homogenes a co-
«efficients constants et linéairement indépendantes n+1 a n+1 telles que

S 6(F)> 2n—1,
i=1
alors

1’) les combinaisons Fy, -+, F,, se repartissent en deux classes jouissant
les propriétés suivantes: ‘
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a’) chaque classe contient n combinaisons (soient {F, -+, F,} et {Fp4y, >+
Fa.});

b’) les combinaisons d’une méme classe sont proportionnelles;

¢) |T(r, £)—T(r, Fi/Fns,)| <O(1) ;

2") soit X un ensemble de combinaisons des f,, -, [, linéaires, homogenes
a coefficients constants et différentes de Fy, ---, F,, telles qu’aucun des rapports
n’est constante et les combinaisons dans X\U {F;}I2, sont linéairement indépen-
dantes n+1 a n+1, alors

2 0F)<1/n.
Fex

DEMONSTRATION, Grace au Lemme 9, 'hypothése entraine qu’il y a n—1
relations linéaires, homogénes indépendantes a coefficients constants entre
les fonctions f,, :-+, fn. Par conséquent, on a, en appliquant le Lemme 5
pour N=2n, a’) et b’) de 1’) tout de suite. Puis, soit F=(Fy, -, Fp4,), alors.
du Lemme 1

| T(r, /)—T(r, F)|<0Q).

D’autre part, on a de la définition de T(r, f) et utilisant que Fy, ---, F,,
sont proportionnelles
|T(r, F)=T(r, F1/F:.)| <O,

de sorte que l'on a ¢’).
On démontre 2’). En appliquant 2) du Lemme 5, on a

S F)+O(F)+0(Fra) S 2.

De plus, de 1’) et ’hypothése, on a

O(F)+0(Fpe) >2—1/n.
Par conséquent, on a
F§X5(F) <1l/n.

COROLLAIRE 2. Dans le Théoréme C’, s’il y a une combinaison lacunaire
(resp. exceptionnelle au sens de Picard) dans {F;}2, 1l ¥y a n combinaisons:
lacunaires (vesp. exceptionnelles au sens de Picard).

§4. Démonstration du Théoréme C.

En appliquant le Théoréme C’ aux fonctions algébroides, on peut prouver
le Théoréme C.
LEMME 10. Soit f une fonction algébroide définie par (1). Alors, on a

| T(r, )—T(r, A)/n| <O(1)
o A=(4A, -+, A,) ([9D).
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DEMONSTRATION DU THEOREME C. Soient

F(z,a)=F;, (i=1,--,2n)
et
F(z,a)=F, (ae X)
ou F(z, ©)= A, Alors, on a du Lemme 10

N(T, 0, Fz)

Donc,

2n 2n
g(?(aiy = ;15(171) >2n—1.

Visiblement, F; (i=1, ---, 2n) et F, (a € X) sont linéairement indépendantes

n+1 3 n+1. En conséquence, le Théoréme C’ entraine le Théoréme C.

COROLLAIRE 3. Quand N=2n, on peut enlever Ihypothese A=n—1 dans
le Théoreme B. En particulier, on a le Théoreme A pour tout n entier (=2).
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