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\S 0. Introduction.

On se propose dans ce m\’emoire de construire plusieurs s\’eries de repr\’esen-
tations unitaires des groupes symplectiques sur un corps auto-dual.

Soit $K$ un corps commutatif localement compact dont le groupe additif
est auto-dual. Tanaka [7] et Shalika [5] ont construit toutes les repr\’esen-
tations unitaires irr\’eductibles de $SL(2, K)=Sp(2, K)$ . Ce travail est un
essaie de g\’en\’eraliser leurs r\’esultats \‘a un groupe symplectique quelconque
$C_{n}=Sp(2n, K)$ . La construction de Tanaka et Shalika repose sur la m\’ethode
d\’evelopp\’ee par A. Weil [8], que nous suivrons aussi.

Soit $\Phi$ une forme quadratique non d\’eg\’en\’er\’ee sur $K^{n^{\prime}}$ . On construit
d’abord une repr\’esentation projective unitaire $U^{\Phi}$ de $G_{n}$ d\’ependant de $\Phi$ . On
montrera ensuite que $U^{\mathcal{O}}$ provient d’une repr\’esentation lin\’eaire unitaire $O^{\rho}$

de $G_{n}$ sous une certaine condition. Cette condition est vide pour le corps des
nombres complexes et les corps finis, et est la parit\’e de $n^{\prime}$ pour le corps des
nombres r\’eels et les corps p-adiques. Dans le dernier paragraphe, on se
restreint au cas o\‘u $K=R,$ $\Phi=E$ (unit\’e) et $n\leqq n^{\prime}$ , et d\’ecompose la repr\’esen-
tation $ O\emptyset$ suivant les repr\’esentations irr\’eductibles du groupe orthogonal $O(n^{\prime})$ .
Les repr\’esentations ainsi obtenues sont d\’efinies sur l’espace des fonctions
vectorielles sur l’espace $\mathfrak{S}_{+}$ des matrices sym\’etriques positives d’ordre $n$ et
de carr\’e int\’egrable par rapport \‘a une mesure de Radon. Si $n=n^{\prime}$ , ces repr\’esen-
tations sont toutes irr\’eductibles.

On fixe les notations dans \S 1. On construira dans \S 2 les repr\’esentations
projectives unitaires $U^{\Phi}$ dans l’espace des fonctions de carr\’e int\’egrable sur
l’espace $\mathcal{M}$ des matrices \‘a $n$ lignes et $n^{\prime}$ colonnes sur $K$. Ici, on a suivi une
m\’ethode un peu diff\’erente de celle de Weil. On donnera aussi la forme ex-
plicite de l’op\’erateur pour certains \’el\’ements typiques de $G_{n}$ .

Dans \S 3, on d\’efinit, pour une matrice sym\’etrique inversible $A$ , le nombre
$\Omega(\Phi, A)$ , qui repr\’esente le facteur cohomologique de projectivit\’e de la repr\’esen-
tation $U^{\phi}$ . Deux lemmes seront d\’emontr\’es qui permettent de r\’eduire le
calcul de $\Omega$ au cas simple. On reproduira aussi le r\’esultat sur la classification
des formes quadratiques. Ici et dans le reste du m\’emoire, on suppose $n^{\prime}$ pair
pour le corps des nombres r\’eels et les corps p-adiques.
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Dans \S 4, on calcule $\Omega(\Phi, A)$ explicitement, et montre que $\Omega(\Phi, A)$ peut

s’\’ecrire sous la forme $p(\Phi)\tilde{\Omega}(\Phi, A)$ , o\‘u $p(\Phi)$ ne d\’epend pas de $A$ et $\tilde{\Omega}(\Phi, A)$

(A sym\’etrique inversible) peut se prolonger \‘a un caract\‘ere d’ordre 2 du groupe
$GL(n, K)$ . Ce resultat est essentiel pour lin\’eariser $U^{a}$ .

Le \S 5 sera consacre a la lin\’earisation de $U^{\Phi}$ . Faute de m\’ethode g\’en\’erale,
on se servira de la connaissance des g\’en\’erateurs et des relations pour $G_{nr}$

due $a\backslash $ Steinberg [6]. Le calcul \’etant \’el\’ementaire mais tr\‘es compliqu\’e, on n’en
reproduira pas le d\’etail.

Dans le dernier paragraphe, on suppose que $K=R,$ $\Phi=E$ et $n\leqq n^{\prime}$ . Soit
$\zeta$ une repr\’esentation irr\’eductible de dimension $N$ de $0(n^{\prime})$ qui est de classe
1 par rapport \‘a un certain sous-groupe $\Gamma$ isomorphe \‘a $O(n^{\prime}-n)$ , et soit $r$ la
dimension de l’espace des invariants par $\zeta(\Gamma)$ . Soit $H^{\zeta}$ l’espace des fonctions
de carr\’e int\’egrable $f$ sur $\mathcal{M}$ \‘a valeurs dans $C^{N}$ telles qu’on ait $ f(ZP)=f(Z)\zeta(P\rangle$

pour tout $P\in O(n^{\prime})$ . Alors la somme directe de $N$ r\’epliques de $\tilde{U}^{\Phi}$ induit une
repr\’esentation $\tilde{U}^{\Phi,\zeta}$ dans $H^{\zeta}$ , qui peut se transf\’erer \‘a l’espace $L^{2}(\mathfrak{S}_{+}, C^{r}, \delta X)$ ,
o\‘u $\mathfrak{S}_{+}$ est l’espace des matrices sym\’etriques positives d’ordre $n$ et $\delta X=$

$c|\det X|\frac{n^{\prime}-n-1}{2}dX$. On donnera la forme explicite de l’op\’erateur pour certains
\’el\’ements typiques de $G_{n}$ . On d\’emontrera que les repr\’esentations ainsi obtenues
sont toutes irr\’eductibles si $n=n^{\prime}$ .

En appendice, on explicite la mesure $\delta X$ et d\’emontre un lemme qui nous
sert \‘a montrer l’irr\’eductibilit\’e d’une repr\’esentation.

Des r\’esultats essentiels mais partiels de ce travail ont d\’ej\‘a \’et\’e annonc\’es
dans [4].

\S 1. Pr\’eliminaires.

1. Soit $K$ un corps commutatif localement compact dont le groupe additif
est auto-dual au sens de Pontrjagin: $K$ est donc le corps des nombres r\’eels
ou complexes, un corps fini ou un corps p-adique. Dans le cas d’un corps fini
(resp. p-adique), la caract\’eristique $p$ de $K$ (resp. du corps des restes) sera
toujours suppos\’ee impaire.

$2^{o}$ . On d\’esigne par $|a|$ la valeur absolue d’un \’el\’ement $a$ de $K$ d\’efinie
par la formule $d(ax)=|a|dx$, o\‘u $dx$ est une mesure de Haar du groupe additif $K$.

$3^{o}$ . Choisissons une fois pour toutes un caract\‘ere unitaire non trivial $e$

du groupe additif $K$. Si l’on d\’esigne $e_{a}(a\in K)$ le caract\‘ere $x\mapsto e(ax),$ la
correspondance $a\leftrightarrow e_{a}$ donne une auto-dualit\’e de $K$.

Pour la simplicit\’e, on fait les conventions ci-dessous. Pour $K=R,$ $dx$ est
la mesure de Lebesgue et $e(x)=e^{iax}(a>0)$ . Pour $K$ p-adique, $dx$ est la mesure
de Haar normalis\’ee de telle fagon que la masse de l’anneau des entiers $0$ soit
\’egale \‘a 1, et $e$ est un caract\‘ere unitaire dont la restriction \‘a $0$ est triviale
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mais celle \‘a $\mathfrak{p}^{-1}$ ( $\mathfrak{p}$ \’etant l’id\’eal premier de o) ne l’est pas.
$4^{o}$ . Soient $n$ et $n^{\prime}$ des entiers strictement positifs. Munissons l’espace

vectoriel $K^{n}$ de la forme quadratique \ll unit\’e\gg et $K^{n^{\prime}}$ d’une forme quadratique
non d\’eg\’en\’er\’ee $\Phi$ . $\Phi$ d\’esignera aussi la matrice de $\Phi$ . L’espace $\mathcal{M}=\mathcal{M}(n, n^{\prime})$

des matrices \‘a $n$ lignes et $n^{\prime}$ colonnes sur $K$ sera alors muni d’une forme
bilin\’eaire sym\’etrique non d\’eg\’en\’er\’ee:

$\langle Z, W\rangle=\langle Z, W\rangle_{\phi}=TrZW^{*}=TrZ^{*}W$ ,

o\‘u $z*=\Phi^{-1}{}^{t}Z$ est la matrice adjointe de $Z$ relative aux deux formes quadra-
tiques ci-dessus. On conviendra d’\’ecrire $e(Z, W)$ pour $e(\langle Z, W\rangle)$ .

$5^{o}$ . Pour une fonction $f$ de carr\’e int\’egrable sur $\mathcal{M}$ par rapport \‘a la
mesure de Haar produit $dZ$, on d\’efinit la transform\’ee de Fourier 1 de $f$ par
la formule

$f(W)=c(n, \Phi)\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}f(Z)e(Z, W)dZ$ ,

o\‘u la constante positive $c(n, \Phi)$ est choisie de telle fagon que l’on ait les
formules

$\int|f(Z)|^{2}dZ=\int|;(W)|^{2}dW$ , $f(Z)=c(n, \Phi)\int;(W)e(-Z, W)dW$ .

\S 2. Les repr\’esentations projectives de Weil.

1. Soit $\Gamma$ l’espace produit $\mathcal{M}\times \mathcal{M}\times K$ muni de la topologie produit et de
la loi de multiplication suivante: pour deux \’el\’ements $\gamma_{i}=\gamma(X_{i}, Y_{i}, t_{i})(i=1,2)$ ,

$\gamma_{1}\gamma_{2}=\gamma(X_{1}+X_{2}, Y_{1}+Y_{2}, t_{1}+t_{2}+\langle X_{1}, Y_{2}\rangle)$ .
$\Gamma$ est un groupe nilpotent localement compact qui est un produit semi-direct
de $K$ par $\mathcal{M}\times \mathcal{M}$ . Appelons $K^{*}$ le groupe multiplicatif des \’el\’ements non nuls
de $K$. Pour $\lambda\in K^{*}$ , une repr\’esentation $\rho^{\lambda}$ de $\Gamma$ est d\’efinit dans l’espace $L^{2}(\mathcal{M})$

par la formule
$[\rho^{\lambda}(\gamma(X, Y, t))f](Z)=e_{\lambda}(t+\langle Z, Y\rangle)f(Z+X)$ .

La th\’eorie de Mackey sur les repr\’esentations induites [1] dit que toutes
les $\rho^{\lambda}$ sont unitaires irr\’eductibles, que $\rho^{\lambda}$ et $\rho^{\mu}$ sont \’equivalentes si et seule-
ment si $\lambda=\mu$ et que toute repr\’esentation unitaire irr\’eductible de $\Gamma$ de dimen-
sion sup\’erieure \‘a 1 est \’equivalente \‘a une $\rho^{\lambda}$.

$2^{o}$ . Soit $G$ le groupe symplectique \‘a $2n$ variables sur $K$ :
$G=Sp(2n, K)$

$=\{;{}^{t}AD-{}^{t}CB=E,{}^{t}AC={}^{t}CA,{}^{t}BD={}^{t}DB\}$ ,

$E$ \’etant la matrice unit\’e.
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$G$ op\‘ere sur $\Gamma$ comme un groupe d’automorphismes: pour $g=\left(\begin{array}{llllll} & & & & A & B\\ & & & & C & D\end{array}\right)\in G$

et $\gamma=\gamma(X, Y, t)\in\Gamma$ , l’\’el\’ement $g(\gamma)=\gamma(X^{J}, Y^{\prime}, t^{\prime})$ dans $\Gamma$ est d\’efini par

$X^{\prime}=AX+BY$ , $Y^{\prime}=CX+DY$ ,

$t^{\prime}=t+-2-(\langle AX1CX\rangle_{\Phi}+2\langle CX, BY\rangle_{\Phi}+\langle BY, DY\rangle_{\phi})$ .
Les \’el\’ements centraux $\gamma(0,0, t)$ de $\Gamma$ sont les invariants par $G$ .

$3^{o}$ . L’application $\rho_{g}^{\lambda}$ : $\gamma\leftarrow\rightarrow\rho_{g}^{\lambda}(\gamma)=\rho^{\lambda}(g(\gamma))$ est une repr\’esentation unitaire
de $\Gamma$ \’equivalente \‘a $\rho^{\lambda}$ ; car on a

$\rho_{g}^{\lambda}(\gamma(0,0, t))=\rho^{\lambda}(\gamma(0,0, t))=e(\lambda t)$

et cela caract\’erise la classe d’\’equivalence de repr\’esentations.
Il existe par le Lemme de Schur un op\’erateur unitaire $U(g)=U^{\Phi\cdot\lambda}(g)$ ,

unique \‘a un facteur constant de module 1 pr\‘es, tel qu’on ait
$\rho_{g}^{\lambda}(\gamma)=U(g)\rho^{\lambda}(\gamma)U(g)^{-1}$

pour tout $\gamma\in\Gamma$ . Il est facile de voir que l’application $g\vdash\rightarrow U(g)$ est une
repr\’esentation projective unitaire continue de $G$ (repr\’esentation projective de
Weil). Si $\lambda\mu^{-1}$ est carr\’e dans $K^{*},$ $U^{g.\lambda}$ et $U^{\Phi\cdot\mu}$ sont \’equivalentes. On \’ecrira
d\’esormais $U$ pour $U^{\Phi\cdot\lambda}$ , sauf s’il $y$ a de danger de confusion.

4. On convient d’\’ecrire certains \’el\’ements de $G$ comme suit:

$m(A, C)=\left(\begin{array}{llllll} & & & & A & 0\\ & & & & C & {}^{t}A^{-1}\end{array}\right)$ , $A$ inversible, ${}^{t}AC$ sym\’etrique;

$n(C)=m(E, C)$ , $h(A)=m(A, 0)$ ;

$s(B)=\left(\begin{array}{llllll} & & & & 0 & B\\ & & & & -{}^{t}B^{-1} & 0\end{array}\right)$ , $B$ inversible.

Soient $G_{1}$ le sous-groupe ferm\’e de $G$ form\’e des \’el\’ements $m(A, C)$ et $G_{2}$ le

sous-ensemble ouvert et dense dans $G$ form\’e des \’el\’ements $g=(_{C}^{A}$ $DB$ ) o\‘u $B$

est inversible.
On peut facilement trouver l’op\’erateur $U(g)$ pour $g$ dans $G_{1}\cup G_{2}$ (\‘a un

facteur constant pr\‘es):
$[U(m(A, C))f](Z)=|\det A|^{-\frac{n^{\prime}}{2}}e(-\frac{\lambda}{2}CA^{-1}Z,$ $Z)f(A^{-1}Z)$ ,

$[U(s(B))f](Z)=|\det\lambda B^{-1}|^{\frac{n}{2}}f(\lambda B^{-1}Z)$ .
Pour $g\in G_{2}$ , on a

$[U(g)f](Z)=|\det\lambda B^{-1}|^{\frac{n^{\prime}}{2}}e(-\frac{\lambda}{2}DB^{-1}Z,$ $Z)$

$c(n, \Phi)\int f(W)e(-\frac{\lambda}{2}B^{-1}AW,$ $W)e(\lambda B^{-1}Z, W)dW$ .
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Pour $g$ dans $G_{1}\cup G_{2},$ $U(g)$ s’entendra comme l’op\’erateur d\’ecrit ci-dessus, sans
ambiguit\’e de facteur constant.

\S 3. Les formes quadratiques et le nombre $\Omega(\Phi, A)$ .
On peut, sous une certaine condition, trouver un coefficient cohomologique

de module 1 qui rend lin\’eaire la repr\’esentation projective de Weil. Cette
condition est vide pour le corps des nombres complexes et les corps finis
(les groupes symplectiques \’etant d’ailleurs simplement connexes), et est la
parit\’e de $n^{\prime}$ pour le corps des nombres r\’eels et les corps p-adiques. Dans ce
paragraphe, on introduira, selon Weil, un nombre $\Omega(\Phi, A),$ $A$ \’etant symetrique
inversible, qui jouera le r\^ole essentiel dans la lin\’earisation de $U^{\partial\cdot\lambda}$ .

1. Pour $B_{1},$ $B_{2}$ inversible et $C$ sym\’etrique inversible d’ordre $n$ , on a
$s(B_{1})n(C)s(B_{2})=n(-{}^{t}B_{1}^{-1}C^{-1}B_{1}^{-1})s(B_{1}CB_{2})n(-B_{2}^{-1}C^{-1}{}^{t}B_{2}^{-1})$ .

Par cons\’equent, $U(s(B_{1}))U(n(C))U(s(B_{2}))$ et $U(n(-{}^{t}B_{1}^{-1}C^{-1}B_{1}^{-1}))U(s(B_{1}CB_{2}))$ .
$U(n(-B_{2}^{-1}C^{-1}{}^{t}B_{2}^{-1}))$ ne se diff\‘erent que par un facteur constant de module 1,
lequel on va expliciter.

PROPOSITION 1 (Weil). Pour une matrice sym\’etrique inversible A d’ordre $n$ ,
il existe un nombre $\Theta(\Phi, A)$ tel qu’on ait l’\’egalit\’e

$(*)\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\int[\int f(Z-W)e(AW, W)dW]dZ=\Theta(\Phi, A)\int f(W)dW$

pour les fonctions $f$ de Schwartz-Bruhat sur $\mathcal{M}(n, n^{\prime})^{*)}$

PROPOSITION 2 (Weil). Si l’on pose
$\Omega(\Phi, A)=c(n, \Phi)|2|^{\frac{nn^{\prime}}{2}}|\det A|^{\frac{n^{\prime}}{2}}\Theta(\Phi, A)$ ,

$\Omega(\Phi, A)$ est de module 1 et on a
$U(s(B_{1}))U(n(C))U(s(B_{2}))$

$=\Omega(\Phi,$ $-\frac{\lambda}{2}-C)U(n(-{}^{t}B_{1\wedge}^{-\downarrow}C^{-1}B_{1}^{-1}))U(s(B_{1}CB_{2}))U(n(-B_{2}^{-1}C^{-1}{}^{t}B_{2}^{-1}))$ .

La d\’emonstration de ces deux propositions se trouvent dans $n^{o}14$ , p. 162
de Weil [8].

On \’ecrira $\Theta(A),$ $\Omega(A)$ pour $\Theta(\Phi, A),$ $\Omega(\Phi, A)$ s’il n’y a pas de danger de
confusion.

$*)$ On pourrait heuristiquement \’ecrire

$\Theta(\Phi, A)=\int e(AZ, Z)dZ$ .
Pour un corps fini, cette int\’egrale a un sens. Pour un corps $\mathfrak{p}\cdot adique$ , on l’interpr\’etera
comme valeur principale et en d\’eduira sa valeur.
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$2^{o}$ . Les deux lemmes suivantes seront utiles dans le paragraphe prochain.
LEMME 1. Si la forme quadratique $\Phi$ est de la forme

$\left(\begin{array}{ll}\Phi_{1}\Phi_{2} & \\ & \Phi_{l}\end{array}\right)$

et que $A=\left(\begin{array}{lll}\alpha_{1} & & \\ & \alpha_{2} & \\ & & \alpha_{n}\end{array}\right)$ est diagonale inversible, on a les formules de r\’eduction:

$\Theta(\Phi, A)=\prod_{k=1}^{n}\prod_{j=\iota}^{l}\Theta(\Phi_{j}, \alpha_{k})$ ,

$\Omega(\Phi, A)=\prod_{k=1}^{n}\prod_{j=1}^{\iota}\Omega(\Phi_{j}, \alpha_{k})$ .

DEMONSTRATION. Si l’on d\’ecompose une matrice $W$ dans $\mathcal{M}(n, n^{\prime})$ en $nl$

vecteurs en lignes suivant la d\’ecomposition de $\Phi$ , et si on \’ecrit $W=(w_{kj})$

$(1\leqq k\leqq n, 1\leqq j\leqq l)$ , on a
$e(AW, W)_{\Phi}=\prod_{k=1}^{n}\prod_{j=1}^{\iota}e(\alpha_{k}w_{kj}, w_{kj})_{\Phi_{j}}$ .

Il suffit alors de prendre $f(W)=\prod_{k=1}^{n}\prod_{j=1}^{l}f_{kj}(w_{kj})$ dans $(*)$ .
LEMME 2. Une matrice sym\’etrique A d’ordre $n$ sur $K$ peut s’\’ecrire sous la

forme $A={}^{t}PDP$, o\‘u $D$ est diagonale et $|\det P|=1$ . On $a$ en plus

$\Theta(\Phi, A)=\Theta(\Phi, D)$ , $\Omega(\Phi, A)=\Omega(\Phi, D)$ .
DEMONSTRATION. Une d\’emonstration de la premi\‘ere assertion pour les

corps $\mathfrak{p}$-adiques se trouve dans Shalika [5]. Les autres cas sont bien connus.
Pour la derni\‘ere assertion, il suffit de rappeler que $d(PW)=dW$ si $|\det P|=1$ .

$3^{o}$ . On reproduit ici le r\’esultat bien connu sur la classification \‘a l’\’equi-
valence pr\‘es des forme quadratiques non d\’eg\’en\’er\’ees sur $K$ (voir [2]). Pour
le corps des nombres r\’eels et les corps $\mathfrak{p}$-adiques, on se restreint aux formes
quadratiques de dimension $n^{\prime}=2m$ paire. On convient d’\’ecrire $A\oplus B$ pour
la somme directe de deux matrices $A$ et $B$ :

$A\oplus B=\left(\begin{array}{ll}A & 0\\0 & B\end{array}\right)$ .
a) $K=R,$ $n^{\prime}=2m(m\in Z)$ .

$\Phi_{2m}^{s}=E_{s}\oplus-E_{n^{\prime}-s}$ $(0\leqq s\leqq 2m)$ ,

$E_{s}$ \’etant la matrice unit\’e d’ordre $s$ .
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b) $K=C$. $\Phi_{n^{\prime}}=E_{n^{\prime}}$ .
c) $K=F_{q}$ . Posons $F=\left(\begin{array}{llll} & & 0 & 1\\ & & 1 & 0\end{array}\right)$ et $\epsilon$ un \’el\’ement non carr\’e de $K^{*}$ .
$n^{\prime}=2m+1$ . $\Phi_{2m+1}^{-}=F\oplus\cdots\oplus F\oplus 1$ ,

$\Phi_{2m+1}^{+}=F\oplus\cdots\oplus F\oplus\epsilon$ .
$n^{\prime}=2m$ . $\Phi_{2m}^{-}=F\oplus\cdots\oplus F$ ,

$\Phi_{2m}^{+}=F\oplus\cdots\oplus F\oplus(^{1}-\epsilon)$ .
d) $K\mathfrak{p}$-adique, $n^{\prime}=2m(m\in Z)$ . Soient $\epsilon$ une unit\’e non carr\’ee et $\pi$ un

g\’en\’erateur de $\mathfrak{p}$ . Posons $F=\left(\begin{array}{llll} & & 0 & 1\\ & & 1 & 0\end{array}\right)$ et $E(\rho)=\left( & & 1 & -\rho\right)$ o\‘u $\rho=\epsilon,$ $\pi$ ou $\epsilon\pi$ .
$\Phi_{2m}^{-}=F\oplus\cdots\oplus F$ ,

$\Phi_{2m}^{\rho}=F\oplus\cdots\oplus F\oplus E(\rho)$ ,

$\Phi_{2m}^{\prime\rho}=F\oplus\cdots\oplus F\oplus\kappa(\rho)E(\rho)$ ,

$\Phi_{2m}^{+}=F\oplus\cdots\oplus F\oplus E(\epsilon)\oplus-\pi E(\epsilon)$ ,

o\‘u $\kappa(\epsilon)=\pi,$ $\kappa(\pi)=\epsilon$ et $\kappa(\epsilon\pi)=\epsilon^{-1}$ .

\S 4. Calcul de $\Omega(\Phi, A)$ .
Soit $\alpha\in K^{*}$ . Ecrivons $\theta(\alpha),$ $\omega(\alpha)$ respectivement pour $\Theta(\Phi, \alpha),$ $\Omega(\Phi, \alpha)$

dans le cas o\‘u $n=n^{\prime}=1$ et $\Phi(x)=x^{2}(x\in K)$ .
1. $K=R$. a) En prenant $f(x)=e^{-ax^{2}}(a>0)$ dans $(*)$ , on obtient le

r\’esultat suivant par le calcul des int\’egrales curvilignes:

$\omega(\alpha)=\exp(\frac{\pi}{4}i$ sgn $\alpha)$ .

b) Soit $A$ une matrice sym\’etrique inversible d’ordre $n$ . En \’ecrivant
$A={}^{t}PDP$ o\‘u $|\det P|=1$ et $D$ est diagonale d’\’el\’ements $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}$ , $\cdot$ .. , $\alpha_{n}$ , on a par
les Lemmes 1 et 2,

$\Omega(\Phi_{2m}^{l}, A)=\Omega(\Phi_{2m}^{l}, D)$

$=\prod_{k=1}[\omega(\alpha_{k})^{i}\omega(-\alpha_{k})^{2m-}]$

$=\prod_{k=1}^{n}(i$ sgn $\alpha_{k})^{*-m}$

$=i^{n(*-m)}(sgn\det A)^{-\pi\iota}$ .
$2^{o}$ . $K=C$. On a facilement $\Omega(\Phi_{n},, A)=1$ dans tous les cas.
$3^{\circ}$ . $K=F_{q}$ . a) Le calcul direct donne $\omega(\alpha)=\gamma\cdot sgn\alpha$, o\‘u sgn $\alpha=\pm 1$
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suivant que $\alpha$ est carr\’e ou non carr\’e dans $K^{*}$ , et $\gamma$ est une somme de Gauss
divis\’ee par son module:

$\gamma=q^{\frac{1}{2}}\sum_{x\in p_{q}}e(x^{2})$ .

b) $n=1,$ $n^{\prime}=2$ . Pour $\Phi_{2}^{-}=F=(_{1}^{0}$ $01)$ , on a

$\Theta(\Phi_{2}^{-}, \alpha)=\sum_{x.y\in F_{q}}e(2\alpha xy)=q$ . $\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha)=1$ .
Pour $\Phi_{2}^{+}=\left(\begin{array}{llllll} & & & & 1 & 0\\ & & & & 0 & -\epsilon\end{array}\right)$ , on a

$\Omega(\Phi_{2}^{+}, \alpha)=\omega(\alpha)\omega(-\epsilon^{-1}\alpha)=-\gamma^{2}\cdot sgn(-1)=-1$ ,

par les Lemmes et la relation $\gamma^{2}=sgn(-1)$ .
c) Cas g\’en\’eral. Soit $A$ une matrice sym\’etrique inversible d’ordre $n$ et

\’ecrivons $A={}^{t}PDP,$ o\‘u $P$ est inversible et $D$ est diagonale d’\’el\’ements $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}$ ,
$\ldots$

$\alpha_{n}$ . Toujours par les lemmes,

$\Omega(\Phi_{2m+1}^{-}, A)=\prod_{k=1}^{n}[\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha_{k})^{m}\omega(\alpha_{k})]$

$=\gamma^{n}$ sgn $(\alpha_{1}\alpha_{2}\ldots\alpha_{n})$

$=\gamma^{n}(sgn\det A)$ .
$\Omega(\Phi_{2m+1}^{+}, A)=\prod_{k=1}^{n}[\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha_{k})^{m}\omega(\epsilon^{-1}\alpha_{k})]$

$=(-\gamma)^{n}(sgn\det A)$ .
$\Omega(\Phi_{2m}^{-}, A)=\prod_{k=1}^{n}[\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha_{k})^{m}]=1$ .

$\Omega(\Phi_{2m}^{+}, A)=\prod_{k=1}^{n}$ [ $\Omega(\Phi_{2}^{-},$ $\alpha_{k})^{m-1}\Omega(\Phi_{2}^{+}$ , a $k)$] $=(-1)^{n}$ .
$4^{o}$ . $K\mathfrak{p}$-adique. Supposons que le corps des restes $0/\mathfrak{p}$ contient $q$ \’el\’ements,

et soit $\gamma^{\prime}=q^{\frac{1}{2}}\sum_{\mathfrak{p}x\in omod}e(\pi^{-1}x^{2})$ . Alors $\gamma^{\prime}=\pm\gamma$ (la signature d\’epend du choix

du charact\‘ere $e$).

Mettons d’abord un lemme.
LEMME. Soit A une matrice sym\’etrique inversible d’ordre $n$ sur $K$.

D\’esignons par $\mathfrak{Q}$ et $\mathfrak{P}^{k}(k\in N)$ l’ensemble des matrices \‘a $n$ lignes et $n^{\prime}$ colonnes
.sur $0$ et $\mathfrak{p}^{k}$ respectivement. On a la formule

$\Theta(\Phi, A)=\lim_{N\rightarrow+\infty}\int_{\mathfrak{P}^{-N}}e(AZ, Z)_{\phi}dZ$ .
DEMONSTRATION. Prenons la fonction caract\’eristique de $\mathfrak{O}$ comme $f$ dans

\langle $*)$ . On a alors
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$\int_{\alpha}[\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}f(Z-W)e(AW, W)dW]dZ$

$=\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}[\int_{o}e(A(Z+X), Z+X)dX]dZ$

$=\varliminf_{N+\infty}\int_{\mathfrak{P}^{-N}}[\int_{o}e(A(Z+X), Z+X)dX]dZ$

$=\lim_{N-+\infty}\int_{o}[\int_{\mathfrak{P}^{-N}}e(A(Z+X), Z+X)dZ]dX$

$=\varliminf_{N+\infty}\int_{\mathfrak{P}^{-N}}e(AZ, Z)dZ$ ,

ce qu’il fallait d\’emontrer.
a) $n=n^{\prime}=1$ . Ecrivons $\alpha=\alpha_{0}\pi^{\iota},$

$\alpha_{0}$ \’etant unit\’e. Nous allons montrer

$w(\alpha)=$ I 1 si 1 est pair,

$\gamma^{\prime}\cdot sgn\overline{\alpha}_{0}$ sinon.

Ici, $\overline{\alpha}_{0}$ d\’esigne l’image de $\alpha_{0}$ dans $0/\mathfrak{p}$.
DEMONSTRATION. i) Soit $\alpha=\alpha_{0}\pi^{2k}(k\in Z)$ . Pour $N$ assez grand, on a

$\int_{\mathfrak{p}}-Ne(\alpha x^{2})dx=\int_{\mathfrak{p}}-Ne(\alpha_{0}\pi^{2k}x^{2})dx=q^{k}\int_{\mathfrak{p}^{k-N}}e(\alpha_{0}y^{2})dy$

$=q^{k}\sum_{\nu\in \mathfrak{p}^{k-N_{mod o}}}\int_{o}e[\alpha_{0}(y+z)^{2}]dz$

$=q^{k}\sum_{y\in \mathfrak{p}^{k-N}mod o}e(\alpha_{0}y^{2})\int_{o}e(2\alpha_{0}yz)dz=q^{k}$

d’o\‘u r\’esulte que $\theta(\alpha)=q^{k},$ $\omega(\alpha)=1$ .
ii) Soit $\alpha=\alpha_{0}\pi^{2k-1}(k\in Z)$ . Pour $N$ assez grand, on a

$\int_{\mathfrak{p}}-Ne(\alpha x^{2})dx=\int_{\mathfrak{p}}-Ne(\alpha_{0}\pi^{-1}\pi^{2k}x^{2})dx=q^{k}\int_{\phi^{k-N}}e(\alpha_{0}\pi^{-1}y^{2})dy$

$=q^{k}\sum_{y\in \mathfrak{p}^{k-N}mod \mathfrak{p}}\int_{\mathfrak{v}}e[\alpha_{0}\pi^{-1}(y+z)^{2}]dz$

$=q^{k}\sum_{y\in b^{k-N}mod \mathfrak{p}}e(\alpha_{0}\pi^{-1}y^{2})\int_{\mathfrak{p}}e(2\alpha_{0}\pi^{-1}yz)dz$

$=q^{k-1}\sum_{y\in \mathfrak{v}^{k-N_{mod \mathfrak{p}}}}e(\alpha_{0}\pi^{-1}y^{2})q^{k\frac{1}{2}}\gamma^{\prime}$ . sgn $\overline{\alpha}_{0}$ ,

d’o\‘u resulte $\theta(\alpha)=|\alpha|^{\frac{1}{2}}\gamma^{\prime}\cdot sgn\overline{\alpha}_{0},$
$\omega(\alpha)=\gamma^{\prime}$ . sgn $\overline{\alpha}_{0}$ .

b) $n=1,$ $n^{\prime}=2$ . Pour $\alpha\in K^{*},$ $sgn_{\rho}(\alpha)(\rho=\epsilon, \pi, \epsilon\pi)$ sera, par $d\text{\’{e}} finition_{r}$

\’egal \‘a 1 s’il existe un \’el\’ement $z$ dans $K\times K$ tel que $\alpha=\Phi\xi(z)$ , et \‘a $-1$ sinon.
Si $v(\alpha)$ d\’esigne l’ordre de $\alpha$ dans $K$, on a
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sgn. $(\alpha)=(-1)^{v(\alpha)}$ ,

$sgn_{\pi}(\alpha)=sgn(-1)^{v(\alpha)}$ sgn $\overline{\alpha}_{0}$ ,

$sgn_{\epsilon\pi}(\alpha)=[-sgn(-1)]^{v(\alpha)}$ sgn $\overline{\alpha}_{0}$ .

(b1) $\Phi_{2}^{-}=$ .
$\Theta(\Phi_{2}^{-}, \alpha)=\lim_{N\rightarrow+\infty}\iint_{\mathfrak{p}^{-N_{\times}}\mathfrak{p}^{-N}}e(2\alpha xy)dxdy=q^{k}$

$\Omega(\Phi_{2^{-}}, \alpha)=1$ .

(b2) $\Phi_{2}^{\rho}=$ $(\rho=\epsilon, \pi, \epsilon\pi)$ .

$\Omega(\Phi_{2}^{\epsilon}, \alpha)=\omega(\alpha)\omega(-\epsilon^{-1}\alpha)=\left\{\begin{array}{l}\\sinon\end{array}\right\}$

$=sgn_{\epsilon}(\alpha)$ .
$\Omega(\Phi_{2}^{\pi}, \alpha)=\omega(\alpha)\omega(-\pi^{-1}\alpha)$

$=\{^{\gamma^{\prime}\cdot sgn}(-\overline{\alpha}_{0})=_{-1}\gamma^{\prime-1}\cdot sgn\overline{\alpha}_{0}$

si $v(\alpha)$ est
$pair\}$

$\gamma^{\prime}$ . sgn $\overline{\alpha}_{0}=\gamma$ . sgn $(-1)$ sgn $\overline{\alpha}_{0}$ sinon
$=\gamma^{\prime-1}$ sgn $(-1)^{v(\alpha)}$ sgn $\overline{\alpha}_{0}=\gamma^{\prime-1}sgn_{\pi}(\alpha)$ .

$\Omega(\Phi_{2}^{\epsilon\pi}, \alpha)=\omega(\alpha)\omega(-\epsilon^{-1}\pi^{-1}\alpha)$

$=-$
$=-\gamma^{\prime-1}[-$ sgn $(-1)]^{v(\alpha)}$ sgn $\overline{\alpha}_{0}=-\gamma^{\prime-1}\cdot sgn_{\epsilon\pi}(\alpha)$ .

Si l’on pose $p(\rho)=1,$ $\gamma^{\prime-1},$ $-\gamma^{J-1}$ pour $\rho=\epsilon,$ $\pi,$ $\epsilon\pi$ respectivement, on peut
\’ecrire ces trois r\’esultats dans une formule:

$\Omega(\Phi_{2}^{\rho}, \alpha)=p(\rho)sgn_{\rho}(\alpha)$ .

(b3) $\Phi_{2}^{\prime\rho}=$

$\rho=\epsilon,$ $\pi,$

$\epsilon_{-}\pi_{1}.$

.$\kappa(\rho)=\pi,$ $\epsilon,$
$\epsilon$

On obtient le r\’esultat suivant par la m\^eme mani\‘ere que dans (b2):

$\Omega(\Phi_{2^{\rho}}^{\prime}, \alpha)=-p(\rho)sgn_{\rho}(\alpha)$ .
c) Cas g\’en\’eral. Soit $A$ une matrice sym\’etrique inversible d’ordre $n$ et

\’ecrivons $A={}^{t}PDP$, o\‘u $|\det P|=1$ et $D$ est diagonale d’\’el\’ements $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$
$\cdots$ . $\alpha_{n}$.

$\Omega(\Phi_{2m}^{-}, A)=\prod_{k=1}^{n}\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha_{k})^{m}=1$ .



242 M. SAITO

$\Omega(\Phi_{2m}^{\rho}, A)=\prod_{k=1}^{n}[\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha_{k})^{m-1}\Omega(\Phi_{2}^{\rho}, \alpha_{k})]$

$=p(\rho)^{n}\prod_{k=\iota}^{n}sgn_{\rho}(\alpha_{k})=p(\rho)^{n}sgn_{\rho}(\det A)$ .

$\Omega(\Phi_{2m}^{;\rho}, A)=\prod_{c=1}^{n}[\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha_{k})^{m-1}\Omega(\Phi_{2^{\rho}}^{\prime}, \alpha_{k})]$

$=(-p(\rho))^{n}\prod_{k=1}^{n}sgn_{\rho}$ (a $k$) $=(-p(\rho))^{n}sgn_{\rho}(\det A)$ .

$\Omega(\Phi_{2m}^{+}, A)=\prod_{k=1}^{n}[\Omega(\Phi_{2}^{-}, \alpha_{k})^{m-2}\Omega(\Phi_{2}^{\epsilon}, \alpha)\Omega(\Phi_{2^{6}}^{\prime}, -\alpha)]$

$=(-sgn_{\epsilon}(-1))^{n}=(-1)^{n}$

$5^{o}$ . R\’esum\’e. Vu les r\’esultats pr\’ec\’edent, on peut \’ecrire $\Omega(\Phi, A)$ sous la
forme

$\Omega(\Phi, A)=p(\Phi)\tilde{\Omega}(\Phi, A)$

o\‘u $p(\Phi)$ ne d\’epend pas de $A$ , et $\tilde{\Omega}(\Phi, A)$ qui est originairement d\’efini pour les
matrices sym\’etriques inversibles peut se prolonger en un homomorphisme
continu de $GL(n, K)$ dans $\{\pm 1\}$ .

On pr\’esente le r\’esultat dans la table suivante.

$RK$
forme

$quadratique\Phi_{2m}^{s}$ $i^{n(s-m)}p(\Phi)$

$\tilde{\Omega}(\Phi, A)$

$($sgn $\det A)^{s-m}$

$C$ $\Phi_{n^{\prime}}$ 1 1

$F_{q}$ $\left\{\begin{array}{l}\Phi_{2m+1}^{-} \gamma^{n}\\\Phi_{2m+1}^{+} (-\gamma)^{n}\\\Phi_{2m}^{-} 1\\\Phi_{2m}^{+} (-1)^{n}\end{array}\right.$ $sgn_{1}\det Asgn_{1}\det A$

$\mathfrak{p}$-adique $\left\{\begin{array}{l}\Phi_{2m}^{-} 1\\\Phi_{2m}^{\rho} p(\rho)^{n}\\\Phi_{2m}^{\prime\rho}\\\Phi_{2m}^{+} (-1)^{n}\end{array}\right.$ $sgn_{\rho}(\det A)11$

$(-p(\rho))^{n}$ $sgn_{\rho}(\det A)$

Rappelons les notations:

1. $\{p(\rho)=1,\gamma^{-1}\rho=\epsilon,$

$\pi,\epsilon\pi$

$-\gamma’-1$

(respectivement).

2. $\gamma=q^{--}2\sum_{x\in F_{q}}e(x^{2})1\gamma/^{-}=q^{2^{-}}\sum_{x\in omod \mathfrak{p}}e(\pi^{-1}x^{2})1$

3. Pour $\alpha$ dans $R^{*}$ ou $F_{q}^{*}$ , sgn $\alpha=\pm 1$ suivant que $\alpha$ est carr\’e ou non
carr\’e dans $K^{*}$ . Pour $\alpha$ dans $K^{*}\mathfrak{p}$-adique, $sgn_{\rho}(\alpha)$ est \’egal \‘a 1 si $\alpha$ est la

norme d’un \’el\’ement de l’extension quadratique $K(\rho^{\frac{1}{2}})$ , et \‘a $-1$ sinon.
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D\’EFINITION. Pour chaque $\Phi$ , on d\’efinit l’homomorphisme $ A-\rangle$ $\tilde{\Omega}(\Phi, A)$ de
$GL(n, K)$ dans $\{\pm 1\}$ par la table ci-dessus.

\S 5. Lin\’earisation des repr\’esentations projectives $U^{\Phi,\lambda}$ .
Supposons d\’esormais que $n^{\prime}=2m$ est pair pour le corps des:nombres r\’eels

et les corps $\mathfrak{p}$-adiques.
D\’EFINITION. Pour un \’el\’ement $m(A, C)$ dans $G_{1}$ , on pose

$\tilde{U}^{\Phi\cdot\lambda}(m(A, C))=\tilde{\Omega}(\Phi, A)U^{\Phi\cdot\lambda}(m(A, C))$ .
Pour un \’el\’ement $g=\left(\begin{array}{llllllll} & & & & & & A & B\\ & & & & & & C & D\end{array}\right)$ dans $G_{2}$ ($B$ inversible), on pose

$\tilde{U}^{\mathcal{O},\lambda}(g)=p(\Phi)^{-1}\tilde{\Omega}(\Phi,$ $--\lambda 2-B)U^{\Phi\cdot\lambda}(g)$ .

PROPOSITION. a) Pour $m_{1}$ et $m_{2}$ dans $G_{1}$ , on a
$\tilde{U}(m_{1})\tilde{U}(m_{2})=\tilde{U}(m_{1}m_{2})$ .

b) Pour $g_{1},$ $g_{2}$ et $g_{1}g_{2}$ dans $G_{2}$ , on a
$\tilde{U}(g_{1})\tilde{U}(g_{2})=0(g_{1}g_{2})$ .

D\’EMONSTRATION. L’\’enonc\’e a) est trivial. Pour b), comme
$g=n(DB^{-1})s(B)n(B^{-1}A)$ ,

on a
$U(g_{1})U(g_{2})=\Omega(\Phi,$ $-\frac{\lambda}{2}B_{1}^{-1}B_{3}B_{2}^{-1})U(g_{1}g_{2})$ , $g_{1}g_{2}=\left(\begin{array}{llllllll} & & & & & & A_{3} & B_{3}\\ & & & & & & C_{3} & D_{3}\end{array}\right)$ ,

d’o\‘u vient le r\’esultat par un calcul facile.
Le but de ce paragraphe est de d\’emontrer le th\’eor\‘eme suivant.
TH\’EOR\‘EME. L’application $\tilde{U}$ de $G_{1}\cup G_{2}$ dans le groupe unitaire de $L^{2}(\mathcal{M})$

se prolonge en une repr\’esentation lin\’eaire unitaire continue de $G_{n}$ dans $L^{2}(\mathcal{M})$ .
Pour le d\’emontrer, on se servira de la connaissance des g\’en\’erateurs et

des relations pour $G$ due \‘a Steinberg [6]. Si $n=1$ , le th\’eor\‘eme a d\’ej\‘a \’et\’e
d\’emontr\’e par plusieurs auteurs ( $e$ . $g$ . Shalika [5]). On suppose donc $n>1$ .

1’. Soit $\Sigma$ le syst\‘eme des racines du type $C_{n}$ (dans la notations d’E.
Cartan). Les g\’en\’erateurs d,e $G$ sont les \’el\’ements radiciels $x_{\alpha}(t)(\alpha\in\Sigma, t\in K)$ .
Les relations fondamentales de Steinberg sont (A), (B) et (C), que nous allons
expliciter.

(A) $x_{\alpha}(t)x_{\alpha}(s)=x_{a}(t+s)(\alpha\in\Sigma, t, s\in K)$ .
(B) $[x_{\alpha}(t), x_{\beta}(s)]=\Pi x_{i\alpha+j\beta}(c_{ij\alpha\beta}t^{i}s^{j})$ .

Ici, $[x, y]=xyx^{-1}y^{-1}$ , le produit s’\’etend \‘a tous les entiers positifs $i,$ $j$ pour
lesquels $ i\alpha+j\beta\in\Sigma$ , les termes \’etant arrang\’es dans un ordre lexicographique,
et les $c_{ij\alpha\beta}$ sont certains entiers qui ne d\’ependent pas de $t,$ $s$ .
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Posons
$w_{\alpha}(t)=x_{\alpha}(t)x_{-\alpha}(-t^{-1})x_{\alpha}(t)$ $(t\in K^{*})$ ,
$h_{\alpha}(t)=w_{\alpha}(t)w_{\alpha}(1)^{-1}=w_{\alpha}(t)w_{\alpha}(-1)$ $(t\in K^{*})$ .

(C) $h_{\alpha}(t)h_{\alpha}(s)=h_{\alpha}(ts)(\alpha\in\Sigma, t, s\in K^{*})$ .
$2^{o}$ . Nous allons \’ecrire les g\’en\’erateurs dans la forme matricielle. D\’esi-

gnons par $E$ la matrice unit\’e et par $E_{ik}$ les unit\’es matricielles d’ordre $n$ .

$a_{ik}(t)=$ $(i\neq k)$ ,

$b_{ik}(t)=$ $(i\neq k)$ ,

$b_{i}(t)=b_{ti}(t)=$ ,

$c_{ik}(t)=$ $(i\neq k)$ ,

$c_{i}(t)=c_{ii}(t)=$ .
On va d\’efinir l’op\’erateur unitaire $O(g)$ dans $L^{2}(\mathcal{M})$ pour chaque g\’en\’erateur

$g$, et montrer que ces op\’erateurs satisfont aux conditions correspondant \‘a
A), B) et C). On aura alors une repr\’esentation lin\’eaire unitaire $O$ de $G$ dans
$L^{2}(\mathcal{M})$ . Ensuite on montrera que $O(g)=0(g)$ pour $g$ dans $G_{1}\cup G_{2}$ . Comme
$C_{2}$ est ouvert et dense dans $G$ et que tf7 est continue dans $G_{2}$ , on aura d\’emon-
tr\’e le th\’eor\‘eme.

Les \’el\’ements $a_{ik}(t)$ et $c_{ik}(t)$ \’etant dans $G_{1}$ , on convient de poser $0(g)=0(g)$

pour ces \’el\’ements. Les \’el\’ement $b_{ik}(t)$ sont de la forme $s(E)n(C)s(-E),$ $C$ \’etant
sym\’etrique, on pose donc

$O(b_{ik}(t))=0(s(E))O(n(C))O(s(-E))$ .
Plus pr\’ecis\’ement, on \’ecrit une matrice $Z$ dans $\mathcal{M}(n, n^{\prime})$ sous la forme

$Z=$ , les $z_{i}$ \’etant dans $K^{n^{\prime}}$ . Pour une fonction $f(Z)$ , on convient d’\’ecrire

$f_{i}(u_{i})=f()$ , $f_{ik}(u_{i}, u_{k})=f()$ .
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Les op\’erateurs $O(b_{ik}(t))$ sont alors donn\’es par les formules suivantes:
$[\sigma_{(b_{i}(t))f](Z)}$

$=|\lambda t^{-1}|^{m}\Omega(\Phi,$ $\frac{1}{2}\lambda t)c(1, \Phi)\int_{K^{n}},e(-\frac{1}{2}\lambda t^{-1}(z_{i}-u_{i}),$ $z_{i}-u_{i})f_{i}(u_{i})du_{i}$ ,

$[\sigma_{(b_{ik}(t))f](Z)}$

$=|\lambda t^{-1}|^{2m}c(1, \Phi)^{2}\int_{K^{n^{\prime}}\times}\int_{K^{n^{\prime}}}e(-\lambda t^{-1}(z_{i}-u_{i}), z_{k}-u_{k})f_{ik}(u_{i}, u_{k})du_{i}du_{k}$
$(i\neq k)$ .

$3^{o}$ . Les relations (B) sont les suivantes.

1) $[c_{ik}(t), c_{lm}(s)]=E$, $[b_{ik}(t), b_{lm}(s)]=E$.

2) $[a_{ik}(t), a_{ml}(s)]=\left\{\begin{array}{l}E (k\neq m)\\a_{i\iota}(ts)\end{array}\right.$

3) $\{[c_{ik}^{ik}(t),a_{ki}^{ml}(s)]=c(2ts)^{(k,i\neq}[c_{ik}(t),a_{kl}(s)]=\left\{\begin{array}{l}c_{ll}(ts) (k\neq i,i\neq l)\\c_{i\iota}(ts)c_{\iota}(-ts^{2}) (k=i)\end{array}\right.[c(t),a(s)]=E_{i}$

4) $\left\{\begin{array}{l}[b_{ik}(t),a_{lm}(s)]=E (k,i\neq m)\\[b_{ik}(t),a_{lk}(s)]=b_{il}(-ts) (i\neq l)\\[b_{i}(l),a_{li}(s)]=b_{i\iota}(-ts)b_{l}(-ts^{2})\\[b_{ik}(t),a_{ik}(s)]=b_{i}(-2ls)\end{array}\right.$

5) $\left\{\begin{array}{l}[b_{ik}(t),c_{ml}(s)]=E (k\neq m,i\neq l,k\neq l,i\neq m)\\[b_{ik}(t),c_{kl}(s)]=a_{il}(ts)\\[b_{i}(t),c_{ll}(s)]=a_{il}(ts)c_{l}(ts^{2})=c_{l}(ts^{2})a_{il}(ts)\\[b_{ik}(t),c_{k}(s)]=a_{ik}(ts)b_{i}(-t^{2}s)=b_{i}(-t^{2}s)a_{ik}(ts).\end{array}\right.$

La constatation de la compatibilit\’e des op\’erateurs avec ces relations est
\’el\’ementaire mais tr\‘es compliqu\’ee, qu’on ne reproduit pas ici.

Il est facile de voir que $O(g)=0(g)$ pour $g$ dans $G_{1}\cup G_{2}$ , ce qui ach\‘eve
la d\’emonstration.

\S 6. D\’ecomposition de la repr\’esentation.

Soit $0(\Phi)$ le groupe orthogonal associ\’e \‘a $\Phi$ . Pour un \’el\’ement $P$ dans
$O(\Phi),$ $R_{P}$ d\’esigne la translation \‘a droite dans $L^{2}(\mathcal{M}):R_{P}f(Z)=f(ZP)$ . Il est
alors facile de voir que $R_{P}$ commute avec tous les op\’erateurs $O(g)(g\in G)$ ,
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et par cons\’equent la repr\’esentation $O$ , eventuellement augment\’ee, se d\’e-
compose en une somme hilbertienne suivant les repr\’esentations de $0(\Phi)$ .
Cependant, comme on n’a pas de r\’esultat g\’en\’eral assez pr\’ecis et satisfaisant,
on se contente de pr\’esenter dans ce qui suit un r\’esultat pour certains cas
sp\’eciaux.

Supposons d\’esormais que $K=R,$ $\Phi=\Phi_{2m}^{2m}=E$ et $n\leqq n^{\prime}=2m$ .
1. Appelons $\Gamma$ le sous-groupe de $0(n^{\prime})$ form\’e des matrices de la forme

$\left(\begin{array}{ll}E_{n} & 0\\0 & *\end{array}\right)$ .
Soit $\zeta$ une repr\’esentation matricielle unitaire irr\’eductible de dimension $N$ du
groupe $O(n^{\prime})$ . On suppose sans rien restreindre que les $\zeta(P)$ pour $ P\in\Gamma$ sont
de la forme

$\left(\begin{array}{ll}E_{r} & 0\\0 & *\end{array}\right)$

o\‘u $r$ est la dimension de l’espace des invariants par $\zeta(\Gamma)$ . Alors, $r>0$ si et
seulement si $\zeta$ est de classe 1 par rapport \‘a $\Gamma$ .

$2^{o}$ . Soit $H^{N}$ l’espace hilbertien des N-tuples $f=(f_{1}, f_{2}, \cdots f_{n})$ des $fonc\rightarrow$

tions $f_{i}$ dans $L^{2}(\mathcal{M})$ avec la norme
$\Vert f\Vert^{2}=\sum_{i=1}^{N}\Vert f_{i}\Vert^{2}$ .

Soit $H^{\zeta}$ l’ensemble des fonctions $f$ dans $H^{N}$ telles qu’on ait

$f(ZP)=f(Z)\zeta(P)$

pour tout $P\in O(n^{\prime})$ . Nous verrons plus tard que $H^{\zeta}$ n’est pas $\{0\}$ si et seule-
ment si $\zeta$ est de classe 1 par rapport \‘a $\Gamma$ .

Si ON d\’esigne la repr\’esentation de $G$ dans $H^{N},$ prolong\’ee de $O$ dans la
mani\‘ere naturelle, $H^{\zeta}$ est un sous-espace ferm\’e et invariant par ON$(G)$ .

$3^{o}$ . Soit $\mathfrak{S}_{+}1’ espace$ des matrices sym\’etriques positives d’ordre $n$ . Comme
l’application $Z$ }$\rightarrow Z^{t}Z$ de $\mathcal{M}(n, n^{\prime})$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ est propre, il existe une mesure de
Radon $\delta X$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ telle qu’on ait

$\int_{g_{+}}h(X)\delta X=\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}h(Z^{t}Z)dZ$

pour toute fonction $h$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ .
PROPOSITION. $\delta X=c|\det X|\frac{n^{\prime}-n-1}{2}dX$,

$c=2^{-n}V(n^{\prime})^{n}\prod_{i=1}^{n}[V(i-1)B(i, n^{\prime}-i)]^{-1}$

o\‘u $dX$ est la restriction \‘a $\mathfrak{S}_{+}$ de la mesure de Lebesgue sur l’espace vectorieI
des matrices sym\’etriques, $V(k)$ est la masse de la boule unit\’e \‘a $k$ dimensions
et $B(i, n^{\prime}-i)$ est d\’efini par la formule
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$B(i, n^{\prime}-i)=\int_{0^{1}}x^{n^{\prime}-i}(1-x^{2})^{\frac{i-1}{2}}dx$ .

On en donnera une d\’emonstration en appendice.
4’. Soit $\mathcal{H}^{\zeta}$ l’espace hilbertien des fonctions $\delta X$-mesurables $h$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ \‘a

valeurs dans $C^{r}$ telles que

$\Vert h\Vert^{2}=\int_{\mathfrak{S}+}\Vert h(X)\Vert^{2}\delta X<+\infty$ .

On va construire un isomorphisme hilbertien de $H^{\zeta}$ sur $\mathcal{H}^{\zeta}$ . Pour $X\in \mathfrak{S}_{+}$ ,
$X^{\frac{1}{2}}$ signifiera la racine carr\’ee de $X$ dans $\mathfrak{S}_{+}$ . Toute matrice $Z$ dans $\mathcal{M}$ peut
s’ecrire sous la forme

$Z=((Z^{t}Z)^{\frac{1}{2}}, O)P(Z)$ (d\’ecomposition polaire),

o\‘u $0$ est la $(n, n^{\prime}-n)$-matrice z\’ero et $P(Z)\in O(n^{\prime})$ . Si $Z^{t}Z$ est inversible, $P(Z)$

est uniquement d\’etermin\’e modulo $\Gamma$ \‘a gauche.
Pour $f=(f_{i})$ dans $H^{\zeta}$ , on a

$f(Z)=f((Z^{t}Z)^{\frac{1}{2}},0)\zeta(P(Z))$ .

En prenant $P$ dans $\Gamma$ , on voit que $f_{i}((Z^{t}Z)^{\frac{1}{2}},0)=0$ pour $i>r$. Par cons\’equent,

pour $X\in \mathfrak{S}_{+},$
$f(X^{\frac{1}{2}},0)$ est de la forme $(h(X), 0_{N-r})$ , o\‘u $h$ est une fonction sur

$\mathfrak{S}_{+}$ \‘a valeur dans $C^{r}$ . Il n’est pas difficile de voir que l’application $f-h$ est
un isomorphisme hilbertien de $H^{\zeta}$ sur $\mathcal{H}^{\zeta}$ . L’isomorphisme r\’eciproque $h\mapsto\div f$

est donn\’e par la formule

$f(Z)=(h(Z^{t}Z), 0_{N-r})\zeta(P(Z))$ .
5. La restriction de ON \‘a $H^{\zeta}$ peut se transf\’erer par l’isomorphisme $f-\succ h$

en une repr\’esentation dans $\mathcal{H}^{\zeta}$ , que l’on d\’esigne par $V^{\zeta}=V^{\Phi\cdot\lambda\cdot\zeta}$ .
On va donner la forme explicite des op\’erateurs $V^{\zeta}(g)$ pour $g$ dans $G_{1}\cup G_{2}$ .
Soient $e(x)=e^{2\pi ix}$ et $\lambda=\pm 1$ . Alors $c(n, \Phi)=1,$ $p(\Phi)=i^{nm}$ et $\tilde{\Omega}(\Phi, A)=$

$($sgn $\det A)^{m}$ . Pour $P\in O(n^{\prime})$ , on \’ecrit

$\zeta(P)=(^{\zeta_{1}(P)}*$ $**)$ ,

o\‘u $\zeta_{1}(P)$ est d’ordre $r$.
TH\’EOR\‘EME. Pour $h\in \mathcal{H}^{\zeta}$ et $X\in \mathfrak{S}_{+}$ , on a

$[V^{\zeta}(n(C))h](X)=e(-\frac{\lambda}{2}C,$ $X)h(X)$ ,

$[V^{\zeta}(h(A))h](X)=(\det A)^{-m}h(A^{-1}X^{t}A^{-1})\zeta_{1}(P(A^{-1}X^{\frac{1}{2}},0))$ .

Pour $g=\left(\begin{array}{llll} & & A & B\\ & & C & D\end{array}\right)$ dans $G_{2}$ , on a
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$[V^{\zeta}(g)h](X)=(i\lambda)^{nm}(\det B)^{-m}e(-\frac{\lambda}{2}DB^{-1},$ $X)$

$\int_{Y\in \mathfrak{S}+}\int_{Q\in O(n^{\prime})}h(Y)e(-\frac{\lambda}{2}B^{-1}A,$
$Y)\zeta_{1}(Q)e(\lambda B^{-1}X^{\frac{1}{2}}, Y^{\frac{1}{2}}Q_{1})dQ\delta Y$ .

Ici, $Q=(_{*}^{Q_{1}}$ $**$ ), $Q_{1}$ \’etant d’ordre $n$ , et $dQ$ est la mesure de Haar $normalis\text{{\it \’{e}}}_{\vee^{\prime}}$

de $O(n^{\prime})$ .
DEMONSTRATION. La premi\‘ere partie est facile. Soit $g=$ dans $G_{g}$.

Par la d\’efinition de $V^{\zeta}$ , on a
$([V^{\zeta}(g)h](X), 0)$

$=(i\lambda)^{nm}(\det B)^{-m}e(-\frac{\lambda}{2}DB^{-1}Z,$ $Z)\int\oint_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(W)K(g, Z, W)dW\cdot\zeta(P(Z))^{-1}$ ,

o\‘u $h\leftrightarrow f,$ $Z^{t}Z=X(Z\in \mathcal{M})$ et

$K(g, Z, W)=e(-\frac{\lambda}{2}B^{-1}AW,$ $W)e(\lambda B^{-1}Z, W)$ .
On a ensuite

$\int_{Jl}f(W)K(g, Z_{1}W)dW=\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(h(Y), 0)\zeta(P(W))K(g, Z, W)dW$ $(Y=W^{t}W)$

$=\int_{S}(h(Y), 0)\zeta(P(WP))K(g, Z, WP)dW$ $(P\in O(n^{\prime}))$

$=\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\int_{O(n^{\prime})}(h(Y), 0)\zeta(P(W)P)K(g, Z, WP)dPdW$ .
Posons $Q=P(W)\cdot P\cdot P(Z)^{-1}$ . Comme

$\langle B^{-1}Z, WP\rangle=\langle B^{-1}X^{\div}, Y^{\div}Q_{1}\rangle$ ,

on a

$\int_{O(n^{\prime})}\zeta(P(W)P)K(g, Z, WP)dP$

$=\int_{O(n^{\prime})}\zeta(QP(Z))e(-\frac{\lambda}{2}B^{-1}A,$ $Y)e(\lambda B^{-1}X^{\frac{1}{2}}, Y^{\frac{1}{2}}Q_{1})dQ$

$=e(-\frac{\lambda}{2}B^{-1}A,$ $Y)\int_{O(n^{\prime})}\zeta(Q)e(\lambda B^{-1}X^{\frac{1}{2}}, Y^{\frac{1}{2}}Q_{1})dQ\cdot\zeta(P(Z))$ .

De plus, on a

$\int_{O(n^{\prime})}\zeta(Q)e(\lambda B^{-1}X^{\frac{1}{2}}, Y^{\frac{1}{2}}Q_{1})dQ$

$=\int_{Q\in O(n^{\prime})}\int_{R\in\Gamma}\zeta(QR)e(\lambda B^{-1}X^{\frac{1}{2}}, Y^{\frac{1}{2}}Q_{1})dRdQ$

$=\int_{O(n^{\prime})}(\zeta_{1}(Q)0E0)2^{--}11$
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d’o\‘u le r\’esultat.
TH\’EOR\‘EME. Si $n=n^{\prime}=2m$ , les repr\’esentations unitaires $V^{\zeta}$ sont toutes

irr\’eductibles.
D\’EMONSTRATION. Supposons qu’un op\’erateur born\’e $\Delta$ dans $\mathcal{H}^{\zeta}$ commute

avec tous les $V^{\zeta}(g)$ pour $g\in G$ . En prenant $g=n(C)$ , on voit que $\Delta$ commute

avec les op\’erateurs de multiplication par $e(-\frac{\lambda}{2}C,$ $X)$ pour toute $C$ sym\’e-

trique. Il existe donc une fonction $\delta X$-mesurable born\’ee $\Delta$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ \‘a valeur
r-matricielles telles qu’on ait

$\Delta h(X)=h(X)\Delta(X)$

pour toute $h\in \mathcal{H}^{\zeta}$ (voir une d\’emonstration en Appendice). En prenant ensuite
$g=h(A)$ , on a la relation

$\zeta(P(A^{-1}X^{\frac{1}{2}}))\Delta(X)=\Delta(A^{-1}X^{t}A^{-1})\zeta(P(A^{-1}X^{\frac{1}{2}}))$ .

En posant $A=X^{\frac{1}{2}}$ , on voit que $\Delta(X)$ est une matrice constante $\Delta$ . Notons

qu’on n’a pas employ\’e l’hypoth\‘ese $n=n^{\prime}$ jusqu’ici. En posant enfin $A=X^{\frac{1}{2}}P^{-1}$

$(P\in O(n))$ , on a
$\zeta(P)\Delta=\Delta\zeta(P)$

pour tout $P\in O(n)$ . Comme $\zeta$ est irr\’eductible, $\Delta$ doit \^etre une matrice scalaire,

ce qui d\’emontre le th\’eor\‘eme.
Pour $n<n^{\prime}$ , nous ne savons pas si $V^{\zeta}$ est irr\’eductible.

Appendice.

I. D\’EMONSTRATION de la Proposition dans \S 6, $3^{o}(p. 246)$ .
a) $GL(n, R)$ op\‘ere transitivement sur $\mathfrak{S}_{+}$ par l’op\’eration $L_{A}^{*}:$ $x_{-\rangle}AX^{t}A$

$(X\in \mathfrak{S}_{+}, A\in GL(n, R))$ . Si $dX$ d\’esigne la restriction \‘a $\mathfrak{S}_{+}$ de la mesure de
Lebesgue sur l’espace vectoriel des matrices sym\’etriques, on a

$d(AX^{t}A)=|\det A|^{n+1}dX$ .

Donc la mesure $\delta^{*}X=|\det X|^{-\frac{n+1}{2}}dX$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ est la seule mesure invariante
par L*\‘a un facteur constant pr\‘es.

D’un autre c\^Ot\’e, $GL(n, R)$ op\‘ere sur $\mathcal{M}$ par l’op\’eration $L_{A}$ : $Z\leftrightarrow AZ(Z\in \mathcal{M}$ ,

$A\in GL(n, R))$ , et la mesure $d^{*}Z=|\det Z^{t}Z|^{---}dZn_{2}^{\prime}$ est invariante par $L_{A}$ .
Soit $\phi$ l’application $Z\vdash\rightarrow Z^{t}Z$ de $\mathcal{M}$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ . Puisque $\phi$ est propre, il existe,

pour une mesure de Radon $\mu$ sur $\mathcal{M}$ , la mesure image directe $\phi(\mu)$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ .
Si $\mu$ est $L_{A}$ -invariante, $\phi(\mu)$ est $L_{A}^{*}$-invariante, parce qu’on a $\phi\circ L_{A}=L_{A}^{*}\circ\phi$ .
Comme il n’y a qu’une mesure $L_{A}^{*}$-invariante sur $\mathfrak{S}_{+}$ \‘a un facteur constant
pr\‘es, on a $\phi(d^{*}Z)=c\delta^{*}X$. Pour une fonction $f$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ , on a
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$c\int_{\mathfrak{S}+}f(X)\delta^{*}X=\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}f(Z^{t}Z)d^{*}Z=\int_{n}f(Z^{t}Z)|\det Z^{t}Z|^{---}aZn_{2^{\prime}}$

d’o\‘u r\’esulte

$c\int_{\mathfrak{S}+}f(X)|\det X|\underline{n^{\prime}-n-1}\sim^{-}odX=\int_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}f(Z^{t}Z)dZ$ .

b) Pour d\’eterminer la constante $c$ , on consid\‘ere l’ensemble $\mathfrak{T}_{+}$ des
matrices triangulaires superieures \‘a \’el\’ements diagonaux positifs. L’applica-
tion $X\leftrightarrow X^{t}X$ de $\mathfrak{T}_{+}$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ est un isomorphisme et sa jacobienne $J(X)$

relative aux mesures de Lebesgue sur $\mathfrak{T}_{+}$ et $\mathfrak{S}_{+}$ \’egale \‘a $2^{n}\cdot x_{11}x_{22}^{2}\cdots x_{nn}^{n}$

$(X=(x_{ij}))$ . On a donc, pour une fonction $f$ sur $\mathfrak{S}_{+}$ ,

$\int_{\mathfrak{S}+}f(X)dX=\int_{\mathfrak{T}+}f(X^{\iota}X)2^{n}\cdot x_{11}x_{22}^{2}\cdots x_{f}^{n_{\iota n}}dX$ .

Pour obtenir le r\’esultat, il suffira de prendre comme $f$ la fonction carac-
t\’eristique de l’ensemble des matrices dans $\mathfrak{S}_{+}$ dont les \’el\’ements diagonaux
sont inf\’erieurs \‘a 1.

II. a) Soient $X$ un espace localement compact d\’enombrable \‘a l’infini, $\delta x$

une mesure de Radon positive sur $X$, et $\mathcal{H}$ l’espace hilbertien des fonctions
de carr\’e int\’egrable sur $X$ \‘a valeurs dans $C^{r}$ . Pour une fonction $\varphi$ dans $L^{\infty}(X)$

(les fonctions mesurables born\’ees), $M_{\varphi}$ d\’esignera l’op\’erateur de multiplication
par $\varphi$ dans $\mathcal{H};f\mapsto M_{\varphi}f=(\varphi f_{1}, \varphi f_{2}, \cdots, \varphi f_{r})$ .

PR0POS1TION 1. Si un op\’erateur born\’e $T$ dans $\mathcal{H}$ commute avec tous les
$M_{\varphi}(\varphi\in L^{\infty}(X))$ , il existe une fonction mesurable born\’ee $A(x)$ sur $X$ \‘a valeurs
matricielles \‘a $r$ lignes et $r$ colonne telle qu’on ait

$Tf(x)=f(x)A(x)$

pour toute fonction $f$ dans ,Sif.

DEMONSTRATION. Il existe une suite croissante d’ouverts $U_{n}$ telle que $\overline{U}_{n}$

soit compact et que l’union des $U_{n}$ soit \’egale \‘a $X$. Soit $e_{n}$ la fonction carac-
t\’eristique de $U_{n}$ et posons

$e_{n}^{i}(x)=(0, \cdots e_{n^{i}}^{\vee}(x),$
$0,$ ) $(1\leqq i\leqq r)$ .

Le support de $Te_{n}^{\ell}$ est contenu dans $U_{n}$ et on peut \’ecrire

$Te_{n}^{l}(x)=\sum_{i=1}^{f}a_{ij}(x)e_{n}^{j}(x)$

pour $x\in\overline{U}_{n}$ . Les fonctions $a_{ij}(x)$ sont bien prolong\’ees en tout $X$, et il nous
suffit de poser $A(x)=(a_{ij}(x))$.

b) Soient $G$ un groupe commutatif localement compact d\’enombrable \‘a
l’infini, $X$ un sous-espace ouvert de $G$ et $\mu$ une fonction continue partout non
nulle sur $X$. Soit $\delta x=\mu(x)dx,$ $dx$ \’etant une mesure de Haar de $G$ . D\’esignons
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par $\mathcal{H}=L^{2}(X, C^{r}, \delta x)$ l’espace hilbertien des fonctions de carr\’e int\’egrable par
rapport \‘a $\delta x$ sur $X$ \‘a valeurs dans $C^{r}$ .

PROPOSITION 2. Soit $T$ un op\’erateur born\’e de $\mathcal{H}$ et $\hat{G}_{X}$ l’ensemble des
caract\‘eres unitaires de $G$ restreints \‘a X. Si $T$ commute avec tous les $M_{\chi}(\chi\in\hat{G}_{X})$ ,
$T$ commute avec tous les $M_{\varphi}(\varphi\in L^{\infty}(X, \delta x))$ .

DEMONSTRATION. L’assertion est vraie si $X=G,$ $\delta x=dx$ (voir [3]). La
modification n’est pas difficile.

En combinant les Propositions 1 et 2, on obtient ce qui suit.
PROPOSITION 3. Dans les notations de Proposition 2, on suppose positive

la fonction $\mu$ . Si un op\’erateur born\’e $T$ de $\mathcal{H}$ commute avec tous les $M_{\chi}(\chi\in\hat{G}_{X})$ ,
il existe une fonction $\delta$ -mesurable born\’ee $A(x)$ sur $X$ \‘a valeurs matricielles \‘a $r$

lignes et $r$ colonnes telle qu’on ait

$Tf(x)=f(x)A(x)$

pour toute $f$ dans $\mathcal{H}$.
Universit\’e de Tokyo
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