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§0. Introduction.

On se propose dans ce mémoire de construire plusieurs séries de représen-
tations unitaires des groupes symplectiques sur un corps auto-dual.

Soit K un corps commutatif localement compact dont le groupe additif
est auto-dual. Tanaka et Shalika ont construit toutes les représen-
tations unitaires irréductibles de SL(2, K)=Sp2, K). Ce travail est un
essaie de généraliser leurs résultats a un groupe symplectique quelconque
G,=Sp(2n, K). La construction de Tanaka et Shalika repose sur la méthode
développée par A. Weil [8], que nous suivrons aussi.

Soit @ une forme quadratique non dégénérée sur K™. On construit
d’abord une représentation projective unitaire U? de G, dépendant de @. On
montrera ensuite que U? provient d’une représentation linéaire unitaire 0®
de G, sous une certaine condition. Cette condition est vide pour le corps des
nombres complexes et les corps finis, et est la parité de n’ pour le corps des
nombres réels et les corps p-adiques. Dans le dernier paragraphe, on se
restreint au cas ot K=R, @ =FE (unité) et n <n’, et décompose la représen-
tation 0% suivant les représentations irréductibles du groupe orthogonal O(n’).
Les représentations ainsi obtenues sont définies sur I’espace des fonctions
vectorielles sur l'espace &, des matrices symétriques positives d’ordre n et
de carré intégrable par rapport 4 une mesure de Radon. Si n=n’, ces représen-
tations sont toutes irréductibles.

On fixe les notations dans § 1. On construira dans § 2 les représentations
projectives unitaires U? dans I’espace des fonctions de carré intégrable sur
Yespace M des matrices a n lignes et n’ colonnes sur K. Ici, on a suivi une
méthode un peu différente de celle de Weil. On donnera aussi la forme ex-
plicite de l'opérateur pour certains éléments typiques de G,.

Dans § 3, on définit, pour une matrice symétrique inversible A, le nombre
(D, A), qui représente le facteur cohomologique de projectivité de la représen-
tation U?. Deux lemmes seront démontrés qui permettent de réduire le
calcul de 2 au cas simple. On reproduira aussi le résultat sur la classification
des formes quadratiques. Ici et dans le reste du mémoire, on suppose n’ pair
pour le corps des nombres réels et les corps p-adiques.
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Dans § 4, on calcule 2(®, A) explicitement, et montre que £2(®, A~) peut
g’écrire sous la forme p(@)(D, A), ou p(P) ne dépend pas de A et D, A)
(A symétrique inversible) peut se prolonger & un caractére d’ordre 2 du groupe
GL(n, K). Ce resultat est essentiel pour linéariser U®.

Le §5 sera consacré 3 la linéarisation de U?. Faute de méthode générale,
on se servira de la connaissance des générateurs et des relations pour G,
due & Steinberg [6]. Le calcul étant élémentaire mais trés compliqué, on n’en
reproduira pas le détail.

Dans le dernier paragraphe, on suppose que K=R, ®=F et n=n’. Soit
{ une représentation irréductible de dimension N de O(n’) qui est de classe
1 par rapport a un certain sous-groupe I’ isomorphe a O(n’—n), et soit r la
dimension de ’espace des invariants par (I"). Soit H* ’espace des fonctions
de carré intégrable f sur . a valeurs dans C¥ telles qu’on ait f(ZP)=Ff(Z){(P)
pour tout P=O(n’). Alors la somme directe de N répliques de 0® induit une
représentation U9¢ dans H% qui peut se transférer a l'espace LXS,, C", 6X),
ou &, est l’espace des matrices symétriques positives d’ordre n et 6X=

n'—n—

cldet X| 2 1dX. On donnera la forme explicite de I'opérateur pour certains
éléments typiques de G,. On démontrera que les représentations ainsi obtenues
sont toutes irréductibles si n=n’.

En appendice, on explicite la mesure X et démontre un lemme qui nous
sert a montrer l'irréductibilité d’une représentation.

Des résultats essentiels mais partiels de ce travail ont déja été annoncés

dans [4].

§1. Préliminaires.

1°. Soit K un corps commutatif localement compact dont le groupe additif
est auto-dual au sens de Pontrjagin: K est donc le corps des nombres réels
ou complexes, un corps fini ou un corps p-adique. Dans le cas d’'un corps fini
(resp. p-adique), la caractéristique p de K (resp. du corps des restes) sera
toujours supposée impaire.

2°. On désigne par |a| la valeur absolue d’un élément ¢ de K définie
par la formule d(ax)=|a|dx, ou dx est une mesure de Haar du groupe additif K.

3°. Choisissons une fois pour toutes un caractére unitaire non trivial e
du groupe additif K. Si l'on désigne e, (a= K) le caractére x—e(ax), la
correspondance a<>e¢, donne une auto-dualité de K.

Pour la simplicité, on fait les conventions ci-dessous. Pour K= R, dx est
la mesure de Lebesgue et e(x) =e**® (a > 0). Pour K p-adique, dx est la mesure
de Haar normalisée de telle facon que la masse de I'anneau des entiers o soit
égale 4 1, et e est un caractére unitaire dont la restriction a o est triviale



234 M. Saito

mais celle a p~! (p étant I'idéal premier de o) ne l'est pas.
4°. Soient n et n’ des entiers strictement positifs. Munissons I’espace
vectoriel K" de la forme quadratique <unité>» et K*» d’une forme quadratique
non dégénérée @. @ désignera aussi la matrice de @. L’espace M= MH(n, n’)
des matrices a n lignes et n’ colonnes sur K sera alors muni d’'une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée:
CZ,WH=(Z, W)He=Tr ZW*=Tr Z*W ,

ou Z*=@Q"'*Z est la matrice adjointe de Z relative aux deux formes quadra-
tiques ci-dessus. On conviendra d’écrire e(Z, W) pour e( Z, W)).

5°. Pour une fonction f de carré intégrable sur # par rapport a la
mesure de Haar produit dZ, on définit la transformée de Fourier f de f par
la formule

FWy=ctn, Of f(Z)e(Z, W)dZ,

ou la constante positive c(n, @) est choisie de telle fagon que l'on ait les
formules

fir@rdz=1fwm)1dw, 7 2)=cn, &) [FW)e(—2, W)aw .

§2. Les représentations projectives de Weil.

1°. Soit I" I'espace produit HX M X K muni de la topologie produit et de
la loi de multiplication suivante: pour deux éléments y,=7(X;, Y, ;) (i=1, 2),

7172 = )’(X1+X2, Y,+Y,, Lh4t,+{ X, YD),

I’ est un groupe nilpotent localement compact qui est un produit semi-direct
de K par X M. Appelons K* le groupe multiplicatif des éléments non nuls
de K. Pour A K*, une représentation p* de I” est définit dans I'espace L*(K)
par la formule

LA (X, Y, NSUZD) =ext+< 2, YD) f(Z+X).

La théorie de Mackey sur les représentations induites [1] dit que toutes
les p? sont unitaires irréductibles, que p* et p” sont équivalentes si et seule-
ment si A= g et que toute représentation unitaire irréductible de I” de dimen-
sion supérieure a 1 est équivalente a une p*.

2°. Soit G le groupe symplectique a 2n variables sur K:

G = Sp(2n, K)
={(A BY; tAD—CB=E, *tAC="CA, ‘BD="DB)
C D ’ y ’ H

E étant la matrice unité.
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G opére sur I' comme un groupe d’automorphismes: pour g= (él g) G
et y=7(X,Y,t)el, l'élément g(;)=y(X’, Y’,t) dans I" est défini par
X' =AX+BY, '=CX+DY,

# = t+—;;(<,4x, CX59--2{CX, BY 5g+(BY, DY ).

Les éléments centraux (0, 0, ) de I” sont les invariants par G.
3°. L’application p}:y— pi(y) = p*(&(y)) est une représentation unitaire
de I' équivalente a4 p*; car on a

P& 0, 0, 1) = p*(7(0, 0, 1)) = e(4)
‘et cela caractérise la classe d’équivalence de représentations.

Il existe par le Lemme de Schur un opérateur unitaire U(g)= U?®*g),
unique a un facteur constant de module 1 prés, tel qu'on ait

i) =U(g)p (NU(g)!

pour tout y= I'. Il est facile de voir que l’application g—U(g) est une
représentation projective unitaire continue de G (représentation projective de
Weil). Si A2p~! est carré dans K*, U®?4 et U%# sont équivalentes. On écrira
désormais U pour U?4 sauf s’il y a de danger de confusion.

4°. On convient d’écrire certains éléments de G comme suit:

m(A, C):(ﬁ tg_l), A inversible, ‘AC symétrique;
n(Cy=m(E, C), h(A)=m(4,0);

sBy=(_%s %), B inversible .

Soient G, le sous-groupe fermé de G formé des éléments m(A, C) et G, le

sous-ensemble ouvert et dense dans G formé des éléments g= (él IB;) ou B

est inversible.
On peut facilement trouver l'opérateur U(g) pour g dans G,VG, (@ un

facteur constant preés):
[UGn(A, CHSZ)=1det Al o(—4-CA=Z, Z) f(472),

[UG(BYSX(2) =] det 2B~ F FaB2).
Pour g=G,, on a
[U(8)fX2)=Idet 1B~ ¥ ¢(—5-DBZ, Z)

-cln, @) [ F(Wye(—4-B-1 AW, W)e(AB-Z, W)dW .
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Pour g dans G,\UG,, U(g) s’entendra comme 'opérateur décrit ci-dessus, sans
ambiguité de facteur constant.

§3. Les formes quadratiques et le nombre Q2(®, A).

On peut, sous une certaine condition, trouver un coefficient cohomologique
de module 1 qui rend linéaire la représentation projective de Weil. Cette
condition est vide pour le corps des nombres complexes et les corps finis
(les groupes symplectiques étant d’ailleurs simplement connexes), et est la
parité de n’ pour le corps des nombres réels et les corps p-adiques. Dans ce
paragraphe, on introduira, selon Weil, un nombre 2(®, A), A étant symétrique
inversible, qui jouera le réle essentiel dans la linéarisation de U®4,

1°. Pour B,, B, inversible et C symétrique inversible d’ordre =, on a

s(Bn(C)s(B,) = n(—*Br'C*Bi)s(B,CB,)n(— B;'C™'*Bs ") .
Par conséquent, U(s(B)Um(CYHU(s(By) et Un(— Br'CB))U (s(B,CB,))-

U(n(—B3;'C-**B;')) ne se différent que par un facteur constant de module 1,
lequel on va expliciter.

PROPOSITION 1 (Weil). Pour une matrice symétrique inversible A d’ordre n,
il existe un nombre @(@, A) tel qu'on ait l'égalité

() worrererreneen [LfrE—wiecaw, wraw|dz=6(, 4) [ F(W)aw

pour les fonctions f de Schwartz-Bruhat sur M(n, n’).®
PROPOSITION 2 (Weil). Si l'on pose
2D, A)=c(n, ®)2|% |det AT 6D, 4),
20D, A) est de module 1 et on a
U(s(B)Un(CHU(s(By,))

= 2(®, —-C) Uln(—*BrlC- Bi)U(s(B,.CB)U(n(— By*C- i) .

La démonstration de ces deux propositions se trouvent dans n°l4, p. 162
de Weil [8]

On écrira 6(4), 2(A) pour 6@, A), 2D, A) s’il n’y a pas de danger de
confusion.

*) On pourrait heuristiquement écrire
8(0, A) =Se(AZ, Z)dzZ.

Pour un corps fini, cette intégrale a un sens. Pour un corps p-adique, on I'interprétera
comme valeur principale et en déduira sa valeur.
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2°. Les deux lemmes suivantes seront utiles dans le paragraphe prochain.
LEMME 1. St la forme quadratique @ est de la forme

¢1¢2

.@L

et que A= . est diagonale inversible, on a les formules de réduction:

6@, =11 6@, ),

o0, H=11 ,_ﬁl 2D, ).

DEMONSTRATION. Si l'on décompose une matrice W dans #(n, n’) en nl

vecteurs en lignes suivant la décomposition de @, et si on écrit W =(w,)
A=sk=n,1=j=!l),0n a

n l
e(AW, W)g= l:cl_le jl;[le(akwkj, wkj)@j .

n [4
I1 suffit alors de prendre f(W)———,jc[[ }—Ifkj(wkj) dans (*).
=1 j=1
LEMME 2. Une matrice symétrique A d’ordre n sur K peut s’écrire sous la
forme A='PDP, ou D est diagonale et |det P|=1. On a en plus
6@, A)=6(D, D), 200, A= 2D, D).

DEMONSTRATION. Une démonstration de la premiére assertion pour les
corps p-adiques se trouve dans Shalika[5]. Les autres cas sont bien connus.
Pour la derniére assertion, il suffit de rappeler que d(PW)=dW si |det P|=1.

3°. On reproduit ici le résultat bien connu sur la classification a I’équi-
valence prés des forme quadratiques non dégénérées sur K (voir [2]). Pour
le corps des nombres réels et les corps p-adiques, on se restreint aux formes
quadratiques de dimension #n’=2m paire. On convient d’écrire A@ B pour
la somme directe de deux matrices A et B:

_ /A 0
A®B=(5 g).
a) K=R, n"=2m (me 2Z).
ng:Es@_En’—a (0§S§2m),

E, étant la matrice unité d’ordre s.
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b) K=C. @,=E,.
c) K=F, Posons F= ((1) (1)) et ¢ un élément non carré de K*.

n' =2m-1. D5 =FPD - DFPT,
D =FD - DFPe.
n’ =2m. D.=F&D - PF,

h=F® - oF®(* _,).

d) K p-adique, n’=2m (m < Z). Soient & une unité non carrée et = un

générateur de p. Posons F= ((1) (1)) et E(p):(l —p> ou p=¢, & ou er.

Din=FD - OF,
Oin=FD - DFBE(p),

in=FOD - DFD(p)E(p),
Oin=FD - DFOE()D —nE(),

ou x(e)=mr, x(r)=¢c et wlenx)=c¢c".

§4. Calcul de 2(9, A).

Soit @ € K*. Ecrivons 6(a), w(a) respectivement pour 6(®, a), (P, a)
dans le cas o n=n"=1 et O(x)=x% (x= K).

1°. K=R. a) En prenant f(x)=e*** (a>0) dans (x), on obtient le
résultat suivant par le calcul des intégrales curvilignes:

w(a) = exp (—g—z sgn a) )

b) Soit A une matrice symétrique inversible d’ordre n. En écrivant
A="'PDP ol |det P|=1 et D est diagonale d’éléments a,, @, ***, a,, on a par
les Lemmes 1 et 2,

2%, A)= X4, D)
= II (@' o(—a)™*]

= kl":Il (Gsgn ay) ™
=1"¢"™(sgn det A)*™.

2°. K=C. On a facilement 2(®,., A)=1 dans tous les cas.
3°. K=F, a) Le calcul direct donne w(a)=ry-sgna, ou sgna==+1
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suivant que « est carré ou non carré dans K*, et 7 est une somme de Gauss
divisée par son module:

F=0T 3 e(x?).

.ZEFq
_ , - ~_70 1
b) n=1, n”=2. Pour @2—F_(1 0), on a

OD;, )= X eQaxy)=q. 207, )=1.

z,ySFy

Pour &f = ((1) _2), on a

2003, a)=w(a)o(—e'a)=—p*sgn(—1)=—1,

par les Lemmes et la relation 7®>=sgn (—1).

c) Cas général. Soit A une matrice symétrique inversible d’ordre n et
écrivons A=*'PDP, ou P est inversible et D est diagonale d’éléments a,, a,,
-+, &, Toujours par les lemmes,

2Bsssy = TI[AP5, arw(e)]

=7r"sgn(a,a, - ay)

=7r™(sgndet A).
X Bisr, A= TL[2(05, a"0(e )]
=(—r)(sgn det A).

2@5, A= L2057, ay"]=1.
2@, A)= 13 [2D5, ay™ D5, a)]=(—1)".

4°. K p-adique. Supposons que le corps des restes o/p contient ¢ éléments,

et soit y’=¢q 2 X e(z 'x?. Alors y'= 27 (la signature dépend du choix

x&o mod P
du charactére e).
Mettons d’abord un lemme.
LEMME. Soit A une matrice symétrique inversible d’ordre n sur K.
Désignons par O et B* (k= N) I'ensemble des matrices a n lignes et n’ colonnes
sur o et p* respectivement. On a la formule

60, H= lim j o n¥AZ, 2)gdZ.

DEMONSTRATION. Prenons la fonction caractéristique de O comme f dans
{(x). On a alors :
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jﬂ[ j L SZ=Wyeaw, W)dW]dZ
= fﬂ[foe(A<Z+X), Z+X)dX|dz

= lim ﬂg_N[ { _e(A(Z+X), Z+X)dX|dz

N—-+oo

= lim | [ [ _«AZ+X), Z+X)dz]dX

N—+o0

= lim | _e(AZ, Z)dZ,
b

N—o00

ce qu’il fallait démontrer.
a) n=n’'=1. Ecrivons a =a,1!, a, étant unité. Nous allons montrer
1 si [ est pair,
w(a)={ )
r’/-sgn @, sinon .
Ici, &, désigne I'image de a, dans o/p.
DEMONSTRATION. i) Soit a =ayn?* (k= Z). Pour N assez grand, on a

L_Ne(axz)dx = L_Ne(aonz"xz) dx=gq* Lk_Ne(aoyz)d;v

=q¢* 3 foe[ao(y+Z)2]dz

'yen"_N mod o
=¢* 3 ela)| eQayadz=g*,
yevk'—Nmodo °
d’ou résulte que f(a)=q*, w(a)=1.
ii) Soit a =a,n*! (k= Z). Pour N assez grand, on a

L_Ne(ax"’) dx= fv_Ne(aon-“n”‘x*)dx = q"Lk_Ne(aon'lyz)dy
=q* > L eLa,m~(y+2)*]dz
=q¢¢* X e(aon"yz)f ea,m™'yz)dz
ver* Y mod » v

=gt 3 elamly?) q"'%r’-sgn a,,
yEPk_NmodD
d’ou resulte B(a)zlal—%r’-sgn a&,, o(a)=7’-sgn &,
b) n=1, n”=2. Pour a < K*, sgn,(a) (p=¢, x, en) sera, par définition,
égal a 1 ¢'il existe un élément z dans KX K tel que a=®£(2), et 3 —1 sinon.
Si v(a) désigne l'ordre de a dans K, on a
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sgn.(a) = (—1)*,
sgn.(a) =sgn (—1)*“ sgn &, ,

sgn.(a) =[—sgn (—1)]"“ sgn &, .
on or=( g).

O(@;, @)= lim j'jp_N p_Ne(2cu xVdxdy = q* .

N—+o0

Q@;, )=1.

(b2) @%’:((1) _0> (p=¢, 7, en).
1 si v(a) est pair ]

2%, o) = w@o(—ca) = | * sgn (—1)= —1 sino
—7r n(—1)=— mon

=sgn.(a).

2Pz, a) = w(a)w(—r"'a)
r/-sgn(—a,)=7""'-sgn @, si v(a) est pair

- { y/-sgn d,=7’"t-sgn(—1)sgn &, sinon }

=7/t sgn (—1)"“ sgn @, =7'"! sgn. (a).
2005, o) = w(a)w(—e n7'a)

C(7/-sgn(—eay,) = —r''sgn &, si v(a) est pair

B {r’-sgn &y=—7'"1-—sgn(—1)-sgn @, sinon }
= —7/""[—sgn (—1)]"“ sgn &, = —7’ "' -sgn.. (a).

Si l'on pose p(p)=1, /7', —r/~! pour p=¢, w, ewr respectivement, on peut
écrire ces trois résultats dans une formule:

298, a)=1p(p) sgn, (a) .

(b3) D = (x(p) 0 > p=¢, W, ET.

k(p)=rm,¢e, et

0 —x(o)p
On obtient le résultat suivant par la méme maniére que dans (b2):
293¢, a) = —p(p) sgn, (a) .

c¢) Cas général. Soit A une matrice symétrique inversible d’ordre n et
écrivons A='PDP, ou |det P|=1 et D est diagonale d’éléments «a;, as, **-, a,.

Qb;,, A)= ,cr:[lg@;, a)m=1.
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ABn, 4)=T1 [2@7, &)™ 2%, )]

=p(o)* ,ﬁll sgn, (ax) = p(p)" sgn, (det A).
20, A)=TILAD;, € ABy, a,)]

=(—p(e)" I1 sgn, (@) = (—p(p))" sgn, (det A).
Xty A)= TLL2AO7, €™ * 25, )APE, —a0)]

=(—sgn{—1)"=(—1)".
5°. Résumé. Vu les résultats précédent, on peut écrire 2(®@, A) sous la

forme

2@, A)=p(D)AP, A)
ol p(®) ne dépend pas de A, et 2(@, A) qui est originairement défini pour les
matrices symétriques inversibles peut se prolonger en un homomorphisme

continu de GL(n, K) dans {=+1}.
On présente le résultat dans la table suivante.

K  forme quadratique D) 20, A)
R m gres-m (sgn det A)*™™
C D, 1 1
Diniy r" sgn det A
F D1 =" sgn det A
! Dz 1 1
(/38 (=" 1
(198 1 1
padique D8 p(p)" sgn, (det A)
D (—=p(e))" sgn, (det A)
D =D 1

Rappelons les notations:

0=¢, T, e )
1. (respectivement).

=1,y =y
1 1
2. 7= a ’ zezi'qe(XZ), 7‘/ =1 2J:anmod 9e(n_lxz>.

3. Pour a dans R* ou F'{¥, sgna—= +1 suivant que a est carré ou non
carré dans K*. Pour « dans K* p-adique, sgn,(a) est égal a 1 si a est la

‘l‘ \ .
norme d’un élément de I’extension quadratique K(p?), et 2 —1 sinon.
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DEFINITION. Pour chaque @, on définit ’homomorphisme A+— (@, A) de
GL(n, K) dans {+1} par la table ci-dessus.

§ 5. Linéarisation des représentations projectives U?4,

Supposons désormais que n’ =2m est pair pour le corps desinombres réels

et les corps p-adiques.
DEFINITION. Pour un élément m(4, C) dans G,, on pose

J04(m(A, C)) = 2@, AU (m(A, C)).
Pour un élément g=<é1 g) dans G, (B inversible), on pose
0oig)=p@)(0, — 5 B)U®Xz).

PROPOSITION. a) Pour m, et m, dans G,, on a
Oom,) Oimy) = O(m,ms,) .
b) Pour g, g, et g.8, dans G,, on a
A gy Uig)= Ugs).

DEMONSTRATION. L’énoncé a) est trivial. Pour b), comme

g=n(DB-)s(Bn(B-A),
on a
U(e)Ulg)=2(0, — 4 Br'B B\ U(g:8), gi6= (‘é: 5;) ,

d’ou vient le résultat par un calcul facile.
Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant.
THEOREME. L’application U de G,\JG, dans le groupe unitaire de L*(H)
se prolonge en une représentation linéaire unitairve continue de G, dans L*(.H).
Pour le démontrer, on se servira de la connaissance des générateurs et
des relations pour G due a Steinberg [6] Si n=1, le théoréme a déja été
démontré par plusieurs auteurs (e. g. Shalika [5]). On suppose donc n > 1.
1°. Soit Y le systéme des racines du type C, (dans la notations d’E.
Cartan). Les générateurs de G sont les éléments radiciels x(t) (e €2, t € K).
Les relations fondamentales de Steinberg sont (A), (B) et (C), que nous allons
expliciter.
(A) x Oxs)=x,(t+s) (@, t, s K).
B) [x.0, x5(s)] :Hxia-Fj,’i(cijaﬂtisj)'
Ici, [x, v]=xyx 'y, le produit s’étend a tous les entiers positifs 7, pour
lesquels ia+jB < Y, les termes étant arrangés dans un ordre lexicographique,
et les ¢;;.p sont certains entiers qui ne dépendent pas de ¢, s.
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Posons
wa'(t) == xa(t>x-a(_t-l)xa(t) (t = -K*) ’
hl) =w (DHw ) ' =w ()w(—1) (te K%,
(©)  hD)has)=h(ts) (e =, t, s K».
2°. Nous allons écrire les générateurs dans la forme matricielle. Dési-
gnons par E la matrice unité et par E,, les unités matricielles d’ordre n.

E+tE;, 0
ct0= ("1 ) Gee,
E H(Ey+ Egy) .
bty = ) aen,
bi(t) = belt) = (f tZ)
ca®= 5 0) Gk,

HEux+Ex) E

et = cul) = (ti g) .

On va définir 'opérateur unitaire U(g) dans L) pour chaque générateur
Z, et montrer que ces opérateurs satisfont aux conditions correspondant a
A), B) et C). On aura alors une représentation linéaire unitaire U de G dans
L*H). Ensuite on montrera que U(g)=U(g) pour g dans G,UG, Comme
G, est ouvert et dense dans G et que [ est continue dans G,, on aura démon-
tré le théoréme.

Les éléments a;.(t) et c;x(t) étant dans G,, on convient de poser U(g)=0(g)
pour ces éléments. Les élément b;(f) sont de la forme s(E)n(C)s(—E), C étant
symétrique, on pose donc

O(bu () = O(S(ENT((CHT(s(—ED) .

Plus précisément, on écrit une matrice Z dans H(n, n’) sous la forme

2
z , . . .
Z=|"? |, les z; étant dans K™. Pour une fonction f(Z), on convient d’écrire
Zn
Zy
z, :
: u;
fu)=s U || Salus, u)=r : .
: U
Zn :
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Les opérateurs U(b;(t)) sont alors donnés par les formules suivantes:
LOW() fUZ)
— =-1|m _14 __L t~Yz.— —_ d
267 "2(0, 5-2t)e(l, D) e(——5 4 (z—u), z—uy)fuodu,,

LOG)fXZ)
=12t el 0 ([ e(—atYz—ud), Z—wd Fulus, w)dudu,  G#F).

K" xgn'

3°. Les relations (B) sont les suivantes.

D Cea®), com()I=E,  [bu(®), bin(s)]=E.

E (k #m)

a; (ts)

( [cun(®), an()I=E (R, i+ m)

cas) (R+#1, i)
cu(ts)e,(—ts®) (k=1)

C Lead®), ard(s)]= ci(2ts)

( [0, aim()I=E (&, i+ m)

Lou(®), au(s)]=bu(—ts)  @+#1)

Lo:(®), a1i()] = bu(—1s)bi(—1s?)

C [b:(®), as(s)] = b(—2ts)

( Lou(®), cu(SYIJ=E  (k#Em, i1, k+1, i+m)
Lo:(®), cr(s)]=aults)

L0,(), cu(8)]1=a;(ts)c,(ts?®) = c,(tsDa; (ts)

L [0ix(®), cx(s)] = a;x(#8)b(—12s) = by(—12s)a;(ts) .

La constatation de la compatibilité des opérateurs avec ces relations est
élémentaire mais trés compliquée, qu’on ne reproduit pas ici.

Il est facile de voir que U(g)=U(g) pour g dans G,\UG,, ce qui achéve
la démonstration.

2 [aud), am(s)]= {

3 ¢ Lewld), an(s)]l= {

4 <

5 ¢

§ 6. Décomposition de la représentation.

Soit O(®) le groupe orthogonal associé a @. Pour un élément P dans
O(®), Ry désigne la translation a droite dans L% H): Rpf(Z)=f(ZP). 1l est
alors facile de voir que R commute avec tous les opérateurs 0g) (g=06),
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et par conséquent la représentation [J, eventuellement augmentée, se dé-
compose en une somme hilbertienne suivant les représentations de O(®).
Cependant, comme on n’a pas de résultat général assez précis et satisfaisant,
on se contente de présenter dans ce qui suit un résultat pour certains cas
spéciaux.

Supposons désormais que K=R, @ =0i»=F et n<n’ =2m.

1°. Appelons I" le sous-groupe de O(n’) formé des matrices de la forme

GRS

Soit £ une représentation matricielle unitaire irréductible de dimension N du
groupe O(n’). On suppose sans rien restreindre que les {(P) pour P= [ sont

de la forme
G~ D)

ou 7 est la dimension de l’espace des invariants par &(I’). Alors, r>0 si et
seulement si { est de classe 1 par rapport a I.

2°. Soit HY l’espace hilbertien des N-tuples f={(f,, f2, -+, fn) des fonc-
tions f; dans L% M) avec la norme

N
Ilfllz=1§1 | f:lI% .
Soit H* ’ensemble des fonctions f dans HY telles qu’on ait
f(ZP)=f(2)L(P)

pour tout P= O(n’). Nous verrons plus tard que H* n’est pas {0} si et seule-
ment si  est de classe 1 par rapport a I

Si U~ désigne la représentation de G dans HY, prolongée de U dans la
maniére naturelle, H* est un sous-espace fermé et invariant par U¥(G).

3°. Soit &, I’espace des matrices symétriques positives d’ordre n. Comme
lapplication Z—Z'Z de M(n, n’) sur &, est propre, il existe une mesure de
Radon dX sur &, telle qu’on ait

jg h(X)oX = f Wz 2)dz

pour toute fonction h sur &..
PROPOSITION. JX =c|det X|

n'—n—1
2

dX,
c= z—nvmf)»_ﬁl [VG—1)BG, n'—i)]™!,

ou dX est la restriction a ©, de la mesure de Lebesgue sur ’espace vectoriel
des matrices symétriques, V(%) est la masse de la boule unité a 2 dimensions
et B(i, n’—1i) est défini par la formule
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B(@, n’——i):_f lx""i(l~x2) 2 dx.
0

On en donnera une démonstration en appendice.
4°. Soit #* I’espace hilbertien des fonctions dX-mesurables A sur &, a

valeurs dans C7 telles que

1Rl =f_ 1RCO5X < +oo.

On va construire un isomorphisme hilbertien de H® sur %*. Pour Xe=&,,

L
X% signifiera la racine carrée de X dans ©,. Toute matrice Z dans H# peut
s’écrire sous la forme
L
Z=(Z*2)?,0)P(Z) (décomposition polaire),
ou 0 est la (n, n’—n)-matrice zéro et P(Z)=O(n’). Si Z'Z est inversible, P(Z)

est uniquement déterminé modulo I a gauche.
Pour f=(f,) dans H% on a

F(Z)=F(Z'Z)", OUP(Z)).

L ¢
En prenant P dans I', on voit que f,((Z'Z)?, 0)=0 pour i>7r. Par conséquent,

71__ < .
pour Xe&,, f(X ?,0) est de la forme (h(X), Oy_,), ou h est une fonction sur
©., a valeur dans C”. Il n’est pas difficile de voir que l’application f—h est
un isomorphisme hilbertien de H¢® sur 4% L’isomorphisme réciproque h—Ff

est donné par la formule
f(2)=W(Z'2Z), On_)L(P(2)).

5°. La restriction de ¥ & H® peut se transférer par I'isomorphisme f—rh

en une représentation dans 4%, que l'on désigne par Vé=Vo4¢
On va donner la forme explicite des opérateurs V5(g) pour g dans G,JG,.
Soient e(x)=e%® et 1= 1. Alors c(n, ®)=1, p(@)=i"" et (D, A)=
(sgndet A)™. Pour P< O(n’), on écrit

ar=(%" 0.

ou &,(P) est d’ordre 7.
THEOREME. Pour he #° et X=&S,, on a

[VECNRIC) = e( —5-C, X)X,
CVE(A(A)RI(X) = (det A)'”‘h(A'1XtA‘1)C1(P(A‘1Xé*, o).

Pour g=<é g) dans G,, on a
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[V 2RI(X) = GAy*™(det B)‘"‘e(——';—DB“, x)

.‘fY€(5+ erO(n’)h(Y)e(_%B—lA’ Y)CI(Q)e(ZB_IX—;—’ Y—;‘Ql)dQ oY .

Ici, Q:(S1 :), Q, étant d’ordre n, et dQ est la mesure de Haar normalisé.
de O(n’). '

DEMONSTRATION. La premiére partie est facile. Soit g= (‘é g) dans G,.
Par la définition de V¢, on a

CV&gRI(X), 0)
= (i)™ (det B)-me(——g—DB-lz, Z) j FOW)K(g, Z, W)dW -L(P(Z),
ol hef, Z'Z=X (Ze M) et

K(g, Z, W)=e(——';—B‘1AW, W)e(BZ, W).

On a ensuite
[ fWK(g, 2, WydW= [ (W(Y), OUPWNK (g, Z, W)W (Y=W'W)
= [ (W), OUPWP)K(g, Z, WP)AW (P& 0@

={_J ), OUPW)IPIK (s, Z, WP AW
Posons Q = P(W)-P-P(Z)"*. Comme

1 A
(BZ, WP>=(B'X¥,YTQ,>,
on a

[ PP, 2, WP)IP
:5‘ C(QP(Z))8<—‘§_B_1A, Y)e(ZB‘IX%, Y';‘Ql)dQ
o(n’)

—e(— 4 B4, ¥)f o(ﬂg(@)e(w-lx%, Y TQ,)dQ-L(P(2)).

De plus, on a

j ow)C(Q)e(ZB"X %‘, Y%Ql)dQ
= j f c(QR)e(xB-IX‘ﬂlT , Y%Ql)dR dQ
Qso(n’)vY ReI’

=[ (5P Peasx* yToid0,
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d’ou le résultat.

THEOREME. Si n=n’=2m, les représentations unitaires V* sont toutes
irréductibles.

DEMONSTRATION. Supposons qu’un opérateur borné 4 dans 4 commute
avec tous les V%(g) pour g G. En prenant g=n(C), on voit que 4 commute

avec les opérateurs de multiplication par e(———%C, X) pour toute C symé-

trique. Il existe donc une fonction dX-mesurable bornée 4 sur &, a valeur
r-matricielles telles qu’on ait

Ah(X) = hX)A(X)

pour toute h < 4% (voir une démonstration en Appendice). En prenant ensuite
g=h(A), on a la relation

LP(A X TNA(X) = AA- X ADL(P(A- X Y.

En posant A::X%, on voit que 4(X) est une matrice constante 4. Notons
qu’on n’a pas employé ’hypothése n=n’ jusqu’ici. En posant enfin A:X%P"
(P=0O(@®)), on a
C(PY4 = AL(P)
pour tout P O(n). Comme { est irréductible, 4 doit étre une matrice scalaire,
ce qui démontre le théoréme.
Pour n < n’/, nous ne savons pas si V¢ est irréductible.

Appendice.
I. DEMONSTRATION de la dans §6, 3° (p. 246).

a) GL(n, R) opére transitivement sur &, par l'opération L%: X—AX'A
(Xe6,, A=GL(n, R)). Si dX désigne la restriction 2 ©, de la mesure de
Lebesgue sur l’espace vectoriel des matrices symétriques, on a

d(AX*A)=\|det A|"*"'dX.

ntl

Donc la mesure §*X =|det X|™ ¢ dX sur &, est la seule mesure invariante
par L% a un facteur constant pres.
D’un autre c6té, GL(n, R) opére sur M par lopération L,: Z—AZ (ZeM,

A e GL(n, R)), et la mesure d*Z=|det Z*Z| "J;‘dZ est invariante par L,.

Soit ¢ l'application Z—Z‘'Z de M sur ©,. Puisque ¢ est propre, il existe,
pour une mesure de Radon g sur <M, la mesure image directe ¢(u) sur S,.
Si g est Ly-invariante, ¢(y¢) est L%-invariante, parce qu'on a ¢oL, = L¥%og.
Comme il n’y a qu’une mesure L%-invariante sur ©, a un facteur constant
prés, on a ¢(d*Z)=co*X. Pour une fonction f sur S, on a
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Cf f(X>5*X==f f(Z‘Z)d*sz 22y det 2¢2) " T oz,
(X8 M M

d’ou résulte

—n-1

of FOldet XI™ 7 dx={_ f(z2)dz.
Sy M

b) Pour déterminer la constante ¢, on considére l’ensemble ¥, des
matrices triangulaires supérieures a éléments diagonaux positifs. L’applica-
tion X—X*'X de ¥, sur &, est un isomorphisme et sa jacobienne J(X)
relative aux mesures de Lebesgue sur T, et &, égale a 2" -x;,x% - x7,
(X=(x;;)). On a donc, pour une fonction f sur &,,

[ rxdx={ fXX)02m xx% - x5.dX .
S Ty

Pour obtenir le résultat, il suffira de prendre comme f la fonction carac-
téristique de I’ensemble des matrices dans &, dont les éléments diagonaux
sont inférieurs a 1.

II. a) Soient X un espace localement compact dénombrable a I'infini, dx
une mesure de Radon positive sur X, et % l’espace hilbertien des fonctions
de carré intégrable sur X a valeurs dans C". Pour une fonction ¢ dans L*(X)
(les fonctions mesurables bornées), M,, désignera 'opérateur de multiplication
par ¢ dans K : F— M= (pfy, ¢fs -, ¢S

PROPOSITION 1. Si un opérateur borné T dans 4 commute avec tous les
M, (p € L™(X)), il existe une fonction mesurable bornée A(x) sur X a valeurs
matricielles a r lignes et r colonne telle qu'on ait

Tf(x)=Ff(x)A(x)

pour toute fonction f dans 4.

DEMONSTRATION. Il existe une suite croissante d’ouverts U, telle que Ij,.
soit compact et que 'union des U, soit égale a X. Soit ¢, la fonction carac-
téristique de U, et posons

) =00, , e 0,0,-) (A=i=7).

Le support de Te! est contenu dans U, et on peut écrire
r
Tet(x)= §lau(x)ei (x)

pour x< U,. Les fonctions a;;(x) sont bien prolongées en tout X, et il nous
suffit de poser A(x)=(a;;(x)).

b) Soient G un groupe commutatif localement compact dénombrable a
I'infini, X un sous-espace ouvert de G et ¢ une fonction continue partout non
nulle sur X. Soit dx= pu(x)dx, dx étant une mesure de Haar de G. Désignons
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par % = L* X, C", 0x) I'’espace hilbertien des fonctions de carré intégrable par
rapport a2 ox sur X a valeurs dans C".

PROPOSITION 2. Soit T un opérateur borné de % et Gy lUensemble des
caracteres unitaires de G restreints @ X. Si T commute avec tous les My, X=Gy),
T commute avec tous les M, (¢ € L=(X, dx)).

DEMONSTRATION. L’assertion est vraie si X=G, dx=dx (voir [3]. La
modification n’est pas difficile.

En combinant les Propositions 1 et 2, on obtient ce qui suit.

PROPOSITION 3. Dans les notations de Proposition 2, on suppose positive
la fonction p. Si un opérateur borné T de 4 commute avec tous les My (XGy),
il existe une fonction d-mesurable bornée A(x) sur X a valeurs matricielles a r
lignes et v colonnes telle qu’on ait

Tf(x)=f(x)A(x)

pour toute f dans 4.
Université de Tokyo
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