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1. Einf\"uhrung

Das Wachstumverhalten der Riemannschen Funktion $\zeta(s)$ l\"angs der kriti-

schen Geraden ${\rm Re}(s)=\sigma=\frac{1}{2}$ findet seinen analytlschen Ausdruck $\ln$ dem von
Atkinson [1] bewiesenen Mittelwert

$\lim_{\delta\rightarrow+0}\{\frac{\delta}{\log\delta}\int_{0^{\infty}}|\zeta(-12-+it)|^{2}e^{-J\ell}dt\}=-1$ , (1.1)

welcher –leicht modifiziert – bereits bei Hardy und Littlewood [3] vorkommt.
Einen hiervon unabh\"angigen Zugang gab W. Maier [4] durch Einf\"uhrung der
Gitterfunktion

$V(\omega s)=\sum_{h=1}^{\infty}\sum_{k=I}^{\infty}(h+\omega k)^{-b}$ ($\sigma>2$ , arc $\omega|<\pi$). (1.2)

Sie hat –was $\iota n[2]$ gezelgt wurde –den singul\"aren Halbstrahl $\omega<0$ und 1st

in $s$ meromorph.
In der vorlicgenden Note1) wird mit Hilfe eincr Gitterfunktion hoherer

Stufe, $d$ . $h$ . mehrerer Parameter, eine Verallgemeinerung von (1.1) angestrebt.
Wir zitieren vorwegnehmend den etwas muhsam zu beweisenden

SATZ 1. Definiert $\varphi(t)=\Gamma(t)\zeta(t)$ das Produkt aus Eulerscher Gamma- und
$R\iota emannscherZeta- Funkt\iota on$ und lst

${\rm Re}(\nu)<\frac{1}{2}$ , arc $ x|<\pi$ ,

so exfstiert mit dem hypergeometrischen Kern $F(t, v, 1;x)$ der Grenzwerl

$\lim_{\omega\downarrow-1}\{\frac{(}{10}\frac{\omega}{g}+_{(}\frac{1)^{1-\nu}}{\omega+1)}\int^{\frac{1}{2}+}\varphi(t)\varphi(1-t)F(t, \nu, 1;x)\omega^{-t}dt\}\frac{1}{2}\iota^{t}\infty^{\infty}=-\frac{2}{X},\frac{\iota}{},\pi$ ,

wobei $d\iota e$ Annaherung an $\omega=-1$ senkrecht aus der oberen komplexen $\omega$ -Halb-

1) Ein Teil der Vorarbelt leistete Herr Dr. G Mae13, Dtsch. Akad. Wiss, Beriin,
in seiner Diplomschrift “ $Q_{\mathfrak{U}adrantenfunkt}1onen$ , Jena (1960).
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ebene erfolgt.
Der stark vereinfachte Fall $\nu=0$ , welcher zu (1.1) \"aquivalent ist, wird aus
Gr\"unden einer \"ubersichtlicheren Darstellung zun\"achst behandelt.

2. Zusammenhang zwischen Gitterfunktionen und Hardyschem Grenzwert

Die durch (1.2) definierte Gittertranszendente $V\left(\begin{array}{l}s\\\omega\end{array}\right)$ gen\"ugt bei festgehal-
tenem $s$ den Funktionalgleichungen

$V(\omega)=\omega^{-s}V\left(\begin{array}{l}1\\--\\\omega\end{array}\right)$ (2.1)

$(\omega+1)^{s}V(\omega)=V(\frac{1}{\omega+1})+V(\frac{\omega}{\omega+1})+\zeta(s)$ (2.2)

und besitzt, wie man durch Anwendung des Additionssatzes der $\Gamma$-Funktion

$\frac{\Gamma(s)}{(h+\omega k)^{s}}=\frac{1}{2\pi i}\int_{(\frac{s}{2})}\underline{\Gamma}(s-t\Gamma_{\frac{(t)}{)^{t}}dt}h^{s-t}\overline{(}\omega^{\frac{)}{}}k-$ ( $\sigma_{1}>0$ , arc $\omega|<\pi$) (2.3)

leicht best\"atigt, die Integraldarstellung

$V(\omega s)=\frac{1}{2\pi i\Gamma(s)}\int_{(\frac{s}{2})}\varphi(t)\varphi(s-t)\omega^{-t}dt$ ($\sigma>2$ , arc $\omega|<\pi$) (2.4)

mit
$\varphi(t)=\Gamma(t)\zeta(t)$ . (2.5)

Der Integrationsweg ist die vertikale Gerade ${\rm Re}(t)={\rm Re}(\frac{s}{2})$ und erstreckt

Abb. 1.
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sich von $-2--i\infty\sigma bis\frac{\sigma}{2}+i\infty$ . Das Zusammenwirken der Singularit\"aten von
$\Gamma(t)$ mit cen trivialen Nullstellen der Zeta-Funktion bel\"aBt f\"ur die meromorphe
Funktion $\varphi(t)$ nur die einfachen Polstellen $t=0$ sowie $t=1-2n(n=0,1, 2, )$ ,

wobei der Pol bei $t=1$ von $\zeta(t)$ herr\"uhrt. Abb. 1 veranschaulicht die Polstel-
lenlage des Integranden.

Betrachtet man abweichend von (2.4) die Funktion

$V^{*}\left(\begin{array}{l}s\\\omega\end{array}\right)=\frac{1}{2\pi i\Gamma(s)}\int_{(\frac{\$}{2})}\varphi(t)\varphi(s-t)\omega^{-\ell}dt$
$(|arc\omega|<\pi)$ (2.6)

diesmal f\"ur $0<\sigma<2$, so zeigt sich im Unterschied zu Abb. 1, $daB$ hier die
singul\"aren Stellen 1 bzw. $s-1$ des Integranden rechts bzw. links des Weges
liegen. Indem man in (2.4) den Vertikalweg deformiert und ihn \"uber die Pole
$t=1,$ $s-1$ hinwegzieht, entsteht neben (2.6) noch ein additiver Zusatz von zwei
Residuen, d. h.

$ V\left(\begin{array}{l}s\\\omega\end{array}\right)=V^{*}\left(\begin{array}{l}s\\\omega\end{array}\right)+-\frac{(s-1)}{s-1}(\omega^{-1}+\omega^{1-S})\zeta$ (2.7)

$(0<\sigma<2, s\neq 1)$ .

Die kritische Gerade ${\rm Re}(t)=\frac{1}{2}$ von $\zeta(t)$ kommt ins Spiel, wenn in (2.6)

$s=1$ gesetzt wird. Hierf\"ur hat aber $V\left(\begin{array}{l}s\\\omega\end{array}\right)$ , wie aus (2.7) folgt, einen Pol erster
Ordnung; es gilt f\"ur $s\rightarrow 1$

$V\left(\begin{array}{l}s\\\omega\end{array}\right)=V^{*}\left(\begin{array}{l}1\\\omega\end{array}\right)-\frac{\omega+1}{2\omega}(\frac{1}{s-1}+\log 2\pi)+\underline{lo}\underline{g\omega}2+O(s-1)$ . (2.8)

Ersetzt man nun in der Funktionalgleichung (2.2) die V-Funktionen entspre-
chend durch (2.8) und die \"ubrigen s-abh\"angigen Terme durch

$\zeta(s)=\frac{1}{s-1}-\Gamma^{1}(1)+O(s-1)$

(2.9)

$(\omega+1)^{s}=(\omega+1)[1+(s-1)\log(\omega+1)]+O\{(s-1)^{2}\}$ ,

so zeigt sich, $daB$ die singul\"aren Beitr\"age mit $\frac{1}{s-1}$ wegfallen. Es bleibt

nach Grenz\"ubergang $s\rightarrow 1$ und Einf\"uhrung der Integrale f\"ur $V^{*}$ gem\"aB (2.6)

mit der Kurzbezeichnung $V^{*}\left(\begin{array}{l}1\\\omega\end{array}\right)=V^{*}(\omega)$

$(\omega+1)V^{*}(\omega)=\frac{1}{2}(\omega+\frac{1}{\omega})\log(\omega+1)-\frac{\omega 1cg\omega}{2}-\log 2\pi-\Gamma^{1}(1)$

(2.10)

$+\frac{1}{2\pi i}\int_{(\div)}\varphi(t)\varphi(1-t)(\omega+1)^{t}(1+\omega^{-\iota})dt$ .
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Aus dieser Darstellung kann jetzt bei vertikaler Ann\"aherung von oben an die
singul\"are Halbachse $\omega<0$ das Verhalten von $V^{*}(\omega)$ f\"ur $\omega\downarrow-1$ beurteilt werden.
$Mi^{g}$

$\omega=e^{\iota(-0)}\pi=-1+i\delta+O(\delta^{2})$ $(0<\delta<\pi)$ (2.11)

folgt n\"amlich f\"ur das Integral $\iota n(2.10)$ die Gr\"oBensch\"atzung

$\int_{()}\underline{|}\varphi(t)\varphi(1-t)(\omega+1)^{\iota}(1+\omega^{-t})dt=O\{\sqrt{\delta}\int_{(\div)}|\frac{\zeta(t)\zeta(1-t)}{\dot{3}in\frac{\pi t}{2}}||dt|\}$
(2.12)

Das Integral rechter Hand ist absolut konverg( $n\iota$ , alsc verschwlndet (2.12) f\"ur
$\delta\rightarrow 0$ , und aus (2.10) ergibt sich unter Benutzung von (2.6) $d\succ r$ Grenzwert

$\lim_{\omega\downarrow-1}\{\frac{\omega+1}{\log(\omega+1)}\int_{(\perp)}\varphi(t)\varphi(1-t)\omega^{-t}dt\}=-2\pi\iota$ . (2.13)

Wir wollen noch zeigen, da6 diese quadratische Mittelbildung der Riemann-
schen Zeta-Funktion dem Hardy-Atkinsonschen Ergebnis (1.1) v\"ollig gleich-
wertig ist. Definiert man f\"ur $\delta>0$

$\int_{0^{\infty}}|\zeta(\frac{1}{2}+\iota t)|^{2}e^{-\delta t}dt=N(\delta)$ ,

so besteht mit $V^{*}(\omega)$ der leicht $v_{\cup}rifi$zierbare Zusammenhang

$N(\delta)=\iota c^{-}\underline{l\delta^{\backslash },}\lrcorner V^{*}(-e^{-i\delta})-\int_{0}]\zeta(\frac{1}{2}+it)|^{2}e^{-\pi l}\frac{sh\delta t}{ch\pi t}dt$ . (2.14)

Das Integral rechts existiert f\"ur $|\delta|<2\pi$ und ist f\"ur $\delta\rightarrow 0$ von der Gr\"oBenord-
nung $0(\delta)$ . Gem\"aB (2.10) und wegen (2.12) wird das Verhalten von $V^{*}(\omega)$ mit
$\omega=e^{i(\pi-\delta)}$ f\"ur $\delta\rightarrow+0$ durch

$V^{*}(-e^{-t\delta})=i\frac{\log\delta}{\delta}+o(\frac{1}{\delta})$

beschrieben, also gilt nach (2.14)

$N(\delta)=-\frac{\log\delta}{\delta}+o(\frac{1}{\delta})$ ,

was offenbar sofort den Grenzwert (1.1) zur Folge hat.

3. Uber eine Gitterfunktion h\"oherer Stufe

Der eben skizzierte Beweisgedanke f\"uhrt zu einem allgemeineren Integral-
mittelwert, welcher (2.13) umfaBt. Hi rzu definieren wir in Erweiterung zu
(1.2) eine Funktion von vier komplexen Ver\"anderlichen, gegeben durch die f\"ur
$Re(s_{1}+s_{2})>2$ konvergente Doppelreihe
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$V(\omega^{1_{1}}s|_{\omega^{2_{2}}}^{S})=\sum_{\iota=1}^{\infty}\sum_{k=1}^{\infty}(h+\omega_{1}k)^{-s_{1}}(h+\omega_{2}k)^{-s_{2}}$ (3.1)

( $|arc\omega_{1}|<\pi$ , arc $\omega_{2}|<\pi$) ,

aus der sofort die Spiegelungseigenschaft ablesbar ist:

$ V(\omega_{1}, \omega_{2})=\omega_{1}^{-s_{1}}\omega\prime^{- szV(\frac{1}{\omega_{1}},\frac{1}{\omega_{2}})}\lrcorner$ (3.2)

Spaltet man in der $h$ , k-Ebene $d_{1}\cup$ Menge der Summationspunkte l\"angs der
Diagonale $h=k$ auf in die beiden Gitteroktanten $0<h<k$ und $0<k<h$ , so
ergibt sich f\"ur $V$ bei Anwendung von (3.2) die Funktionalgleichung

$(\omega_{1}+1)^{s_{1}}(\omega_{2}+1)^{s_{2}}V(\omega_{1}, \omega_{2})=V(\frac{1}{\omega_{1}+1},\frac{\perp}{\omega_{2}+1})+V(\frac{\omega_{1}}{\omega_{1}+1},\frac{\omega_{2}}{\omega_{2}+1})+\zeta(s_{1}+s_{2})$ . (3.3)

Zur Herleitung einer Integraldarscellung rur $V$ benutzen wlr (2.3) und
erhalten aus (3.1) nach Ausf\"uhrung der Doppelsummatlon mit der Einschrank-
ung ${\rm Re}(s_{1}, s_{2})>1$

$(2\pi i)^{2}\Gamma(s_{1})\Gamma(s_{2})V(s\omega_{1}^{1}|_{\omega_{?}^{2}}^{S}.)$

$=\int_{(s_{2}/21}d\tau\Gamma(\tau)1^{\urcorner}(s_{2}-\tau)\omega^{-\tau}\int_{(b}d\alpha\Gamma(\alpha)\Gamma(s_{1}-\alpha)\zeta(\alpha+\tau)\zeta(s_{1}+s_{2}-\alpha-\tau)\omega^{-a}1/2)$

Substitulert man $\alpha=t-\tau,$ $d\alpha=dt$ , und ersetzt $s_{1},$ $s_{2},$ $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ durch

$5_{1}=u,$ $s_{2}=s-u,$ $\omega_{1}=\omega,$ $\omega_{2}=\omega z$ (3.4)

so tolgt mit ${\rm Re}\{_{s-u}u\}>1$

$(2\pi i)^{2}\Gamma(u)\Gamma(s-u)V(\mathcal{U}\omega|_{\omega z^{u}}^{s-})$

(3.5)

$=\int_{(\frac{s}{2})^{dt\zeta(t)\zeta(s-t)\omega^{-t}\int_{()^{d\tau\Gamma(\tau)\Gamma(t-\tau)\Gamma(s-u-\tau)\Gamma(u-t+\tau)z^{-}}}}}\underline{s-u}$

lnnen steht ein Mellin-Barnessches Integral, das nach [5] mit der hypergeo-
metrischen Funktion verwandt ist. Es gilt f\"ur arc $ z|<\pi$

$\frac{\Gamma(c)}{2\pi i}\int_{W}\Gamma(\tau)\Gamma(a-\tau)\Gamma(b-\tau)\Gamma(c-a-b+\tau)z^{-\zeta}d\tau$

$=\Gamma(a)\Gamma(b)\Gamma(c-a)1^{\urcorner}(c-b)F(a, b, c ; 1-z)$ ,

wo der Weg $W-$ von Z–zoo llach $\lambda+i\infty ver1_{I}$ ufend ( $\lambda$ beliebig $reell$) $-so$ gew\"ahlt
sein $muB,$ $daB$ alle Polstellen von $\Gamma(\tau)\Gamma(c-a-b+\tau)$ links und die von $\Gamma(a--\tau)$

$\Gamma(b-\tau)$ rechts des Weges liegen. \"Ubertragen auf (3.5) ergibt sich dann mit
(2.5) und den Bezeichnungen
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$a=t$ , $b=s-u$ , $j=s$

f\"ur $V$ die Integraldarstellung

$V(\omega u|_{\omega z}^{s-u})=\frac{\perp}{2\pi i\Gamma(s)}J_{(\frac{\hslash}{2})^{\varphi(t)\varphi(s-t)F(t,s-u,s;}}1-z)\omega^{-t}dt$ (3.6)

$({\rm Re}(s)>2,$ $|arc\{\omega^{\omega}z\}|<\pi)$ .

Auf die vorher gemachte Einschr\"ankung bez\"uglich des Parameters $u$ kann in
(3.6) verm\"oge analytischer Fort.$\backslash 3$etzung verzichtet werden.

Wie schon im einfachen Fall, der f\"ur $u=s$ –siehe (2.4) –oben mit einbe-
zogen ist, so $interessi_{\sim}rt$ auch hier die gestufte Gitterrranszendente zun\"achst
in der Umgebung von $s=1$ . Dies erfordert nach fr\"uherem Vorbild bei Fort-
$s$ tzung in den Streifen $0<\sigma<2$ ein Ausweichen des Integrationsweges, $d\lrcorner r$

nach \"Uberfahren der Polstellen $t=1,$ $s-1$ wieder zu einer $Gerad.\cdot n$ gestrafft
werden kann. Nennt man diese um zwei Residuen ver\"anderte Funktion $V^{*}-$

sie besitzt f\"ur $0<\sigma<2$ formal dieselbe Integraldarstellung $(3.6)-so$ gilt

$V(\omega u|_{\omega z}^{s-u})=V^{*}(\omega \mathcal{U}|_{\omega z}^{s-u})+\frac{\zeta(s-1)}{s-1}[\omega^{-1}F(1, s-u, s;1-z)$

(3.7)

$+\omega^{1-\$}F(s-1, s-u, s;1-z)]$ .

lm Hinblick au $\iota$ unser sp\"ateres Vorhaben brauchen wir eine Entwicklung
dieser hypergeometrischen Funktionen nach Potenzen von $s-1$ unter genauer
Kennrms der $ers\iota^{l}.n$ beiden Entwlcklungsglieder. ${\rm Im}$ Prinzip l\"aBt sich das
Ergebnis nach dem Taylorschen Satz sofort hinschreiben; dies n\"utzt jedoch

nlcht viel, da $scho_{\iota}^{\mathfrak{k}}\iota$ beim zweiten Term die Ableitung $\frac{dF}{ds}$ nicht so ohne

weiteres bekannt ist. Wir $b$ schreiten deshalb $i$-inen anderen Weg und wenden
auf (3.7) die GquBsche Transformationsformel

$F(a,$ $b,$ $c;1-z,$ $=\frac{1^{\urcorner}(c)\Gamma(c-a-b)}{\Gamma(c-a)\Gamma(c-b)}F(a, b. a+b-+1;z)$

$+\frac{\Gamma(c)l’(a+b-c)}{\Gamma(a)\Gamma(b)}z^{c-a-b}F(c-a, c-b, c-a-b+\perp;z)$

($a+b-c\not\equiv O(1)$ , arc $ z|<\pi$)

an. Wegen $F(a, b, b, z)=(1-z)^{-a}$ ergibt sich dann
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$V(\omega u|_{\omega z}^{s-uu})=V^{*}(\omega|_{\omega z}^{s-u})$

$+\varphi(s-1)(1-z)^{1-S}[\frac{\Gamma(1-u)}{\Gamma(s-u)}\omega^{-\iota}z^{u-\iota}+\frac{\Gamma(u-s+1)}{\Gamma(u)}\omega^{1-s}]$

(3.8)

$+\zeta(s-1)[\frac{\omega^{-1}}{u-1}F(1, s-u, 2-u;z)+\frac{\omega^{\iota-s}z^{u-s+1}}{s-u-1}F(1, u, u-s+2;z)]$

$(u\not\equiv 0(1), u-s\not\equiv 0(1))$ ,

woraus unter Benutzung der logarithmischen Ableitung der Gamma-Funktion

$\psi(u)=\frac{\Gamma^{\prime}(u)}{\Gamma(u)}$ $(u\neq 0, -1, -2, \cdots)$

$mlt$ den K\"urzungen

$V^{*}(\omega u|_{\omega z}^{1-u})=V_{\Phi}^{*}(\omega, z)$ (3.9)

$\psi(u)+\frac{z^{u}}{u}F(1, u, 1+u;z)=2f_{u}(z)$ (3.10)

die in der Umgebung von $s=1$ geltende Entwicklung resultiert:

$\mathfrak{h}^{r}(\omega \mathcal{U}|_{\omega z^{u}}^{s-})=V_{u}^{*}(\omega_{-1}z)+_{1}f(z)+\omega^{-}z_{ar^{\prime}c^{1}\{\}|<\pi,|Z}J_{1-u}-\frac{\perp}{2}(1+\omega z^{u-})[\frac{1}{s-1}+^{1}\Gamma^{u-}(1)+\log 2\pi-11_{1-z}(u^{u}\not\equiv 0(1),|\omega^{\omega}z^{(z)+\frac{\log\omega}{\Delta}}arc\{\}|<\pi^{\backslash })^{-1)\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ (3.11)

Die singularen Stellen $u\equiv 0(1)de_{i}$ Funktionen $\int_{u},$ $J_{1-u}$ sind nur scheinbarer
Narur. Es ist n\"amlich aus der hypergeometrischen Reihe sofort erkennbar:

$\frac{z^{\alpha}}{u}F(1, u, 1+u;z)=\left\{\begin{array}{l}\frac{l}{u+k}+O(1)\\O(l)\end{array}\right.$
$f\ddot{u}rf\ddot{u}ru\rightarrow k=1,2,3u\rightarrow-k=0,-1,..-2,$

$\cdots$

Genau dasselbe Verhalten zeigt $-\psi(u)$ , so $daB$ nach (3.10) durchweg gilt:

$f_{u}(z)=O(1)$ f\"ur $u\rightarrow g$ ( $g$ beliebig ganz),

also ist $f_{u}(z)$ und damit auch $f_{1-u}(z)$ f\"ur alle endlichen $u$ beschr\"ankt. Die
$Bed\iota ngungu\not\equiv O(1)$ in (3.11) kann deshalb eingespart werden.

4. Verallgemeinerte Integralmittelwerte

Gem\"aB $deI$ Herleitung im einfachen Fall soll jetzt in die Funktionalglei-
chung (3.3) die oben crhaltene Entwicklung f\"ur $V$ eingetrag $n$ werden Dies
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erfordert zun\"achst, (3.3) vermoge (3.4) auf die neuen Gr\"oBen $u,$ $s,$ $\omega,$ $z$ umzu-
schreiben. Nach Ersetzen der V-Funktionen durch (3.11) und mit R\"ucksicht

aut (2.9) stellt sich heraus, $daB$ die singularen Anteile mit $\frac{1}{s-1}$ wegfallen,

so $daB$ der Grenz\"ubergang $s\tau\cdot 1$ ausf\"uhrbar ist. Nach l\"angerer Rechnung
erh\"alt man

$(\omega+\perp)^{\prime\prime}(\omega z+1)^{1-u}V_{u}^{*}(\omega, z)-V_{u}^{*}(\frac{1}{\omega+1},\frac{\omega+1}{\omega z+1})-V_{u}^{*}(\frac{\omega}{\omega+}1’\frac{\omega z+z}{\omega z+1})$

(4.1)

$=T_{v}(\omega. z)$ $2\Gamma^{\prime}(1)-\log 2\pi i-\frac{\pi i}{2}(\omega+1)^{u}(\omega z+1)^{1-u}+\log(\frac{11}{\omega z+1\omega+1})$ ,

wobel $T$ slch folgendermaBcn aus Funktionen der Gestalt (3.10) zusammensetzt:

$T_{u}(\omega, z)=-(\omega+1)^{u}(\omega z+1)^{1-u}[f_{u}(z)+\omega^{-1}z^{u-1}f_{1-u}(z)]$

$+f_{u}(\frac{\omega+1}{\omega z-\vdash 1})+(\omega+1)^{u}(\omega z+1)^{1-u}f_{1-u}(\frac{\omega+1}{\omega z+1})$

$+f_{u}(\frac{\omega z+z}{\omega z+1})+(\frac{\omega+1}{\omega})^{u}(\frac{\omega z+1}{\omega z})^{1-u}f_{1-u}(\frac{\omega z+z}{\omega z+1})$

(4.2)

($|*r\cdot\{_{\omega+1}\omega\}|<\pi,$ $|arc\{_{1-z}z\}|<\pi$ , arc $(\omega z+1)|<\pi$).
Gleichung (4.1) $\rightarrow XlStir_{\llcorner}1m$ gemeinsamen Holomorphiegebiet der in $T_{u}(\omega, z)$

auftret$r\cdot nden$ sechs hypergeometrischen Funktionen.
Die Darstellung (4.1) erm\"oglicht jetzt eine Beurteilung von $V_{u}^{*}(\omega, z)$ bei

senkrechter Ann\"aherung an $\omega=-1$ aus der oberen Halbebene, denn dank der
Funktionalgeichung sind durch die Argumenttransformationen die beiden
anderen $V^{*}$-Terme in (4.1) leicht \"uberblickbar. Es gilt vermoge (3.6)

$I=V_{u}^{*}(\frac{1}{\omega+1},$ $\frac{\omega+1}{\omega z+1})+V_{u}^{*}(\frac{\omega}{\omega+1}$ , $\frac{\omega z+z}{\omega z+1})$

$=\frac{1}{2\pi i}\int_{(\frac{1}{2})}\varphi(t)\varphi(1-t)(\omega+1)^{t}[F(t,$
$1-u,$ $1;1-\frac{\omega+1}{\omega z+1})$

$+\omega^{-t}F(t,$ $1-u,$ $1;1-\frac{\omega z+z}{\omega z+1})]dt$ .

Mit dem Ansatz (2.11), der einer Bewegung l\"angs eines Kreisbogens mit senk-
rechter Einm\"undung in $\omega=-1$ entspricht, findet man wegen

$F(a, b, c;1)=\frac{\Gamma(c)\Gamma(c-a-b)}{\Gamma(c-a)\Gamma(c-b)}$ , ${\rm Re}(c-a-b)>0$

f\"ur das Integral die Beti agsch\"atzung:

$I=O\{\sqrt{\delta}\int_{(}$

)
$|\zeta(t)\zeta(1-t)\Gamma(t)\Gamma(u-t)\cos\frac{\pi t}{2}||dt|\}$ , (4.3)
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wo $u$ auf das Gebiet

${\rm Re}(u)>\frac{1}{2}$ (4.4)

eingeschr\"ankt ist. Da $\zeta(t)$ l\"angs vertikaler Geraden h\"ochstens wie eine Potenz
w\"achst und $\Gamma(t)$ mit $ t=\lambda+i\tau$ nach Stirling f\"ur groBen Imagin\"arteil exponentiell
klein wird, so verh\"alt sich der Integrand asymptotisch f\"ur $|\tau|\rightarrow\infty$ bei nur von
$\lambda$ abh\"angigem $k>0$ wie

$O(|\tau|^{k}e^{-\frac{\pi}{2}1r\}})$ .
Damit konvergiert das Integral in (4.3) absolut und $I$ verschwindet f\"ur $\delta\rightarrow C$

von der Ordnung $O(\sqrt{\delta})$ .
Das Verhalten von $T_{u}(\omega, z)$ f\"ur $\omega\downarrow-1$ kann –dirr Bedingung (4.4) voraus-

setzend –aus (4.2) in Verbindung mit (3.10) gegeben werden zu
$T_{u}(\omega, z)=O(1)$ .

Auch die \"ubrigen Summanden rechter Hand in (4.1) sind –mit Ausnahme des
letzten–f\"ur $\omega\downarrow-1$ beschr\"ankt. Dividiert man jetzt Gleichung (4.1) durch
$(\omega z+1)^{1-u}\log(\omega+1)$ und vollzieht den Grenz\"ubergang $\omega\downarrow-1$ , so entsteht

$\lim_{\omega\downarrow-1}\{\frac{(\omega+1)^{u}}{\log(\omega+1)}V_{u}^{*}(\omega, z)\}=-(1-z)^{u-1}$ $(|arc(1-z)|<\pi)$ .

Bei leichter Bezeichnungs\"anderung

$ u=1-\nu$ , $z=1-x$ (4.5)

erh\"alt man hieraus die in $\nu$ und $x$ identisch geltende Aussage

$\lim_{\omega 1-1}\{\frac{(\omega+1)^{1-\nu}}{\log(\omega+1)}\int_{(\frac{1}{2})}\varphi(t)\varphi(1-t)F(t, \nu, 1;x)\omega^{-t}dt\}=-\frac{2\pi i}{X^{\nu}}$ (4.6)

( ${\rm Re}(\nu)<\frac{1}{2}$ , arc $ x|<\pi$) ,

welche inhaltlich als eine Wachstumseigenschaft der Riemannschen Funktion
1

$\zeta(t)$ f\"ur ${\rm Re}(t)=-2^{-}verstand^{\neg}\vee n$ werden kann. Satz 1 ist damit vollst\"andig

bewiesen.
F\"ur den Sonderfall $x=1,$ $\nu=1-u$ lautet der integrale Mittelwert

$\lim_{\omega l-1}\{\frac{(\omega+1)^{u}}{\log(\omega+1)}\int_{(\frac{1}{2})}\varphi(t)\zeta(1-t)\Gamma(u-t)\omega^{-t}dt\}=-2\pi i\Gamma(u)$

$({\rm Re}(u)>\frac{1}{2})$ .

AbschlieBend wollen wir noch das in Satz 1 formulierte Ergebnis direkt
an (1.1) angleichen. Wir definieren hierzu f\"ur positives $\delta$
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$\frac{1}{2}\int_{0}^{\infty}|\zeta(\frac{1}{2}+ii)|^{2}e^{-\delta t}[e^{\pi t}F(\frac{1}{2}+it,$ $1-u,$ $1;1-z)$

(4.7)

$+e^{-\pi t}F$($\frac{1}{2}$ it, $1-u,$ $1;1-z$) $]_{\overline{c}h(}^{d}\frac{t}{\pi t)}=N_{u}(\delta, z)$

sowie f\"ur $|\delta|<2\pi$

$\int_{\gamma}^{\infty}|\zeta(\frac{1}{2}+it)|^{2}e^{-\pi t}\frac{sh(\delta t)}{ch(\pi t)}F(\frac{1}{2}$ it, $1-u,$ $1;1-z)dt=M_{u}(\delta, z)$ . (4.8)

Dann besteht, wie eine leichte Umrechnung zeigt, mit $V_{u}^{*}(\omega, z)$ f\"ur $\omega=e^{i(\pi-\delta)}$ ,
$ 0<\delta<\pi$ , der Zusammenhang

$N_{u}(\delta, z)=ie^{\frac{ib}{2}}V_{u}^{*}(-e^{-}, z)-M_{u}(\delta, z)$ . (4.9)

Aus (4.8) entnimmt man $M_{u}(\delta, z)=O(\delta)$ , w\"ahrend $V_{u}^{*}$ zufolge (4.1) f\"ur $\delta\rightarrow+0$

von der GroBenordnung ist:

$V_{v}^{*}(-e^{-i\delta}, z)=-\frac{\log\delta}{1-z}(\frac{1-z}{i\delta})^{u}+O(\delta^{-u})$ .

Insgesamt ergibt sich damit aus (4.9)

$\frac{\delta^{u}}{\log\delta}N_{u}(\delta, z)=-(\frac{1-z}{i})^{u-1}+o(\frac{1}{\log\delta})$ ,

was nach Einf\"uhrung der Parameter $\nu$ und $x$ gem\"aB (4.5) und der Zweigfixier.

ung $-\frac{3\pi}{2}<arc(-ix)<-\pi 2$-AnlaB gibt zu dem

SATZ 2. Es sei $K(\nu, xjt)$ der hypergeometrische Kern

$K(\nu, x;t)=e^{\pi t}F(it,1)_{\pi t}+e^{-\pi_{\pi}t_{t}}F(\frac{1}{\ovalbox{\tt\small REJECT} 2}-it,$$\nu,$ $1;x)$ .
und es gelte

${\rm Re}(\nu)<\frac{1}{2}$ , $-\frac{3\pi}{2}<arc\div<\frac{\pi}{2}$ .

Dann existiert der Grenzwert

$\lim_{\delta\rightarrow+0}\{\frac{\delta^{l-\nu}}{\log\delta}\int_{0^{\infty}}|\zeta(\frac{1}{2}+\dot{\iota}t)|^{2}K(\nu, x;t)e^{-\delta t}dt\}=-(\frac{i}{x})^{\nu}$ ,

$wo\zeta(s)$ die fur $s\neq 1$ erklarte Riemannsche Zeta-Funktion ist.
Der Integralmittelwert (1.1) von Hardy-Atkinson ist f\"ur $\nu=0$ hierin enthalten.
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