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\S 1. Introduction.

Riemann s’assura premi\‘erement de l’existence d’une fonction m\’eromorphe

non-constante sur toute surface de Riemann ferm\’ee, en montrant, d’apr\‘es le
principe de Dirichlet, qu’il existe une fonction harmonique poss\’edant effective-
ment une singularit\’e donn\’ee. Depuis Riemann plusieurs personnes d\’emontr\‘erent
l‘existence d’une telle fonction harmonique, selon des diff\’erentes m\’ethodes.

Dans le pr\’esent m\’emoire, nous nous proposons de montrer qu’on peut con-
struire, d’apr\‘es l’id\’ee $d’ Oka^{1)}$ , une fonction m\’eromorphe non-constante sur toute
surface de Riemann ferm\’ee, c’est-\‘a-dire sur toute vari\’et\’e analytique complexe
compacte \‘a une dimension.

Si un certain premier probl\‘eme de Cousin non-trivial admetait une solution
sur la surface, cette solution serait une fonction meromorphe non-constante.
Mais, en g\’en\’eral, un premier probl\‘eme de Cousin n’a pas de solution sur une
surface ferm\’ee. Cette impossibilit\’e nous am\‘ene \‘a permettre \‘a la solution
d’avoir de certains p\^oles convenables en outre de ceux de la donn\’ee du prob-
l\‘eme. Manifestement, une telle solution incompl\‘ete est aussi une fonction
voulue. Notre but est donc de montrer que toute premi\‘ere donn\’ee de Cousin
admet une solution incompl\‘ete. Une fonction m\’eromorphe non-constante nous
permes de consid\’erer la surface ferm\’ee comme un domaine infini ramifie sur
la sph\‘ere de Riemann d’une variable complexe.

En r\’esolvant de nouveau un certain premier probl\‘eme de Cousin, d’une
fagon incompl\‘ete dans le sens pr\’ec\’edent, nous pouvons construire une fonction
m\’eromorphe qui s\’epare les feuillets du domaine ramifi\’e. Il en r\’esulte que
toute vari\’et\’e analytique complexe, connexe et compacte, \‘a une dimension est
analytiquement \’equivalente \‘a la surface de Riemann d’une fonction alg\’ebrique
d’une variable.

Remarquons finalement que, pour obtenir une solution incompl\‘ete pour
une premi\‘ere donn\’ee de Cousin, il suffit de permettre \‘a la solution de n’avior

1) K. Oka, M\’emoire IX (Japanese Journal of Mathematics, vol. XXIII 1953).
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son pole \’eventuel qu’en un seul point arbitrairement choisi, autre que les p\^oles
de la donnee. Mais, sa partie principale au p\^ole \’eventuel d\’epend de la donn\’ee,
naturellement. Nous ne le montrons pas dans ce travail, parce qu’il est en
dehors de notre but2).

\S 2. Pr\’eliminaire.

Soit $X$ une vari\’et\’e analytique complexe \‘a une dimension. $X$ est, par
d\’efinition, un espace topologique s\’epar\’e, admettant une base d\’enombrable
d’ensembles ouverts, et d’ailleurs, on se donne, pour chaque point $P$ de $X$, un
voisinage ouvert $U$ de $P$ et un hom\’eomorphisme $\varphi$ de $U$ sur l’int\’erieur du
cercle unit\’e de centre \‘a l’origine dans le plan d’une variable complexe, de
telle mani\‘ere que les conditions suivantes soient satisfaites: (i) $P$ se transforme
par $\varphi$ \‘a l’origine; (ii) si $U^{\prime}$ et $\varphi^{\prime}$ sont le voisinage et l’hom\’eomorphisme don-
n\’es pour un autre point $P^{\prime}$ de $X$, tel que $V=U\cap U^{\prime}$ n’est pas vide, alors
l’application $\varphi^{\prime}\circ\varphi^{-1}$ est une transformation conforme de $\varphi(V)$ sur $\varphi^{\prime}(V)$ . Nous
appellerons $\varphi$ coordonn\’ee locale en $P$ et $U$ voisinage de coordonn\’ee de $P$ .

Nous d\’efinissons, comme d’habitude, la notion de fonction holomorphe et
celle de fonction m\’eromorphe dans une partie ouverte de $X$.

Soit $Y$ une vari\’et\’e analytique complexe \‘a une ou plusieurs dimensions.
La notion de vari\’et\’e \‘a plusieurs dimensions sera definie de la m\^eme mani\‘ere.
Precisons ce que nous entendons par premi\‘ere donn\’ee de Cousin. Nous ap-
pelons premi\‘ere donn\’ee de Cousin dans $Y$ une donn\’ee $(\mathfrak{p})=\{(f_{\lambda}, W_{\lambda})\}$ d’un
recouvrement ouvert $\{W_{\text{{\it \‘{A}}}}\}$ de $Y$ et, pour chaque ensemble ouvert $W_{\lambda}$ , d’une
fonction $f_{\lambda}$ meromorphe dans $W_{\lambda}$ , ces fonctions satisfaisant \‘a la condition
suivante: $f_{\lambda}-f_{\mu}$ est holomorphe dans $W_{\lambda}\cap W_{\mu}$ pourvu que l’intersection $W_{\lambda}\cap W_{t}$

ne soit pas vide. Etant donn\’ees une premi\‘ere donn\’ee de Cousin $(\mathfrak{p})$ dans $Y$ et
une partie ouverte $Y_{0}$ de $Y$ , on entend par solution de $(\mathfrak{p})$ dans $Y_{0}$ une fonc-
tion $f$ m\’eromorphe dans $Y_{0}$ telle que $f-f_{\lambda}$ soit holomorphe dans $Y_{0}\cap W_{\lambda}$ pour
tout $\lambda$ .

Revenons \‘a la vari\’et\’e analytique complexe $X$ \‘a une dimension. Soit $D$ un
domaine dans $X$, partie ouverte dans $X$ , connexe ou non. Supposons qu’il
existe un nombre fini de points $P_{1},$ $P_{2},$ $\cdots$ , $P_{m}$ , dans $D$ , satisfaisant aux condi-
tions suivantes: (i) pour toute premi\‘ere donn\’ee de Cousin $(\mathfrak{p}_{1})$ dans $D$ et pour
tout domaine $D_{0}\subset\subset D$ , on peut trouver une fonction m\’eromorphe dans $D_{0}$ , qui

2) Pour le voir, on prend un recouvrement fini par les voisinages de coordonnee
et on les met en ordre, de telle fagon que, dans la r\’ep\’etition de proc\’ed\’es, le Cas I du
$n^{o}3$ ne se presente $qu’ au$ dernier proc\’ed\’e et que le point, auquel on attribue un p\^ole
\’eventuel, soit le centre du dernier voisinage de coordonn\’ee. Dans le Cas II, il $n’ est$

pas n\’ecessaire $d’ adjoindre$ des p\^oles \’eventuels.
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est une solution de $(\mathfrak{p}_{1})$ dans $D_{0}$ sauf aux points $P_{i^{3)}}$ ; (ii) pour tout domaine
fini univalent $\Delta$ dans le plan d’une variable complexe, pour toute premi\‘ere
donnee de Cousin $(\mathfrak{p}_{2})$ dans la vari\’et\’e analytique complexe $ D\times\Delta$ \‘a deux dimen-
sions, pour tout domaine $D.\Subset D$ et pour tout domaine $\Delta_{0}\Subset\Delta$ , on peut trouver
une fonction m\’eromorphe dans $D_{0}\times\Delta_{0}$ , qui est une solution de $(\mathfrak{p}_{2})$ dans $D_{0}\times\Delta_{0}$

sauf sur les surface analytiques $\{P_{i}\}\times\Delta_{0}(i=1, 2, m)$ , et sur les surfaces
$\{P_{i}\}\times\Delta_{0}$ $(i=1,2, \cdots , m)$ , elle peut poss\’eder un p\^ole d\’ependant seulement des
points $P_{i}$ . Alors nous dirons que le domaine $D$ jouit de la propri\’et\’e $(c)$ (rela-
tivement aux points $P_{1},$ $P_{2},$ $\cdots$ , $P_{m}$).

\S 3. Lemme.

Tout d’abord, \’etablissons comme principe un lemme, qui sera utillis\’e dans
les proc\’ed\’es de r\’ecurrence.

Soient encore $X$ une vari\’et\’e analytique complex \‘a une dimension et $D$ un
domaine dans $X$, connexe ou non. Prenons un point $P_{0}$ de $X$ . Soient $\varphi$ la
coordonn\’ee locale en $P_{0}$ et $U$ le voisinage de coordonn\’ee de $P_{0}$ . Par d\’efinition,
$U$ se transforme, par $\varphi$ , d’une faqon biholomorphe, sur l’int\’erieur du cercle
unit\’e dans le plan d’une variable complexe $z$ et $P_{0}$ se transforme \‘a 1‘origine
$z=0$ . Nous avons alors le lemme suivant:

LEMME. Si $D$ iouit de la pro Pri\’et\’e $(c)$ , la r\’eunion $DUU$ jouit aussi de la
propri\’et\’e $(c)$ .

En effet, nous allons montrer que, si $D$ jouit de la propri\’et\’e $(c)$ relative-
ment \‘a un nombre fini de points $P_{1},$ $P_{2},$ $\cdots$ , $P_{m}$ , alors $DUU$ en jouit aussi
relativement aux points $P_{0},$ $P_{1},$ $\cdots$ , $P_{m}$ (le centre $P_{0}$ de $U$ \’etant ajout\’e), o\‘u nous
pouvons supposer, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, que $P_{0}$ est ext\’erieur \‘a $D$ . Soit $\Delta$

un domaine fini univalent dans le plan d’une variable $t$ et soit (p) une premi\‘ere
donn\’ee de Cousin dans $(DUU)\times\Delta$ . En $rempla_{\xi}:ant\Delta$ par un seul point et en
identifiant $(DUU)\times\Delta$ \‘a $DUU$ , on voit ais\’ement que la d\’emonstration suivante
de la condition (ii) pour la propri\’et\’e $(c)$ de $DUU$ se transporte mot \‘a mot \‘a

celle de la condition (i). Prenons deux domaines $D_{0}\subset\subset D$ et $\Delta_{0}\subset\subset\Delta$ et un cercle
concentrique $U_{0}\subset\subset U$ par rapport \‘a la coordonn\’ee locale $\varphi$ en $P_{0}$ . Il s’agit de
construire une fonction m\’eromorphe dans $(D_{0}UU_{0})\times\Delta_{0}$ qui est une solution
(p) sauf sur les surfaces $\{P_{i}\}\times\Delta_{0}(i=0,1, \cdots , m)$ . Prenons des domaines
$D_{0}\subset\subset D_{2}\subset\subset D_{1}\subset\subset D,$ $\Delta_{0}\subset\subset\Delta_{1}\subset\subset\Delta$ et des rayons $0<\rho_{1}^{\prime\prime}<\rho_{2}^{\prime\prime}<\rho_{0}<\rho_{2}^{\prime}<\rho_{1}^{\prime}<\rho^{\prime}<1$ ,
o\‘u $\rho_{0}$ est le rayon de $U_{0}$ . Posons

$U^{\prime}=\{P\in U;|\varphi(P)|<\rho^{\prime}\}$ ;

3) Aux points $P_{i}$ dans $D_{0}$ , il peut se faire $qu’ une$ telle fonction admette un nou-
veau p\^ole autre que ceux de $(\mathfrak{p}_{1})$ ou bien $qu’ ellen’ ait$ pas la partie principale de p\^ole
de $(\mathfrak{p}_{1})$ .
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$A_{1}=\{P\in U;\rho_{1}^{\prime\prime}<|\varphi(P)|<\rho_{1}^{\prime}\}$ ;

$A_{2}=\{P\in U;\rho_{2}^{\prime\prime}<|\varphi(P)|<\rho_{2}^{\prime}\}$ ;

$\Gamma=\{P\in U;|\varphi(P)|=\rho_{0}\}$ .
On a $\Gamma\subset A_{2}\subset\subset A_{1}\subset\subset U^{\prime}\Subset U$. En reprenant $D_{0}$ et $U_{0}$ plus grands, $\rho_{1}^{\prime}$ et $p_{1}^{\prime\prime}$ suf-
fisamment voisins de $\rho_{0}$ (s’il en est n\’ecessaire), nous pouvons supposer que $A_{1}$

ne contienne aucun des points $P_{i}$ , et que la fronti\‘ere de $D_{0}$ soit r\’eguli\‘ere et
qu’elle coupe $\Gamma$ en un nombre fini de points d’une fagon transversale si elle
coupe $\Gamma$ effectivement. Comme le lemme est trivial quand $D_{0}\cap U_{0}$ est vide,
nous supposons que $D_{0}\cap U_{0}$ ne soit pas vide. Suivant que $D_{0}$ entoure $U_{0}$

compl\‘etement ou non, deux cas suivants se pr\’esentent:
Cas I o\‘u $\Gamma\subset D_{0}$ ;
Cas II o\‘u $\Gamma\cap D_{0}\neq\Gamma$ et $\Gamma\cap D_{0}$ se compose d’au moins deux mais d’un

nombre fini d’arcs ouverts connexes $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2},$ $\cdots$ , $\Gamma_{k}$ .
Nous pouvons supposer, d’ailleurs, que, dans le Cas I, $A_{1}$ est contenu dans

$D_{0}$ et que, dans le Cas II, chaque composante connexe de $D_{2}\cap A_{2}$ contient un
et un seul arc $\Gamma_{\nu}$ et que toute composante connexe de $D_{1}\cap A_{1}$ est simplement
connexe. D’apr\‘es la condition (ii) pour la propri\’et\’e $(c)$ de $D$ , on peut trouver
une fonction $g_{1}$ m\’eromorphe dans $D_{1}\times\Delta_{1}$ qui est une solution de (p) dans
$D_{1}\times\Delta_{1}$ sauf sur les surfaces $\{P_{i}\}\times\Delta_{1}$ $(i=1,2, \cdot.. , m)$ .

D’autre part, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme classique de Cousin, il existe une fonc-
tion $g_{2}$ m\’eromorphe dans $ U\times\Delta$ qui est une solution de (p) dans $ U\times\Delta$ . Alors,

la diff\’erence $f=g_{2}-g_{1}$ est holomorphe dans $(D_{1}\cap A_{1})\times\Delta_{1}$ , puisqu’aucun des $P_{i}$

ne se trouve dans $A_{1}$ .
On a $|f|\leqq M$ dans l’int\’erieur complet $\mathfrak{A}=(D_{2}\cap A_{2})\times\Delta_{0}$ de $(D_{1}\cap A_{1})\times\Delta_{1}$ .
Posons $\mathfrak{D}_{0}=(D_{0}-\overline{U}_{0})\times\Delta_{0}$ . Pour montrer le lemme, il suffit de construire

une fonction $f_{1}$ , m\’eromorphe dans $\mathfrak{D}_{0}$ et holomorphe sauf sur les surfaces
$\{P_{i}\}\times\Delta_{0}(i=1,2, \cdots m)$ , et une fonction $f_{2}$ , m\’eromorphe dans $U_{0}\times\Delta_{0}$ et holo-
morphe sauf sur la surface $\{P_{0}\}\times\Delta_{0}$ , de maniere que les fonctions $f_{1}$ et $f_{z}$

puissent se prolonger analytiquement en tout point de $(\Gamma\cap D_{0})\times\Delta_{0}$ et qu’on

ait $f=f_{2}-f_{1}$ identiquement sur $(\Gamma\cap D_{0})\times\Delta_{0}$ .
En effet, s’il en est ainsi, $g_{1}-f_{1}=g_{2}-f_{2}$ est une fonction m\’eromorphe dans

$(D_{0}UU_{0})\times\Delta_{0}$ , qui est une solution de (p) sauf sur les surfaces $\{P_{i}\}\times\Delta_{0}$

$(i=0,1, m)$ .
Nous allons construire de telles fonctions $f_{1}$ et $f_{2}$ .
Pour ceci, consid\’erons d’abord une premi\‘ere donn\’ee de Cousin $(\mathfrak{p}_{1})$ dans

$D\times\varphi(U^{\prime}),$ $\varphi(U^{\prime})$ \’etant l’int\’erieur d’un cercle dans le z-plan, d\’efinie par $\chi(P, z)$

$=(z-\varphi(P))^{-1}$ dans $(U\cap D)\times\varphi(U^{\prime})$ et par $0$ dans $(D-\overline{U}^{\prime})\times\varphi(U^{\prime})$ . D’apr\‘es
l’hypoth\‘ese sur $D$ , il existe une fonction $K(P, z)$ m\’eromorphe dans $D_{1}\times\varphi(A_{1})$ ,
qui est une solution de $(\mathfrak{p}_{1})$ dans $D_{1}\times\varphi(A_{1})$ sauf sur les $\{P_{i}\}\times\varphi(A_{1})$ ,
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$(i=1,2, \cdots , m)$ , sur les surfaces $\{P_{\dot{t}}\}\times\varphi(A_{1})$ il peut poss\’eder des p\^oles ind\’epen-
dants de $z$ . La diff\’erence

$H(P, z)=K(P, z)-\chi(P, z)$

est une fonction holomorphe dans $(A_{1}\cap D_{1})\times\varphi(A_{1}\cap D_{1})$ .
Prenons un nombre r\’eel $\epsilon(0<\epsilon<1)$ . Dans le Cas I, en d\’eveloppant $H(P)z)$

en s\’erie de Laurent, on obtient une fonction $F(P, z)$ , m\’eromorphe dans $ U\times\varphi$

$(A_{1}\cap D_{1})$ et holomorphe sauf pour $P=P_{0}$ , telle qu’on ait $|H-F|<\epsilon$ dans
$(A_{2}\cap D_{2})\times\varphi(A_{2}\cap D_{2})=A_{2}\times\varphi(A_{2})$ .

Dans le Cas II, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme classique de Runge, on aura une fonc-
tion $F(P, z)$ holomorphe dans $U\times\varphi(U)$ telle qu’on ait $|H-F|<\epsilon$ dans $(A_{2}\cap D_{2})$

$\times\varphi(A_{2}\cap D_{2})^{4)}$ .
Dans le Cas II, pour chaque composante connexe $\Gamma_{\nu}$ de $\Gamma\cap D_{0}$ , consid\’erons

sur la circonf\’erence $\Gamma$ un arc connexe ferme $\gamma_{\nu}$ , contenant $\Gamma_{\nu}$ et contenu dans
une composante connexe de $A_{2}\cap D_{2}$ .

Les extr\’emit\’es de $\gamma_{\nu}$ se trouvent dans $D_{2}-\overline{D}_{0}$ . Pour chaque $\gamma_{\nu}$ soit $1_{\nu}=\varphi(\gamma_{\nu})$ .
Les $1_{\nu}(1)=1,2,$ $\cdots$ , k) sont des arcs connexes ferm\’es sur la circonf\’erence
$\varphi(\Gamma):|z|=\rho_{0}$ , disjoints l’un de l’autre. Soit 1 la somme des arcs $l_{1},$ $l_{2}$ , $\cdot$ .. , $l_{k}$ ,

orientes dans le sens direct. Dans le Cas I, soit 1 la circonf\’erence $\varphi(\Gamma)$ elle-
m\^eme, orient\’ee aussi dans le sens direct.

Considerons, dans le domaine $\mathfrak{D}_{1}=(D_{1}-\overline{U}_{0})\times\Delta_{1}$ , l’int\’egrale

$I_{1}(P, t)=\frac{1}{2\pi i}\int_{l}K(P, z)f(\varphi(z)^{-1}, t)dz$ .

Voyons $I_{1}(P)$ ; pour tout point d\’etermin\’e $z$ sur 1, la fonction $K(P, z)$ est
m\’eromorphe dans $D$ , les p\^oles ne d\’ependant que de $P$ , et la fonction $f(\varphi(z)^{-1}, t)$

est holomorphe dans $\Delta_{1}$ . $I_{1}(P)$ repr\’esente donc, une fonction m\’eromorphe dans
$\mathfrak{D}_{1}$ et holomorphe sauf sur les surfaces $\{P_{i}\}\times\Delta_{1}$ $(i=1,2, \cdots , m)$ , de plus pour
ces $\{P_{i}\}\times\Delta_{1}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , m) elle ne poss\‘ede que des p\^oles d\’ependant seulement
des $P_{i}$ . Consid\’erons, de l’autre $c\hat{o}t\acute{e}$ , dans le domaine $U_{0}\times\Delta_{1}$ , l’integrale

$I_{2}(P, t)=\frac{1}{2\pi i}\int_{\iota}(\chi(P, z)+F(P, z))f(\varphi(z)^{-1}, t)dz$ ,

qui est une fonction, meromorphe dans $U_{0}$ et holomorphe sauf au plus sur la
surface $\{P_{0}\}\times\Delta_{1}$ . En vertu des propri\’et\’es bien connues de l’int\’egrale de
Cauchy pour le Cas I et de celles de l’integrale de Cousin pour le Cas II, on
voit, de l’identit\’e $K=\chi+H$, que les fonctions $I_{1}$ et $I_{2}$ restent holomorphes en
tout point de $(\Gamma\cap D_{0})\times\Delta_{0}$ et que leur diff\’erence est, sur $(\Gamma\cap D_{0})\times\Delta_{0}$ ,

4) Remarquons $qu’ iln’ est$ pas n\’ecessaire $d’ ajouter$ le point $P_{0}$ dans le Cas II et que
cette construction des fonctions $K,$ $H,$ $F$ ne d\’epend ni de la fonction $f$ ni de la donn\’ee
(p).
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$I_{2}(P, t)-I_{1}(P, t)=f(P, t)-\frac{1}{2\pi i}\int_{\iota}(H(P, z)-F(P, z))f(\varphi(z)^{-1}, t)dz$ .

Posons

$f^{(1)}(P, z)=\frac{1}{2\pi i}\int_{l}(H(P, z)-F(P, z))f(\varphi(z)^{-1}, t)dz$

Elle est holomorphe dans $(D_{1}\cap A_{1})\times\Delta_{1}$ et on a imm\’ediatement

$|f^{(1)}|\leqq\epsilon M$

dans $(D_{2}\cap A_{2})\times\Delta_{0}$ . En partant de la fonction $f^{(1)}$ au lieu de $f$, nous aurons
les fonctions $I_{1}^{(1)},$ $I_{2}^{(I)},$ $f^{(2)}$ et les relations

$I_{2}^{(1)}-I_{1}^{(1)}=f^{(1)}-f^{(2)}$ sur $(\Gamma\cap D_{0})\times\Delta_{1}$ ,

$|f^{(2)}|\leqq\epsilon^{2}M$ dans $(D_{2}\cap A_{2})\times\Delta_{0}$ ;

et ainsi de suite. Formons deux s\’eries

$f_{1}(P, t)=\sum_{n=0}^{\infty}I_{i}^{(n)}(P, t)=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{1}{2\pi i}\int_{\iota}K(P, z)f^{(n)}(\varphi(z)^{-1}, t)dz$

et

$f_{2}(P, t)=\sum_{n=0}^{\infty}I_{2}^{(n)}(P, t)=_{n--}\underline{y_{0}}\frac{1}{2\pi i}\infty-\int_{\iota}(\chi(P, z)+F(z, P))f^{(n)}(\varphi(z)^{-1}, t)dz$ .

Sauf aux voisinages des surfaces $\{P_{i}\}\times\Delta_{1}$ $(i=1,2, \cdots , m),$ la premi\‘ere
s\’erie converge uniform\’ement dans $\mathfrak{D}_{0}$ et la deuxi\‘eme dans l’int\’erieur complet
de $U_{0}$ et dans un voisinage de $\overline{\Gamma\cap D_{0}}$ . Aux voisinages des surfaces $\{P_{i}\}\times\Delta_{1}$

$(i=1,2, \cdots , m),$ le noyau $K$ ou, le noyau $\chi+F$ est meromorphe et d’ordre fini,
soit $k$ , ind\’ependant de $n$ . En prenant une coordonn\’ee locale $\varphi_{i}$ en chaque
point $P_{i}$ et en multiplinant par $\varphi_{i}^{k}$ tous les termes des s\’eries, nous voyons que
les sommes $f_{1}$ et $f_{2}$ sont m\’eromorphes aux voisinages des surfaces $\{P_{b}i\}\times\Delta_{1}$

$(i=1,2, \cdots , m)$ . Il est immediat de v\’erifier qu’on a $f_{2}-f_{1}=f$ sur $(\Gamma_{\cap}D_{0})\times\Delta_{0}$ .
Nous avons ainsi achev\’e la d\’emonstration du lemme.

\S 4. Th\’eor\‘eme.

Supposons que la vari\’et\’e analytique complexe $X$ \‘a une dimension soit
connexe et compacte. Alors, nous pouvons recouvrir $X$ par un nombre fini de
voisinages de coordonn\’ees $\{U_{i}\}$ , $(i=0,1, \cdots , m)$ .

A partir du th\’eor\‘eme classique de Cousin pour $U_{0}$ et \‘a l’aide du lemme,
on voit, par r\’ecurrence, que $X$ jouit de la propri\’et\’e $(c)$ relativement au plus
aux centres $P_{1},$ $P_{2}$ , $\cdot$ .. , $P_{m}$ des cercles $U_{1},$ $U_{2}$ , $\cdot$ .. , $U_{m}$ .

Soit $Q$ un point autre que les points $P_{i}$ et soit $\varphi$ une coordonn\’ee locale on
$Q$ (s’annulant en $Q$). Consid\’erons dans $X$ une premi\‘ere donnee de Cousin (p),
definie par $\varphi(P)^{-1}$ dans le voisinage de coordonn\’ee de $Q$ et par $0$ dans $X$ sauf
en $Q$ .
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De ce que nous venons de dire, il s’ensuit qu’il existe une fonction $f$ m\’ero-

morphe dans $X$ tout entier, qui est une solution de (p) sauf aux points $P_{i}$ .
La fonction $f$ admet effectivement $Q$ comme son p\^ole, o\‘u sa partie prin-

cipale est exactement \’egale \‘a $\varphi(P)^{-1}$ . Donc, elle est non-constante.
Une telle fonction $f$ m\’eromorphe et non-constante sur $X$ , fait de $X$ un

rev\^etement analytique ramifi\’e sur la sph\‘ere de Riemann d’une variable com-
plexe, soit $z$ . $f$ peut se regarder comme projection du rev\^etement. Soit $z=z_{0}$

un point au-dessus duquel on ne trouve aucun des points $P_{1},$ $P_{2},$
$\cdots,$

$P_{m}$ ni de point
de ramification du rev\^etement. Soit $Q_{0},$ $Q_{1},$ $\cdots$ , $Q_{n}$ les points au-dessus de $z_{0}$ .
Pour une nouvelle premi\‘ere donn\’ee de Cousin $(p_{0})$ , donnons-nous un seul p\^ole
effectif en $Q_{0}$ ; par exemple $\varphi_{0}(P)^{-1}$ en $Q_{0}$ , par rapport \‘a une coordonn\’ee locale
$\varphi_{0}$ en $Q_{0}$ . Gr\^ace \‘a la propri\’et\’e $(c)$ de $X$, il existe une fonction $g_{0}$ , m\’eromorphe

dans $X$ et holomorphe en les points au-dessus de $z_{0}$ sauf en $Q_{0}$ , ayant effec-
tivement un p\^ole en $Q_{0}$ .

Construisons tout pareillement $g_{1},$ $g_{2},$ $\cdots$ , $g_{n}$ pour $Q_{1},$ $Q_{2},$ $Q_{n}$ , et con-
sid\’erons $g=\sum_{k=0}^{n}c_{k}g_{k}$ , o\‘u $c_{k}$ ($k=0,1,$ $\cdots$ , n) sont des constantes convenables.

En prenant $z_{0}^{\prime}$ suffisamment voisin de $z_{0}$ tel qu’il poss\‘ede la m\^eme pro-
pri\’et\’e que $z_{0}$ , soit $Q_{0}^{\prime},$ $Q_{1}^{\prime},$ $\cdots$ , $Q_{n}^{\prime}$ les points au-dessus de $z_{0}^{\prime}$ . On trouve que, si
l’on choisit $c_{k}$ ($k=0,1,$ $\cdots$ , n) convenablement $g$ sont distincts au voisinage de
$Q_{0}^{\prime},$ $Q_{1}^{\prime},$ $\cdots$ , $Q_{n}^{\prime}$ en tant que fonction de $z$ (pour cela, il suffit d’\’eviter un nombre
d\’enombrable de valeurs au plus). D’autre part, on peut consid\’erer la fonction
$g$ comme fonction alg\’ebrique de $z$ . Donc, on peut consid\’erer la vari\’et\’e $X$

comme surface de Riemann de la fonction algebrique de la variable $z$ , par
l’interm\’ediaire de la projection $z=f(P)$ .

Nous sommes ainsi arriv\’es au
TH\’EOR\‘EME. Toute vari\’et\’e analytique complexe de dimension 1, connexe et

compacte admet une fonction m\’eromorphe non-constante et elle est analytique-
ment \’equivalente \‘a la surface de Riemann d’une fonction alg\’ebrique d’une vari-
able complexe.

\’Ecole m\’edicale de Osaka
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