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Domaines pseudoconvexes infinis et la m\’etrique

riemannienne dans un espace projectif

Par Akira TAKEUCHI

(Regu le 10 janv, 1964)

M. K. Oka $[6, 7]$ a d\’emontr\’e l’inverse du th\’eor\‘eme de Hartogs, disant que
tout domaine pseudoconvexe, sans point critique interieur, sur l’espace de $n$

variables complexes est holomorphiquement convexe et qu’il est un domaine
d’holomorphie. Dans son m\’emoire, il a introduit la notion de fonction pseudo-
convexe et il a utilis\’e, d’une fagon remarquable, une fonction pseudoconvexe
obtenue dans un domaine pseudoconvexe \‘a partir de la distance fronti\‘ere
euclidienne. D’autre part, de nombreux auteurs [par exemple 1, 3. 4] ont
\’etudie le probl\‘eme de Levi, pour lequel on part de l’hypoth\‘ese \’oe l’existence
d’une fonction pseudoconvexe.

Dans le pr\’esent m\’emoire, nous allons construire, dans un domaine pseudo-
convexe sans point critique int\’erieur sur 1‘espace projectif complexe, \‘a partir
de la distance \‘a la fronti\‘ere du domaine mesuree par la metrique projective,
une fonction pseudoconvexe et montrer que la fonction pseudoconvexe ainsi
construite poss\‘ede des propri\’et\’es suffisantes pour resoudre le probl\‘eme inverse
de Hartogs. Ce dernier r\’esultat a \’et\’e obtenu par $M^{me}$ Fujita [2], ind\’e-
pendamment. Mais, sa methode \’etait assez diff\’erente de la n\^otre. Comme
notre resultat montre une propriet\’e interessante de la m\’etrique projective, il
ne serait pas inutile de r\’ediger ce m\’emoire.

\S 1. Pr\’eliminaires.

Nous expliquons ici quelques propriet\’es de la metrique riemannienne dans
l’espace projectif complexe. D\’esignons par $P$ un espace projectif complexe \‘a
$n$ dimensions, et prenons un syst\‘eme de coordonn\’ees homog\‘enes $(x_{0}$ : $x_{1}$ : $\ldots$ : $x_{n})$

de $P$. A chaque point de $P$, il correspond, dans l’espace $C^{n+1}$ de $n+1$ variables
complexes $(x_{0}, \chi_{1}, \cdots , x_{n})$ , une droite complexe passant par 1‘origine. Sur une
hypersph\‘ere $K;|x_{0}|^{2}+|x_{1}|^{2}+\cdots+|x_{n}|^{2}=1$ , il correspond, \‘a chaque point $A$ de
$P$, un cercle $\gamma_{A}$ de rayon 1. En restreignant la m\’etrique euclidienne de $C^{n+1}$ ,
on aura une m\’etrique riemannienne sur $K$. En vertu de cette metrique de
$K$, nous d\’efinissons la distance $d(A, B)$ de deux points $A$ et $B$ de $P$ par:
$(\Lambda)$ $d(A, B)=la$ plus petite distance de $\gamma_{A}$ et $\gamma_{B}$ , mesur\’ee sur $K$ ;
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o\‘u $\gamma_{A}$ et $\gamma_{B}$ sont les cercles sur $K$ correspondant \‘a $A$ et $B$ , respectivement.
Pour les coordonn\’ees inhomog\‘enes $(z_{1}, z_{2}, \cdots , z_{n}):z_{i}=x_{i}/x_{0}$ , l’\’el\’ement lin\’eaire
de cette m\’etrique $\Lambda$ sera donn\’e par

(1) $ds^{2}=\frac{|dz_{1}|^{2}+\cdots+|dz_{n}|^{2}\sum\overline{z}_{i}z_{j}dz_{i}d\overline{z}_{j}}{1+\Sigma|z_{i}|^{2}(1+\Sigma|z_{i}|^{2})^{2}}$ , $\left(\begin{array}{llll} & i=1, & \cdots’ & n\\j & =1, & \cdots’ & n\end{array}\right)$ .

C’est la m\’etrique k\"ahlerienne bien connue.
La d\’efinition de cette m\’etrique d\’epend naturellement du choix des coor-

donn\’ees homog\‘enes. Un autre syst\‘eme de coordonn\’ees $(y_{0}, \cdots , y_{n})$ de $C^{n+1}$

induit sur $P$ la m\^eme m\’etrique si et seulement si $(y_{0}, \cdot , y_{n})$ est obtenu par
une transformation unitaire des $(x_{0}, \cdots , x_{n})$ . S’il en est ainsi, l’\’el\’ement
lin\’eaire $ds$ peut s’exprimer sous la m\^eme forme par rapport aux coordonn\’ees
inhomog\‘enes $(z_{1}^{\prime}, \cdots , z_{n}^{\prime}):z_{i}^{\prime}=y_{i}/y_{0}$ , correspondant \‘a $(y_{0}, y_{1}, \cdots , y_{n})$ . D\’esormais

nous fixerons la m\’etrique $\Lambda$ sur $P$ et nous prendrons toujours des syst\‘emes
de coordonn\’ees qui ne changent pas la m\’etrique ainsi fix\’ee et que nous dirons
admissibles. Cette restriction faite, nous pouvons \’enoncer ais\’ement le

LEMME 1. Pour toute suite d\’ecroissante $L_{n-1}\supset L_{n-2}\supset\ldots\supset L_{1}\supset L_{0}$ de sous-
vari\’et\’es lin\’eaires $L_{i}$ dans $P$ de dimension (complexe) $i$ , on peut choisir un
syst\‘eme admissible de coordonn\’ees inhomog\‘enes $(z_{1}, \cdots , z_{n})$ pour lequel $L_{i}$ est
d\’efinie par les \’equations

$z_{n}=0,$ $z_{n-1}=0,$ $\cdots$ $z_{n-i+1}=0$ .
A propos de la g\’eod\’esique, on a, imm\’ediatement de la d\’efinition, le
LEMME 2. Pour tout couple de points $A$ et $B$ de $P$, il existe une g\’eod\’esique

joignant $A$ et B. De plus, elle se trouve sur la droile complexe passant par
$A$ et $B$ .

Ensuite, observons les g\’eod\’esiques sur une droite complexe un peu en
d\’etail. Prenons la droite d\’efinie par les equations $z_{2}=\ldots=z_{n}=0$ par rapport
\‘a un syst\‘eme admissible de coordonn\’ees et regardons-la comme sph\‘ere de
Riemann de la variable $z=z_{1}$ . Dans l’espace euclidien de trois variables

1r\’eelles $(\xi, \eta, \zeta)$ , on d\’ecrit une sph\‘ere de rayon
$\overline{2}$

tangente au plan $\zeta=0$ \‘a

l’origine et, en consid\’erant le plan $\zeta=0$ comme plan de la variable complexe
$ z=\xi+i\eta$ , on fait correspondre biunivoquement les points de cette sph\‘ere aux
points de la sph\‘ere de Riemann au moyen de la projection st\’er\’eographique,
o\‘u le p\^ole nord correspond au point \‘a l’infini. La longueur du segment
joignant deux points sur la sph\‘ere correspondant aux points $ z=\alpha$ et $\beta$ du
z-plan est

(2) $|\alpha-\beta|/\sqrt{(1+|\alpha|^{2})(1+|\beta|^{2})}$ .
La distance entre ces deux points mesur\’ee le long du grand cercle passant
par eux devient
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$\alpha$ \’etant fix\’e et $\beta=\alpha+dz$ \’etant infiniment voisin de $\alpha$ , l’\’el\’ement lineaire $ds$

sur la sph\‘ere correspondant \‘a $dz$ est donne par

$ds^{2}=\frac{|dz|^{2}}{(1+|\alpha|^{2})^{2}}$ .
Ce n’est pas autre chose que celui de (1) pour le cas o\‘u $n=1$ . Compte tenu
des faits que la courbe la plus courte entre deux points sur la sph\‘ere est un
grand cercle et que l’\’equateur se projette sur le cercle $|z|=1$ , nous avons le

LEMME 3. Une g\’eod\’esique joignant deux points $ z=\alpha$ et $\beta$ est l’arc $du$

cercle qui passe par $\alpha$ et $\beta$ et qui intersecte le cercle unit\’e $|z|=1$ en deux
extr\’emit\’es d’un diam\‘etre de ce cercle-ci. En particulier, les g\’eod\’esiques passant
par l’origine sont des droites radiantes issues de l’origine. Donc, la distance,
mesur\’ee par $\Lambda,$ de l’origine \‘a un point $z$ sur le cercle $|z|=r$ est $\tan^{-1}r$.

Maintenant, donnons des d\’efinitions et des theor\‘emes dont nous aurons
besion dans la suite.

$[a]$ Nous appellerons domaine sans point critique int\’erieur sur l’espace
$C^{n}$ de $n$ variables complexes tout espace topologique separe $\mathfrak{D}$ , admettant une
base d\’enombrable de topologie et poss\’edant une application continue, dite
projection et not\’ee $\pi$ , de $\mathfrak{D}$ dans $C^{n}$ , qui est un hom\’eomorphisme local. (Donc

la notion de domaine contient \‘a la fois l’espace et la projection. Mais, nous
appellerons simplement domaine l’espace lui-meme. Cela n’entrainera aucune
confusion.) On peut d\’efinir, d’une fagon \’evidente, une fonction holomorphe
dans une partie ouverte d’un tel domaine $\mathfrak{D}$ . Soit $\mathfrak{D}^{\prime}$ un sous-ensemble ouvert
de $\mathfrak{D}$ . $\mathfrak{D}^{\prime}$ est aussi un domaine sans point critique int\’erieur sur C’ (avec la
m\^eme projection que celle de $\mathfrak{D}$). Lorsqu’un sous-ensemble $E$ est relativement
compact dans $\mathfrak{D}$ , on \’ecrira $E\subset\subset \mathfrak{D}$ et on appelle $E$ sous-ensemble \‘a l’int\’erieur
complet de $\mathfrak{D}$ .

$[b]$ Soit $\mathfrak{D}$ un domaine sans point critique int\’erieur sur l’espace $C^{n}$ des
variables complexes $z_{1},$

$\cdots$ , $z_{n}$ . $\mathfrak{D}$ est dit pseudoconvexe si les deux conditions
suivantes sont satisfaites;

1) Si $\mathfrak{D}$ poss\‘ede un sous-domaine $\tilde{\Delta}$ isomorphe par la projection \‘a la
r\’eunion $\Delta=\Delta_{1}U\Delta_{2}$ de deux ensembles ouverts $\Delta_{1}$ et $\Delta_{2}$ d\’efinis par
$\langle\Delta_{1})$ $\rho^{\prime}<|z_{1}-z_{1}^{0}|<\rho$ , $|z_{2}-z_{2}^{0}|<r,$ $\cdots,$ $|z_{n}-z_{n}^{0}|<r$ ,

$(\Delta_{2})$ $|z_{1}-z_{1}^{0}|<\rho$ , $|z_{2}-z_{2}^{0}|<r^{\prime},$ $\cdots$ $|z_{n}-z_{n}^{0}|<r^{\prime}$ ,

(o\‘u $(z_{1}^{0}, z_{2}^{0}, \cdots , z_{n}^{0})$ est un point fixe et $\rho,$
$\rho^{\prime},$ $r$ et $r^{\prime}$ sont des constantes positives

avec $\rho^{\prime}<\rho$ et $r^{\prime}<r$), alors il existe dans $\mathfrak{D}$ un sous-domaine contenant $\tilde{\Delta}$ et
isomorphe par la projection au polycylindre $C$ :
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$(C)$ $|z_{1}-z_{1}^{0}|<\rho$ , $|z_{2}-z_{2}^{0}|<r,$ $\cdots’|z_{n}-z_{n}^{0}!<r$ .
2’) Pour tout polycylindre $\Gamma$ dans $C^{n}$ :

$(\Gamma)$ $|z_{1}-z_{1}^{\prime}|<a,$
$\cdots,$

$|z_{n}-z_{n}^{\prime}|<a$ ,

o\‘u $(z_{1}^{\prime}. , z_{n}^{\prime})$ est un point fixe et $a$ est un nombre positif, toutes les compo-
santes connexes de $\pi^{-1}(\Gamma)$ poss\‘edent la propri\’et\’e 1’). De plus, cette condition
reste encore v\’erifi\’ee apr\‘es une transformation biholomorphe du voisinage de

$\overline{\Gamma}^{1)}$ .
$[c]$ Soient $P$ un point d’un domaine $\mathfrak{D}$ et $(z^{0})=(z_{1}^{0}$ , $\cdot$ .. , $z_{n}^{0})=\pi(P)$ . Pour

un ensemble ferm\’e $E$ dans $C^{n}$ d\’efini par

$(E)$ $|z_{1}-z_{1}^{0}|\leqq r$ , $z_{2}=z_{2}^{0},$ $\cdots$ $z_{n}=z_{n}^{0}$ ,

consid\’erons, s’il en existe, un ensemble $\tilde{E}$ dans $\mathfrak{D}$ contenant $P$ et isomorphe
\‘a $E$ par la projection $\pi$ . On appelle le rayon de Hartogs de $\mathfrak{D}$ en $P$ par
rapport \‘a $z_{1}$ la borne sup\’erieure $R_{1}(P)$ de $r$ pour lequel il existe $\tilde{E}$ dans $\mathfrak{D}$ .
De la m\^eme mani\‘ere, $R_{2}(P),$ $\cdots$ , $R_{n}(P)$ seront definis. Si on prend, au lieu de
l’ensemble $E$ ci-dessus, une hypersph\‘ere $S$ de centre $(z^{0})$ et de rayon $r$ :

(S) $|z_{1}-z_{1}^{0}|^{2}+\cdots+|z_{n}-z_{n}^{0}|^{2}\leqq r$ ,

on peut d\’efinir la distance $d(P)$ de $P$ \‘a la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}$ par la borne sup\’e-
rieure du rayon $r$ pour lequel il existe un ensemble dans $\mathfrak{D}$ contenant $P$ et
isomorphe \‘a $S$ par $\pi$ . Alors, $R_{j}(P)$ est une fonction semi-continue inf\’erieure-
ment et $d(P)$ une fonction continue dans $\mathfrak{D}$ . Toutes les deux sont strictement
positives dans $\mathfrak{D}$ . (Voir [7], p. 117.)

$[d]$ Une fonction $\varphi(P)$ d\’efinie dans un domaine $\mathfrak{D}$ , \‘a valeurs r\’eelles,
admettant $-\infty$ pour sa valeur, est dite fonction pseudoconvexe dans $\mathfrak{D}$, si les
conditions suivantes sont satisfaites:

1) $e^{\varphi(P)}$ est finie et semi-continue sup\’erieurement dans $\mathfrak{D}$ ;
2) Pour tout point $P_{0}$ de $\mathfrak{D}$ et pour toute droite complexe $L$ passant

par $P_{0}$ , avec
$\pi(L)$ : $z_{1}=z_{1}^{0}+\lambda_{1}t,$ $\cdots$ $z_{n}=z_{n}^{0}+\lambda_{n}t$ ,

la trace de $\varphi$ sur $L$ , consid\’er\’ee comme fonction de la variable complexe $t$ , est
sous-harmonique au voisinage de $t=0$ .

Une fonction $\psi(t)$ d’une variable complexe $t$ est dite sous-harmonique en
$t=t_{0}$ , si elle est semi-continue sup\’erieurement au voisinage de $t_{0}$ , et si, pour
tout $r>0$ assez petit et pour toute fonction $u(t)$ harmonique et continue dans
$|t-t_{0}|\leqq r$ avec $\psi(t)\leqq u(t)$ sur $|t-t_{0}|=r$, on a $\psi(t_{0})\leqq u(t_{0})$ . Pour qu une
fonction $\psi(t)$ , ayant des d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre

1) Cette d\’efinition de la pseudoconvexite est due \‘a M. K. Oka; voir [7].
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au voisinage de $t_{0}$ , soit sous-harmonique en $t_{0}$ , il faut et il suffit qu’on ait

$\Delta\psi=\frac{\partial^{2}\psi}{\partial x^{2}}+\frac{\partial^{2}\psi}{\partial y^{2}}\geqq 0(t=x+iy)$ en $t_{0}$ . D’o\‘u, on voit qu’une fonction $\varphi(P)$

admettant des d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre dans $\mathfrak{D}$

est pseudoconvexe si et seulement si la forme quadratique $W(\varphi;dz, d\overline{z})$

$=4\sum_{i,j}\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{i}\partial\overline{z}_{j}}dz_{i}d\overline{z}_{j}$ est positive (semi-d\’efinie) en tout point de $\mathfrak{D}$ .

M. K. Oka $[6, 7]$ a indiqu\’e le
TH\’EOR\‘EME 1. Dans un domaine pseudoconvexe $\mathfrak{D}$ , soient $R_{j}(P)$ les rayons

de Hartogs ($j=1,2$ , $\cdot$ .. , n) et $d(P)$ la distance \‘a la fronti\‘ere de D. Alors
$-\log R_{j}(P)$ et $-\log d(P)$ sont des fonctions pseudoconvexes dans $\mathfrak{D}$ .

$[e]$ Une vari\’et\’e analytique complexe $\mathfrak{M}$ est dite holomorphiquement con-
vexe si, pour toute suite infinie discr\‘ete de points $P_{1},$ $P_{2},$ $\cdots$ de $\mathfrak{M}$, il existe
une fonction $f(P)$ holomorphe dans $\mathfrak{M}$ telle qu’on ait $\sup|f(P_{k})|=+\infty$ . $\mathfrak{M}$

est dite holomorphiquement complet, si elle est holomorphiquement convexe et
que, pour tout point $P_{0}$ de $\mathfrak{M}$ , on peut trouver un nombre fini de fonctions
$f_{1},$ $f_{2},$ $\cdots$ , $f_{m}$ holomorphes dans $\mathfrak{M}$ telles que $P_{0}$ est un point isol\’e dans 1‘ensemble
$\{P\in \mathfrak{M};f_{1}(P)=f_{1}(P_{0}), \cdots f_{m}(P)=f_{m}(P_{0})\}$ .

Dans une vari\’et\’e holomorphiquement complet, nous avons de nombreux
th\’eor\‘emes. De l’autre c\^ot\’e, M. K. Oka [7] a montr\’e le

TH\’EOR\‘EME 2. Tout domaine pseudoconvexe sans point critique int\’erieur
sur l’espace fini $C^{n}$ est holomorphiquement complet.

La notion de fonction pseudoconvexe est invariante sous les transfor-
mations biholomorphes. Donc nous pouvons la d\’efinir sur une vari\’et\’e analy-
tique complexe.

On a, d’apr\‘es M. H. Grauert [3], le
TH\’EOR\‘EME 3. Un domaine relativement compact $\mathfrak{G}$ dans une vari\’et\’e

analytique complexe $\mathfrak{M}$ est holomorphiquement convexe, $si$ , pour tout point
fronti\‘ere $P$ de $\mathfrak{D}$ , il existe un nombre fini de fonctions $\varphi_{1},$ $\varphi_{2},$

$\cdots$ , $\varphi_{l}$ , \‘a valeurs
r\’eelles, d\’efinies et ayant des d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme
ordre dans un voisinage $U$ de $P$ , telles que les formes quadratiques

$\sum\frac{\partial^{2}\varphi_{k}}{\partial z_{i}\partial\overline{z}_{j}}dz_{i}d\overline{z}_{j}$ soient (strictement) d\’efinies positives en tout point de $U$

($k=1,2,$ $\cdots$ , l) et qu’on ait $\mathfrak{G}\cap U=\{P\in U;\varphi_{1}(P)<0, \cdots , \varphi_{l}(P)<0\}^{2)}$ . Si, $de$

plus, $\mathfrak{G}$ ne poss\‘ede aucun sous-ensemble analytique compact de dimension $\geqq 1$ ,

alors $\mathfrak{G}$ est holomorphiquement complet3).

2) M. Grauert $y$ a ajout\’e la condition suppl\’ementaire que $d\varphi_{k}\neq 0$ sur $\partial \mathfrak{G}\cap U$ . Mais
on peut supprimer cette condition. (Voir \S 4.)

3) Voir aussi [5].
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\S 2. Domaines sur l’espace projectif.

Un domaine $\mathfrak{D}$ sans point critique int\’erieur sur l’espace projectif $P$ est
d\’efini de la m\^eme mani\‘ere que dans $[a]$ du \S 1. Un tel domaine $\mathfrak{D}$ est dit
pseudoconvexe si, pour tout syst\‘eme de coordonnees inhomog\‘enes, la partie
de $\mathfrak{D}$ o\‘u les coordonn\’ees sont finies est pseudoconvexe dans le sens de $[b]$ .
Mais, nous en exclurons le cas o\‘u $\mathfrak{D}$ est compact, donc il se r\’eduit \‘a $\mathfrak{D}=P$ .
La d\’efinition de fonction pseudoconvexe dans le pr\’esent cas est la m\^eme que
sur les vari\’et\’es dans $[d]$ .

Dans un domaine $\mathfrak{D}$ sur $P$ , d\’efinissons la distance fronti\‘ere mesur\’ee par
la m\’etrique $\Lambda$ de $P$ . D’abord, pour un point $A$ de $P$ et pour un nombre r\’eel

positif $\rho\leqq\frac{\pi}{2}$ , d\’esignons par $S(A, \rho)$ la sph\‘ere g\’eod\’esique de centre $A$ et de

rayon $\rho$ :
$S(A, \rho)=\{B\in P;d(A, B)<\rho\}$ .

Autour d’un point $P$ de $\mathfrak{D}$ , tragons, s’il est possible, un sous-domaine de $\mathfrak{D}$

contenant $P$ et isomorphe \‘a $S(\pi(P), \rho)$ par la projection $\pi$ . Comme dans $[c]$

du \S 1, appelons distance de $P$ \‘a la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}$ ou simplement distance
fronti\‘ere de $P$ la borne sup\’erieure du rayon $\rho$ pour lequel on peut tracer un
tel sous-domaine, et d\’esignons-la par $d(P)$ . (D’une fagon plus pr\’ecise, on doit la
d\’esigner par $d_{\Lambda}(P)$ dans la crainte de la confondre avec la distance fronti\‘ere
euclidienne $d(P)$ introduite dans le \S 1. Mais, on n’emploiera jamais dans la
suite la distance euclidienne.) En vertu de la propri\’et\’e de la m\’etrique

$\Lambda,$ $d(P)$ est une fonction continue dans $\mathfrak{D}$ et elle v\’erifie $0<d(P)\leqq\frac{\pi}{2}$ . Si

$d(P)=\frac{\pi}{2}$ en un point de $\mathfrak{D}$, alors $\mathfrak{D}$ est univalent et isomorphe \‘a 1‘espace

$C^{n}$ tout entier et, de plus, $P$ est l’origine pour ces coordonn\’ees inhomog\‘enes.
Le but principal du pr\’esent m\’emoire est d’\’etudier des propri\’et\’es de la

distance $d(P)$ . Pour ceci, consid\’erons tout d’abord un cas sp\’ecial.
LEMME 4. Dans la sph\‘ere de Riemann de la variable $z$ , la fonction

$\varphi(z)=-\log\sin^{-1}\frac{|z-\alpha|}{\sqrt{(1+|z|^{2})(1+|\alpha|^{2})}}$

est sous-harmonique sauf en $ z=\alpha$ .
D\’EMONSTRATION. $\sin^{-1}\frac{|z-\alpha|}{\sqrt{(1+|z|^{2})(1+|\alpha|^{2})}}$ est, d’apr\‘es une remarque faite

avant le lemme 3, la distance de $z$ \‘a la fronti\‘ere du domaine $\mathfrak{D}$ qu’on obtient
en enlevant le seul point $\alpha$ \‘a la sph\‘ere de Riemann. Par suite, la fonction
$\varphi(z)$ est diff\’erentiable sauf au point $\alpha$ et au point antipodal $-1/\overline{\alpha}$ (par rapport
\‘a la repr\’esentation sph\’erique). Or, puisque la fonction $\varphi(z)$ prend la valeur
minimum en $-1/\overline{\alpha},$ $\varphi(z)$ est necessairement sous-harmonique en $-1/\overline{\alpha}$ . Il
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suffit donc de montrer $\Delta\varphi\geqq 0$ . Pour ceci, nous allons calculer4)

$\frac{1}{4}\Delta\varphi=\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial_{Z}\partial\overline{z}}$ .
Posons

$f(z)=$ .

Alors $\varphi(z)=-\log\sin^{-1}f(z)$ , et

(1) $\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z\partial\overline{z}}=\frac{1}{(\sin^{-1}f)^{2}}\frac{1}{(1-f^{2})}|\frac{\partial f}{\partial z}|^{2}-\frac{1}{\sin^{-1}f}\frac{1}{(1-f^{2})^{3/2}}|\frac{\partial f}{\partial z}|^{2}$

$-\frac{1}{\sin^{-1}f}\frac{1}{(1-f^{2})^{1/2}}\frac{\partial^{2}f}{\partial_{\mathcal{Z}}\partial\overline{z}}$

Donc on a
$(\backslash 2)$ $\Delta\varphi=\frac{1}{\sin^{-1}f}\frac{1}{(1+|z|^{2})^{2}}[\frac{1|1-\alpha\overline{z}|}{\sin^{-1}f|z-\alpha|}+\frac{|z-\alpha|}{|1+\alpha\overline{z}|}]$ .
Dans le crochet $[]$ de la formule (2), le troisi\‘eme terme est positif quand
$z\neq\alpha,$ $-1/\overline{\alpha}$ et le deuxi\‘eme terme se met sous la forme

$\frac{|1+\alpha\overline{z}|}{|z-\alpha|}=\frac{|z-(-1/\overline{\alpha})|}{\sqrt{(1+|z|^{2})(1+|-1/\overline{\alpha}|^{2})}}/\frac{|z-\alpha|}{\sqrt{(1+|z|^{2})(1+|\alpha|^{2})}}$ .

D’apr\‘es ce qu’on a dit en (2) avant le lemme 3 dans \S 1, le d\’enominateur (resp.
le num\’erateur) du second membre est la longueur du segment joignant les
points de la sph\‘ere correspondant \‘a $z$ et $\alpha$ (resp. celle correspondant \‘a $z$ et
$-1/\overline{\alpha})$ . Ceci montre que, si $\theta=\sin^{-1}f,$ la fraction est \’egale \‘a $(\tan\theta)^{-1}$ . Comme
$0<\theta<\frac{\pi}{2}$ , on voit que

(3) $\frac{1|1+\alpha\overline{z}|}{\sin^{-1}f|z-\alpha|}=\frac{1}{\theta}-\frac{1}{\tan\theta}>0$ .

Donc, on a $\Delta\varphi>0$ sauf en $ z=\alpha$ et $-1/\overline{\alpha}$ , et la fonction $\varphi(z)$ est sous-harmoni-
que sauf au point $ z=\alpha$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Ce lemme montre que, lorsque $\mathfrak{D}$ est le plan tout entier \‘a distance finie
d’une variable complexe, la fonction $-\log d(P)$ est sous-harmonique. En
g\’en\’eral, on obtiendra le

TH\’EOR\‘EME I. Soit $\mathfrak{D}$ un domaine sans point critique int\’erieur sur un
espace projectif complexe de dimension quelconque er soit $d(P)$ la distance de
$P$ \‘a la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}$ . Si $\mathfrak{D}$ est pseudoconvexe, alors la fonction $-\log d(P)$

est pseudoconvexe dans $\mathfrak{D}$ .
D\’EMONSTRATION. Prenons un point quelconque $P$ dans $\mathfrak{D}$ et une droite

complexe quelconque $L$ passant par $\pi(P)$ . Il suffit de montrer que la trace

4) Pour montrer seulement que $\varphi$ est sous-harmonique, il $n’ est$ pas n\’ecessaire de
faire un tel calcul. Mais nous en aurons besoin plus tard.
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de $-\log d(P)$ sur $\pi^{-1}(L)$ est une fonction sous-harmonique sur $\pi^{-1}(L)$ en $P$.
D’apr\‘es la d\’efinition de $d(P)$ , on peut d\’ecrire dans $\mathfrak{D}$ une sph\‘ere g\’eod\’esique
$S$ autour de $P$, qui est isomorphe par $\pi$ \‘a la sph\‘ere $S(\pi(P), d(P))$ . Sur la
fronti\‘ere de $S(\pi(P), d(P))$ , il existe au moins un point $A$ qui n’appartient pas
\‘a $\pi(\overline{S})$ . (C’est-\‘a-dire, $A$ est l’image sur $P$ d’un des points fronti\‘eres de $\mathfrak{D}$ le
plus voisins de $P.$) Soit $B=\pi(P)$ . Suivant la position de $A$ relative \‘a $L$ ,

deux cas se pr\’esentent.
$(\alpha)$ Cas o\‘u $A\in L$ .
On peut choisir un syst\‘eme admissible de coordonn\’ees inhomog\‘enes $z_{1},$ $z_{2}$ ,

, $z_{n}$ de fagon que $L$ soit donn\’ee par les \’equations

$z_{2}=z_{3}=\ldots=z_{n}=0$

et que $B=\pi(P)$ soit l’origine de ces coordonn\’ees. $z_{1}$ \’etant un param\‘etre sur
$L$ , d\’ecrivons sur $L$ un cercle $\gamma:|z_{1}|=r$ ayant son centre \‘a l’origine et son
rayon $r$ assez petit pour qu’on puisse d\’ecrire dans $\mathfrak{D}$ un cercle $\gamma_{1}$ , ayant son
centre en $P$ et correspondant par $\pi$ biunivoquement \‘a $\gamma$ Soient $P^{\prime}$ un point
variable sur $\gamma_{1}$ et $B^{\prime}=\pi(P^{\prime})$ celui sur $\gamma$ correspondant \‘a $P^{\prime}$ . Alors, on a

$d(P^{\prime})\leqq d(A, B^{\prime})$ .
$z^{\prime}$ etant la $z_{1}$ -coordonn\’ee de $B^{\prime}$ sur $L$ et $\alpha$ celle de $A$ , on aura

$d(A, B^{\prime})=\sin^{-1}\frac{|z^{\prime}-\alpha|}{\sqrt{(1+|z’|^{2})(1+|\alpha|^{2})}}$

qu’on d\’esignera par $\text{{\it \’{a}}}_{1}(z^{\prime})$ . Consid\’erons maintenant une fonction $u(z)$ , harmo-
nique \‘a $1’ int\acute{e}rieur$ du cercle $\gamma$ et continue aussi sur $\gamma$ , telle que, sur la circon-
f\’erence $\gamma$ , on ait partout l’\’egalit\’e

(4) $-\log d(P^{\prime})=u(z^{\prime})$ .
On a alors, sur $\gamma$ , l’in\’egalit\’e

$-\log d_{1}(z^{\prime})\leqq u(z^{\prime})$ .
Comme $-\log d_{1}(z^{\prime})$ est, d’apr\‘es le lemme 4, une fonction sous-harmonique, on
aura, \‘a l‘origine $z=0$ , l’in\’egalit\’e

$-\log d_{1}(0)\leqq u(0)$ .
D’autre part, $d_{1}(0)=d(A, B)=d(P)$ entraine

(5) $-\log d(P)\leqq u(0)$ .
De (4) et (5), il r\’esulte que $-\log d(P)$ est sous-harmonique en $P$.

$(\beta)$ Cas o\‘u A ne se trouve pas sur $L$ .
Dans ce cas, consid\’erons dans $P$ le plan, \‘a deux dimensions complexes,

contenant $A$ et $L$ et choisissons un syst\‘eme admissible de coordonn\’ees in-
homog\‘enes $z_{1},$ $z_{2}$ , , $z_{n}$ de $P$ de mani\‘ere que le plan soit donn\’e par $z_{3}=z_{4}$
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$=\ldots=z_{n}=0$ et la droite $L$ par $z_{2}=0$ dans ce plan et, de plus, que la droite
passant $A$ et $B$ soit d\’efinie par $ z_{1}=\beta$ (constante $\neq\infty$) dans ce plan, ce qui
est possible. $z_{1}$ etant le param\‘etre sur $L,$ $B$ s’exprime par $ z_{1}=\beta$ sur $L$ . Pour
chaque point $B^{\prime}(z_{1}=z^{\prime})$ sur $L$ , voisin de $B$ , d\’ecrivons une droite $L_{l^{\prime}}$ passant
par $B^{\prime}$ de la forme { $z_{1}=z^{\prime},$

$z_{2}$ : quelconque, $z_{8}=z_{4}=\ldots=z_{n}=0$ }. Consid\’erons
l’ensemble $\pi^{-1}(L_{z},)$ dans $\mathfrak{D}$ . En vertu des propri\’et\’es de l’espace projectif et
de la pseudoconvexit\’e de $\mathfrak{D}$ , on ne peut trouver aucune droite compacte dans
$\mathfrak{D}$ . Donc, $\pi^{-1}(L_{z^{\prime}})$ n’est pas compact. Donc sur $L_{z^{\prime}}$ se projette au moins un
point fronti\‘eres de $\mathfrak{D}$ . Soit $A^{\prime}$ la projection d’un des points fronti\‘eres de $\mathfrak{D}$

au-dessus de $L_{z^{\prime}}$ , le plus voisins de $B^{\prime}$ . Posons $d_{2}(z^{\prime})=d(A^{\prime}, B^{\prime})$ . $\mathfrak{D}_{1}$ \’etant la
partie de $\mathfrak{D}$ \‘a distance finie par rapport \‘a $(z_{1}, z_{2}, \cdots , z_{n}),$ la distance euclidienne
entre $A$ ‘ et $B^{\prime}$ n’est pas autre chose que le rayon de Hartogs $R_{2}$ de $\mathfrak{D}_{1}$ par
rapport \‘a $z_{2}$ , consid\’ere le long de L. (Voir $[c]$ du \S 1.) Comparons $d_{2}(z^{\prime})$ avec
$R_{2}(z^{\prime})$ . La g\’eod\’esique joignant $A^{\prime}$ et $B^{\prime}$ se trouve sur L., et sa longueur peut
\^etre calcul\’ee, \‘a l’aide de la formule

$ds^{2}=\frac{(1+|z^{\prime}|^{2})|dz_{2}|^{2}}{(1+|z’|^{2}+|z_{2}|^{2})^{2}}$ .
obtenue de (1) dans le \S 1, puisqu’on a, sur $L_{z^{\prime}},$ $dz_{1}=0,$ $dz_{3}=0$ , $\cdot$ .. , $dz_{n}=0$ . En
employant, au lieu de $z_{2}$ , pour le param\‘etre sur $L_{z^{J}}$ ,

$z_{\underline{9}}^{\prime}=\frac{z_{2}}{\sqrt{1+|z^{\prime}|^{2}}}$ ,

on peut exprimer $ds$ sous la forme suivante:

$ds^{2}=\frac{|dz_{2}^{\prime}|^{2}}{(1+|z_{2}^{\prime}|^{2})^{2}}$ .
Ceci montre que la variable $z_{2}^{\prime}$ est un param\‘etre de $L_{z^{l}}$ admissible pour la
m\’etrique $\Lambda$ au cas o\‘u $n=1$ . D’apr\‘es ce qu’on a \’etudi\’e dans le \S 1, on voit
que la g\’eodesique dans $L_{z}$ , passant par $B^{\prime}$ : $z_{2}^{\prime}=0$ est une droite lin\’eaire et
que la distance $d(A^{\prime}, B^{\prime})$ est \’egale \‘a

$ d_{2}(z^{\prime})=\int ds=\int_{0}^{\delta}\frac{|dz_{2}^{\prime}|}{1+|z_{2}^{\prime}|^{2}}=\tan^{-1}\delta$ , o\‘u $\delta=$ .

A propos des $d_{2}$ et $d$, comme la distance $d_{2}$ est mesur\’ee dans une direction
particuli\’ere, on aura, en g\’en\’eral, $d_{2}(z^{\prime})\geqq d(P^{\prime})$ . En particulier, quand $P^{\prime}$ se
r\’eduit \‘a $P$, on obtiendra $d_{2}(\beta)=d(P)$ . D\’ecrivons maintenant dans $L$ un petit
cercle $\gamma$ autour de $\beta$ et considerons une fonction $u(z^{\prime})$ , harmonique \‘a l’int\’erieur
du cercle $\gamma$ et continue aussi sur la circonf\’erence $\gamma$ , qui coincide avec $-\log d(P^{\prime})$

en tout point de la circonf\’erence $\gamma$ Alors nous voyons sur la circonference

$e^{-u(z^{\prime})}=d(P^{\prime})\leqq d_{2}(z^{\prime})=\tan^{-1}\frac{R_{2}(z^{\prime})}{\sqrt{1+|z|^{2}}}$
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et
$R_{2}(z^{\prime})\geqq\sqrt{1+|z^{\prime}|^{2}}\tan e^{-u(z^{r})}$

$d’ 0\grave{u}$ nous aurons
1(7) $-\log R_{2}(z^{\prime})\leqq--2-\log(1+|z^{\prime}|^{2})-\log\tan e^{-u(8^{\prime})}$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1 du \S 1, on sait que le premier membre est sous-harmo-
nique. De l’autre c\^ot\’e, on verra, par un calcul facile, que le deuxi\‘eme membre
de (7) est sur-harmonique. Par cons\’equent, nous aurons, au centre $ z_{1}=\beta$ du
cercle $\gamma$ , l’in\’egalit\’e

(8) $-\log R_{2}(\beta)\leqq-\frac{1}{2}\log(1+|\beta|^{2})-\log\tan e^{-u(\beta)}$

ou

$\tan^{-1}\frac{R_{2}(\beta)}{\sqrt{1+|\beta|^{2}}}\geqq e^{-u(\beta)}$ .

Le premier membre de $c^{2}.tte$ derni\‘ere in\’egalite est \’egal \‘a $d_{2}(\beta)=d(A, B)=d(P)$ .
Nous avons ainsi
(9) $-\log d(P)\leqq u(\beta)$ ’.

Or, le rayon $r$ du cercle $\gamma$ est arbitraire, pourvu qu’il soit suffisamment petit.
(8) et (9) montrent que $-\log d(P)$ est, sur $\pi^{-1}(L)$ . une fonction sous-harmonique
en $P$ . Donc, nous avons etabli le th\’eor\‘eme. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

De ce th\’eor\‘eme, on peut voir que le domaine $\mathfrak{D}_{\alpha}=\{P\in \mathfrak{D};-\log d(P)<\alpha\}$ ,

o\‘u $\alpha$ est un nombre r\’eel quelconque, est pseudoconvexe.

\S 3. Fonctions fortement pseudoconvexes.

Dans le paragraphe pr\’ec\’edent, nous avons vu que, dans un domaine pseudo-
convexe $\mathfrak{D}$, il existe une fonction pseudoconvexe continue dans $\mathfrak{D}$ qui croit
ind\’efiniment quand le point tend vers la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}$ . Mais, lorsqu’on utilise
de telles fonctions, on devera en exiger des propri\’et\’es plus fortes. Les pro-
priet\’es exig\’ees sont les suivantes:

1) la fonction envisag\’ee admet des d\’erivees partielles continues jusqu’au
deuxi\’eme ordre;

2’) elle est fortement pseudoconvexe;
3) pour toute suite infinie de points $P_{1},$ $ P_{2}\ldots$ n’ayant aucun point d’accu-

mulation \‘a l’inte’rieur de $\mathfrak{D}$ , la valeur $\varphi(P_{k})$ tend vers l‘infinie $+\infty$ avec $k$ .
(On dit qu’une fonction $\varphi$ ayant des d\’eriv\’ees partielles continues

jusqu’au deuxi\‘eme ordre est fortement pseudoconvexe si la forme quadratique

5) Il $s’ agira$ plus tard de $1’ ordre$ de la diff\’erence des deux membres de (5) et de
celui de (9) par rapport \‘a $r^{2}$ .
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$\partial^{2}\varphi$

$\Sigma dz_{i}d\overline{z}_{j}\overline{\partial z_{i}\partial\overline{z}_{j}}$
est (strictement) d\’efinie positive.) Lorsqu’on r\’egularise globale-

ment la fonction $\varphi$ afin de la faire jouir de la propri\’et\’e 1 et qu’on se propose
de d\’emontrer que la fonction r\’egularis\’ee reste encore pseudoconvexe, on aura
des difficult\’es \‘a \’evaluer 1‘ordre, parce que le calcul devient malheureusement
compliqu\’e. Pour \’eviter de telles difficult\’es, nous allons tout d’abord definir
la pseudoconvexit\’e forte pour les fonctions non-n\’ecessairement diff\’erentiables.

Soit $\varphi(z)$ une fonction continue, \‘a valeurs r\’eelles, d\’efinie au voisinage du
pointz $=asurlepland’ unevariablecomplexez$ . D\’esignons sa valeur moyenne
sur la circonf\’erence $|z-a|=r$ de centre $a$ et de rayon $r$, par

$\mu_{r,a}(\varphi)=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}\varphi(a+re^{\iota\theta})d\theta$ .

Nous avons alors le
LEMME 5. Si $\varphi(z)$ poss\‘ede des d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au

deuxi\‘eme ordre, on a

$\lim_{r\rightarrow 0}\frac{\mu_{r,a}(\varphi)-\varphi(a)}{r^{2}}=\frac{1}{4}\Delta\varphi(a)$ .

D\’EMONSTRATION. Pour simplifier la notation, supposons que $a=0$ . La
fonction $\varphi$ peut se developper au voisinage de 1’origine sous la forme:

$\varphi(z)=\varphi(0)+(\frac{\partial\varphi}{\partial z})_{0}z+(\frac{\partial\varphi}{\partial\overline{z}})_{0}\overline{z}+\frac{1}{2}(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial_{Z^{2}}})_{0}z^{2}$

$+(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z\partial\overline{z}})_{0}z\overline{z}+\frac{1}{2}(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial\overline{z}^{2}})_{0}\overline{z}^{2}+o(|z|^{2})$

$=\varphi(0)+2{\rm Re}[(\frac{\partial\varphi}{\partial z})_{0}z+\frac{1}{2}(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z^{2}})_{0}z^{2}]$

$+(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial_{Z}\partial_{\overline{Z}}})_{0}z\overline{z}+o(|z|^{2})$

o\‘u $(\frac{\partial\varphi}{\partial z})_{0}$ signifie la valeur de $\frac{\partial\varphi}{\partial z}$ prise \‘a l’origine etc., et $o(|z|^{2})$ est une

quantit\’e infiniment petit avec un ordre plus \’elev\’e que $|z|^{2}$ . Le deuxi\‘eme
terme du dernier membre est harmonique, car il est la partie r\’eelle d’une
fonction holomorphe. Par passage \‘a la moyenne sur la circonf\’erence $|z|=r$,
on aura

$\mu_{r,0}(\varphi)=\varphi(0)+(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial_{Z}\partial\overline{z}})_{0}r^{2}+o(r^{2})$

$d’ 0\grave{u}$

$\lim_{r\rightarrow 0}\frac{\mu_{r,0}(\varphi)-\varphi(0)}{r^{2}}=(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z\partial\overline{z}})_{0}=\frac{1}{4}\Delta\varphi(0)$ . c. q. f. d.
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Lorsque la fonction $\varphi$ n’est pas diff\’erentiable, la limite du premier membre
n’existe pas n\’ecessairement, mais sa limite inf\’erieure existe si l’on admet $\pm\infty$

comme limite.
LEMME 6. Soit $\varphi$ une fonction, \‘a valeurs r\’eelles, d\’efinie et continue dans

un cercle $|z|<R$ . Si l’on $a$ en tout point $a$ dans ce cercle

$\lim_{r\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,a}(\varphi)-\varphi(a)}{r^{2}}\geqq k$

$ $ o\‘u $k$ est une constante ind\’ependante de $a$ , alors, \‘a l’int\’erieur complet $du$ cercle
$|z|<R,$ $\varphi$ peut \^etre approch\’ee par des fonctions $\psi$ ayant des d\’eriv\’ees partielles
continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre et v\’erifiant l’in\’egalit\’e $\Delta\psi\geqq 4k$ .

D\’EMONSTRATION. D\’esignons la moyenne arithm\’etique de $\varphi$ \‘a l’int\’erieur
$d’ un$ cercle de rayon $\rho$ par

$ A_{\rho}\varphi(z)=\overline{\pi}1\rho^{2}-\int_{|t|<p}\varphi(z+t)d\sigma$

o\‘u $ d\sigma$ est l’\’el\’ement d’aire sur le plan de la variable complexe $t$ . Posons
$\varphi_{1}(z)=A_{\rho}\varphi(z)$ . $\varphi_{1}(z)$ est alors une fonction d\’efinie et contin\^ument diff\’erentiable
dans le cercle $|z|<R-\rho$ . Nous $y$ avons

$\frac{\mu_{r,a}(\varphi_{1})-\varphi_{1}(a)}{r^{2}}=A_{\rho}[\frac{\mu_{r,a}(\varphi)-\varphi(a)}{r^{2}}]$ .

En vertu du lemme de Fatou, le passage \‘a la limite inf\’erieure nous am\‘ene \‘a

$\lim_{r\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,a}(\varphi_{1})-\varphi_{1}(a)}{r^{2}}\geqq A_{\rho}[\lim_{\rightarrow?}\inf_{0}\frac{\mu_{r,a}(\varphi)-\varphi(a)}{r^{2}}]\geqq k$ .

Prenons ensuite $\varphi_{2}=A_{\rho}\varphi_{1}$ , qui poss\‘ede des d\’eriv\’ees continues jusqu’au deu-
xi\‘eme ordre dans $|z|<R-2\rho$ ; nous avons

$\lim_{r\rightarrow 0}\frac{\mu_{r,a}(\varphi_{2})-\varphi_{2}(a)}{r^{2}}=\frac{1}{4}\Delta\varphi_{2}\geqq k$ .

Quand $\rho$ tend vers $0,$ $\varphi_{2}(z)$ converge, \‘a l’int\’ereur complet du cercle $|z|<R$ ,

uniform\’ement vers $\varphi(z)$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Si $\varphi(z)$ est sous-harmonique en $z=a$ , on a $\mu_{r,a}(\varphi)-\varphi(a)\geqq 0$ , d’o\‘u

$\lim\inf[\mu_{r,a}(\varphi)-\varphi(a)]/r^{2}\geqq 0$ . R\’eciproquement, si cette in\’egalit\’e-ci est verifi\’ee
en tout point d’un voisinage de $z=a$ , alors $\varphi$ peut \^etre approch\’ee, d’apr\‘es le
lemme que nous venons d’obtenir, par des fonctions diff\’erentiables $\psi$ avec
$\Delta\psi\geqq 0$ . Ces $\psi$ sont donc sous-harmoniques; par suite, $\varphi$ l’est aussi, puisque
toute limite uniforme de fonctions sous-harmoniques est sous-harmonique.
Nous avons ainsi montr\’e le

LEMME 7. Pour qu’une fonction continue $\varphi(z)$ soit sous-harmonique au
voisinage d’un point $z=a$ , il faut et il suffit qu’elle satisfasse en tout point

$a^{\prime}$ d’un voisinage de $a$ \‘a la condition
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$\lim_{r\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,a^{\prime}}(\varphi)-\varphi(a^{\prime})}{r^{2}}\geqq 0$ .

D’ailleurs, pour $k$ g\’en\’eral, compte tenu de l’\’egalit\’e: $\Delta(|z|^{2})=4$ , le m\^eme

raisonnement pour la fonction $\varphi(z)-k|z|^{2}$ nous am\‘ene au
LEMME 8. Soit $\psi_{i}(z)(i=1, 2, )$ une suite de fonctions continues au

voisinage de $z=a$ . Supposons que chaque fonction satisfait, en tout point $a^{\prime}$

assez voisin de $a$ , \‘a la condition

$\lim_{r\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,a^{l}}(\psi_{i})-\psi_{i}(a^{\prime})}{r^{2}}\geqq k$

o\‘u $k$ est une constante ind\’ependante de $a^{\prime}$ et de $i$ . Si $\psi_{i}(z)$ converge vers $\varphi(z)$

uniform\’ement au voisinage de $a$ , alors, $\varphi(z)$ est continue et elle satisfait, $au$

voisinage de $a$ , \‘a

$\lim_{\gamma\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,a^{l}}(\varphi)-\varphi(a^{\prime})}{r^{2}}\geqq k$ .

Sur la base de ces faits, reconsid\’erons la d\’efinition de fonction pseudo-
covexe.

Soit $\varphi(P)$ une fonction, \‘a valeurs r\’eelles, continue au voisinage d’un point
$P_{0}=$ $(a_{1}, , a_{n})$ dans l’espace $C^{n}$ : $(z_{1}, , z_{n})$ . A chaque droite complexe $L$ ,

passant par $P_{0}$ et param\’etr\’ee par $t$ :
$(L)$ $z_{1}=a_{1}+\lambda_{1}t,$ $\cdots$ $z_{n}=a_{n}+\lambda_{n}t$

avec $|\lambda_{1}|^{2}+\cdots+|\lambda_{n}|^{2}=1$ , correspond une fonction continue
$\Phi_{P_{0},L}(t)=\varphi(a_{1}+\lambda_{1}t, \cdots a_{n}+\lambda_{n}t)$

de $t$ au voisinage de $t=0$ . Posons

$W\varphi(P_{0})=4\inf_{L}\lim_{r\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,0}(\Phi_{P_{0},L})-\Phi_{P_{0},L}(0)}{r^{2}}\mathfrak{o})$

o\‘u $\inf_{L}$ signifie la borne inferieure prise quand $L$ parcourt l‘ensemble des
droites complexes passant par $P_{0}$ . Alors, $W\varphi(P)$ est une fonction de $P$ \‘a

valeurs r\’eelles, admettant $\pm\infty$ pour sa valeur.
Enongons les propri\’et\’es de $ W\varphi$ , qu’on voit imm\’ediatement de la d\’efinition.
1. Pour qu’une fonction continue $\varphi(P)$ soit pseudoconvexe, il faut et il

6) M. Oka a introduite dans son $IX^{e}$ m\’emoire la notation

$W(\varphi;\alpha, \beta)=4\Sigma\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{i}\partial\overline{z}_{j}}\lambda_{i}\overline{\lambda}_{j}$ $(\lambda_{i}=\alpha_{i}+\sqrt{-1}\beta_{i})$

$=4\frac{\partial^{2}\Phi}{\partial t\partial\overline{t}}=\Delta\Phi(0)$

pour une fonction differentiable $\varphi$ . Nous aurons
$W\varphi=\min W(\varphi;\alpha, \beta)$ $(\Sigma\alpha_{i^{2}}+\beta_{i^{2}}=1)$ .
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suffit qu’on ait $W\varphi(P)\geqq 0$ .
2. Si $W\varphi\geqq k,$ $k$ \’etant une constante, et que $c$ est une constante positive,

alors $W(c\varphi)\geqq ck$ . Si $W\varphi\geqq h$ et $W\psi\geqq k,$ $h$ et $k$ \’etant des constantes, alors
$W(\varphi+\psi)\geqq h+k$ et $W[\max(\varphi, \psi)]\geqq\max(h, k)$ .

3. Si $\psi_{1},$ $\psi_{2},$ $\cdots$ est une suite de fonctions continues avec $W\psi_{m}\geqq k,$ $k$

\’etant une constante ind\’ependante de $m$ , et que, pour $m\rightarrow\infty,$ $\psi_{m}$ converge
uniform\’ement vers une fonction $\varphi$ , alors $W\varphi\geqq k$ .

4. Si $W\varphi\geqq k$ dans un domaine, alors, \‘a l’inte’rieur complet du domaine,
$\varphi$ peut \^etre approch\’ee uniform\’ement par des fonctions $\psi$ admettant des d\’eriv\’ees
partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre et v\’erifiant $W\psi\geqq k$ .

D\’EFINITION. Nous dirons qu’une fonction $\varphi(P),$ \‘a valeurs r\’eelles, d\’efinie
et continue dans un domaine $\mathfrak{D}$ (sans point critique int\’erieur sur l’espace $C^{n}$)

est fortement pseudoconvexe, si, pour tout point de $\mathfrak{D}$ , on peut trouver un
voisinage de ce point et une constante positive $k$ , de telle sorte qu’on ait
$W\varphi(P)\geqq k$ dans ce voisinage, o\‘u $k$ peut varier suivant le voisinage.

Si $\varphi$ poss\‘ede des d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre,
dire que $\varphi$ est fortement pseudoconvexe n’est pas autre chose que dire que
$W\varphi>0$ . Nous donnons ici la d\’efinition sous cette forme, parce que la fonction
$ W\varphi$ n’est pas en g\’eneral continue.

Lorsqu’on effectue une transformation biholomorphe des variables

(1) $z_{i}=z_{i}(t_{1}, \cdots t_{n})$ $(i=1, \cdots n)$

\‘a une fonction $\varphi$ ayant des d\’eriv\’ees partielles continues jusqu’au deuxi\‘eme
ordre et v\’erifiant $W_{z}\varphi\geqq 0$ , alors la fonction $ W_{t}\varphi$ relative aux variables $(t)$

deviendra

$W_{t}\varphi=\min\Sigma\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial t_{i}\partial\overline{t}_{j}}\lambda_{i}\overline{\lambda}_{j}$ $(\Sigma|\text{\‘{A}}_{i}|^{2}=1)$

$=\min\sum\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{k}\partial\overline{z}_{\iota}}\frac{\partial_{\mathcal{Z}_{k}}}{\partial t_{i}}\frac{\partial_{\overline{\mathcal{Z}}_{l}}}{\partial\overline{t}_{j}}\lambda_{i}\overline{\lambda}_{j}$

$=\min\sum\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{k}\partial\overline{z}_{\iota}}\mu_{k}\overline{\mu}_{l}$ $(\mu_{k}=\sum\frac{\partial_{\mathcal{Z}_{k}}}{\partial t_{i}}\lambda_{i})$

$=\min(\sum_{j}|\mu_{j}|^{2})\sum\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial_{Z_{k}}\partial_{\overline{Z}_{l}}}\frac{\mu_{k}}{\sqrt{\Sigma|\mu_{j}|^{2}}}\frac{\overline{\mu}_{l}}{\sqrt{\sum|\mu_{j}|^{2}}}$

$\geqq cW_{z}\varphi$ ,

o\‘u $c$ est une constante positive qui ne d\’epend que de la transformation (1) et
qui ne d\’epend pas de la fonction $\varphi$ . Il en r\’esulte que, si $W_{z}\varphi>0$ , on peut
trouver deux constantes positives $c_{1}$ et $c_{2}$ ind\’ependantes de $\varphi$ telles qu’on ait

(2) $c_{1}>\frac{W_{t}\varphi}{W_{z}\varphi}>c_{2}$ .
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On voit \’egalement, en vertu des propri\’et\’es 3 et 4’, qu’une fonction fortement
pseudoconvexe (non n\’ecessairement diff\’erentiable) reste encore fortement
pseudoconvexe apr\‘es une transformation des variables. D’apr\‘es ce que nous
venons de dire, nous pouvons d\’efinir la pseudoconvexit\’e forte d’une fonction
continue dans un domaine sur l’espace projectif.

La d\’efinition faite, nous pouvons \’enocer la propri\’ete de la fonction
$-\log d(P)$ :

TH\’EOR\‘EME II. Si un domaine $\mathfrak{D}$ sans point critique int\’erieur sur un espace
projectif est pseudoconvexe, alors $-\log d(P)$ est une fonction fortement pseudo-
convexe.

$D^{\prime}\text{\’{E}} MONSTRATION$ . Nous allons montrer que, pour un syst\‘eme admissible
de coordonn\’ees inhomog\‘enes tel que l’image $\pi(P)$ tombe \‘a l’origine, on a
l’in\’egalit\’e $W(-\log d(P))\geqq k(d(P)),$ o\‘u $k(d(P))$ est une quantite positive ne
d\’ependant que de la valeur de $d(P)$ . Si nous supposons que ce fait est

d\’emontr\’e, nous pouvons dire qu’on a l’in\’egalit\’e $W(-\log d(P^{\prime}))\geqq\frac{k(d(P^{\prime}))}{2}$ pour

tout point $P^{\prime}$ suffisament voisin de $P$ , par rapport au meme syst\‘eme de coor-
donnees. Car, pour une transformation de coordonnees suffisamment voisine
de la transformation identique, on peut prendre les constantes $c_{1}$ et $c_{2}$ de (2)

assez voisines de $1’ unit\acute{e}$ .
Soit $P$ un point quelconque de $\mathfrak{D}$ et $L$ une droite complexe quelconque

passant par l’image $\pi(P)$ de $P$ . Choisissons un syst\‘eme admissible de coor-
donnees inhomog\‘enes $z_{1},$

$\cdots$ , $z_{n}$ pour lequel $L$ est donn\’ee par $z_{2}=\ldots=z_{n}=0$

et $\pi(P)$ est l’origine. Alors, on peut regarder $z_{1}$ comme param\‘etre sur $L$ . Il
suffira de montrer l’in\’egalite:

$\lim_{\gamma\rightarrow}i_{0}pf\frac{\mu_{r,0}(-\log d)+\log d(P)}{r^{2}}\geqq\frac{k}{4}$ .
la moyenne $\mu_{r.0}$ etant prise sur la droite $L$ . L’\’etude \’etant locale, pour sim-
plifier la notation, consid\’erons le point $P$ comme point de l’espace $P$. La
d\’emonstration se fera parall\‘element \‘a celle du th\’eor\‘eme I. Prenons d’abords
l’image $A$ d’un des points fronti\‘eres de $\mathfrak{D}$ , les plus voisins de $P$ . Distinguons
deux cas, suivant la position de $A$ par rapport \‘a $L$ .

$(\alpha)$ $Cas$ o\‘u $A\in L$ .
La variable sur $L$ \’etant celle dans $(\alpha)$ de la d\’emonstration du th\’eor\‘eme I,

d\’ecrivons sur $L$ un petit cercle $\gamma:|z|=r$. $\alpha$ \’etant la coordonn\’ee du point $A$ ,

reprenons

$d_{1}(z)=\frac{|_{1}z-\alpha|}{\sqrt{(1+|z|^{2})(1+|\alpha|^{2})}}$ .

On a alors $d_{1}\geqq d$ sur la circonf\’erence $\gamma$ et $d_{1}(0)=d(P)$ au centre. Par suite.
on a
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$\frac{\mu_{r,0}(-\log d)+\log d(P)}{r^{2}}\geqq\frac{\mu_{r,0}(-\log d_{1})+\log d_{1}(0)}{r^{2}}$ .
1Puisque $-\log d_{1}$ est diff\’erentiable, le second membre converge vers $\overline{4}\Delta(-\log$

$d_{1}(0))$ quand $r$ tend vers $0$ . D’autre part, en vertu de la formule (2) dans le
lemme 4, on voit

$\Delta(-\log d_{1}(z))\geqq\frac{1}{\sin^{-1}f}\frac{1}{(1+|z|^{2})^{2}}\frac{|z-\alpha|}{|1+\alpha\overline{z}|}$ ,

o\‘u $f=\frac{|z-\alpha|}{\sqrt{(1+|z|^{2})(1+|\alpha|^{2})}}$. Donc,

$\Delta(-\log d_{1}(0))\geqq|$ a $|/\sin^{-1}\frac{|\alpha|}{\sqrt{1+|\alpha|^{2}}}>1$ .

Il en r\’esulte que

(2) $\lim_{r\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,0}(-\log d)+\log d(P)}{r^{2}}\geqq\frac{1}{4}$ .

Le calcul pr\’ec\’edent n’est plus valable dans le cas o\‘u $\alpha=\infty$ . Or, pour ce cas,
un calcul facile nous conduira directement au r\’esultat: $\lim$ $inf=\infty$ .

$(\beta)$ Cas ot)A ne se trouve pas sur $L$ .
Par rapport au syst\‘eme admissible de coordonnees, pris dans $(\beta)$ du

th\’eor\‘eme I, la droite $L$ admet $z^{\prime}$ pour son param\‘etre et le point $P$ est donn\’e
par $ z^{\prime}=\beta$ . Prenons, de nouveau, une coordonn\’ee $z$ sur $L$ , compatible avec la
m\’etrique, telle que le point $P$ tombe \‘a l‘origine. Comme ces deux syst\‘emes
de coordonn\’ee sur $L$ sont admissibles, la transformation lin\’eaire entre eux est
de la forme

$z^{\prime}=\tau(z)=e^{i\theta}\frac{z+\beta}{1-\overline{\beta}z}$ .

Comme nous pouvons choisir $\theta$ arbitrairement, reduisons $\theta$ \‘a $0$ . A un cercle
$\gamma$ autour de l‘origine dans le z-plan, correspond $\gamma^{\prime}$ , un des cercles de Poncelet
attach\’es aux points $ z^{\prime}=\beta$ et $-1/\overline{\beta}$ dans le $z^{\prime}$ -plan. Prenons une fonction
$u(z^{\prime})$ , harmonique \‘a l’int\’erieur de $\gamma^{\prime}$ et aussi continue sur la circonf\’erence $\gamma^{\prime}$ ,

qui coincide sur la circonf\’erence avec $-\log d(P^{\prime})$ . Le m\^eme calcul entraine

(3) $-\log R_{2}(z^{\prime})\leqq^{1}--2-\log(1+|z^{\prime}|^{2})-\log\tan e^{-u(z^{\gamma})}$ $(z^{\prime}\in\gamma)$ .

Les deux membres \’etant consid\’er\’es comme fonctions de $z$ , l’in\’egalite (3) devient

(4) $-\log R_{2}(\tau(z))\leqq-\frac{1}{2}\log(1+|\tau(z)|^{2})-\log\tan e^{-u(\tau(z))}$ .

On voit immediatement que le premier membre de (4) est sous-harmonique.
Au centre $z=0$ de $\gamma$ , on aura l’in\’egalite

$-\log R_{2}(\beta)\leqq\frac{1}{2}\log(1+|\beta|^{2})-\log\tan e^{-u(\int?)}$ .
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Pour \’evaluer plus pr\’ecis\’ement la diff\’erence entre ces deux membres, rem-
plagons la valeur en $0$ du premier terme du second membre par la moyenne
de ses valeurs sur la circonf\’erence $\gamma$ :

$\Delta\log(1+|\tau(z)|^{2})=\frac{4}{(1+|z|^{2})^{2}}$ .
Donc,

$\mu_{r,0}(\log(1+|\tau(z)|^{2}))=\log(1+|\beta|^{2})+r^{2}+o(r^{2})$ .
On trouve

$-\log R_{2}(\beta)\leqq-\frac{1}{2}\log(1+|\beta|^{2})-\frac{r^{2}}{2}+o(r^{2})$– $\log\tan e^{-u(\beta)}$

et

$-\log\tan^{-1}[e^{-\frac{r^{2}}{2}+o(r^{2})}\frac{R_{2}(\beta)}{\sqrt{1+|\beta|^{2}}}]\leqq u(\beta)$ .

En posant $\delta=(=\tan d_{2}(\beta))$ , on aura

$-\log\tan^{-1}\delta+\frac{r^{2}}{2}\frac{\delta}{(1+\delta^{2})\tan^{-1}\delta}+o(r^{2})\leqq u(\beta)$ .
Comme

$-\log d(P)=-\log d_{2}(\beta)=-\log\tan^{-1}\frac{R_{2}(\beta)}{\sqrt{1+|\beta|^{2}}}$ .
on a

$u(\beta)+\log d(P)\geqq k\frac{r^{2}}{2}+o(r^{2})$ ,

o\‘u

$k=\frac{\delta}{(1+\delta^{2})\tan^{-1}\delta}$ .

D’autre part, comme la valeur moyenne prise sur $\gamma$ se r\’eduit \‘a

$\mu_{r,0}(-\log d)=u(\beta)$ ,
la relation

$\mu_{r,0}(-\log d)+\log d(P)=u(\beta)+\log d(P)\geqq k\frac{r^{2}}{2}+o(r^{2})$

entraine, par passage \‘a la limite,

$\lim_{r\rightarrow}\inf_{0}\frac{\mu_{r,0}(-\log d)+\log d(P)}{r^{2}}\geqq\frac{k}{2}$ .

Or, on a $0<k<1$ . Il suit de (a) et $(\beta)$ que

$W(-\log d(P))\geqq\min(1,2k)>k$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
A cause du besoin ult\’erieur, nous allons \’etablir un
LEMME 9. Sous les m\^emes hypoth\‘eses que dans le th\’eor\‘eme $\Pi$ il existe une

fonction $\varphi(P)$ pseudoconvexe dans $\mathfrak{D}$ , telle qu’on ait
$W(\varphi(P))\geqq 1$ pour tout $P\in \mathfrak{D}$ .
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D\’EMONSTRATION. $ k=\delta/(1+\delta^{2})\tan^{-1}\delta$ est une fonction d\’ecroissante de $\delta$ ,

ayant des limites
$\lim_{\delta\rightarrow 0}k=1$ , $\lim_{\delta\rightarrow\neq\infty}k=0$ .

1On pourra trouver une valeur $\delta_{0}$ de $\delta$ pour laquelle $k=-2^{-}$ Il est facile de

voir $\delta_{0}>1$ . Donc, la valeur $\beta_{0}=\tan^{-I}\delta_{0}$ surpasse $\frac{\pi}{4}$ En un point $P\in \mathfrak{D}$

o\‘u $d(P)\leqq\beta_{0}$ , on aura $W(-\log d(P))\geqq 1$ . D’autre part, prenons le domaine
$\mathfrak{D}_{1}=\mathfrak{D}^{(\frac{\pi}{4})}$ form\’e des points dont la distance \‘a la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}$ d\’epasse $\frac{\pi}{4}$

La distance $d_{1}(P)$ d’un tel point $P$ \‘a la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}_{1}$ satisfait \‘a l’in\’egalit\’e
$W(-\log d_{1}(P))\geqq 1$ . Donc, on peut trouver deux constantes $A$ et $B$ , de telle
mani\‘ere qu’on ait

$-A\log d(P)+B\leqq-\log d_{1}(P)$ pour $P\in \mathfrak{D}$ tel que $d(P)\geqq\beta_{0}$

$-A\log d(P)+B>-\log d_{1}(P)$ pour $P\in \mathfrak{D}$ tel que $\frac{\pi}{4}+-21-(\beta_{4}^{\pi_{-)}}0^{--}$

$<d(P)<\beta_{0}$ .
D\’efinissons maintenant une fonction $\varphi(P)$ dans $\mathfrak{D}$ par

$\varphi(P)=-A\log d(P)+B$ quand $d(P)<\beta_{0}$ ,

$=-\log d_{1}(P)$ quand $d(P)\geqq\beta_{0}$ .
La fonction $\varphi(P)$ ainsi d\’efinie v\’erifie manifestement la condition du pr\’esent
lemme. Ceci ach\‘eve la d\’emonstration. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

\S 4. Probl\‘eme inverse de Hartogs.

Pour r\’esoudre le probl\‘eme inverse de Hartogs, les r\’esultats pr\’ec\’edents ne
sont pas encore suffisants. Il faudra construire une fonction pseudoconvexe
jouissant de la propri\’et\’e 3 indiqu\’ee dans le paragraphe pr\’ec\’edent. Ceci est
indispensable surtout dans le cas o\‘u le domaine dont il s’agit poss\‘ede une
infinit\’e de feuillets. Nous allons bri\‘evement expliquer comment la construc-
tion d’une telle fonction peut se faire \‘a 1‘aide du lemme 9, suivant la m\’ethode

due \‘a M. Oka, utilis\’ee dans son $IX^{e}$ m\’emoire. (Voir [7], 128\sim 133.)
Soit $\mathfrak{D}$ un domaine sans point critique int\’erieur sur l’espace projectif $P$.

Soient $P$ et $Q$ deux points quelconques de $\mathfrak{D}$ . D\’esignons par $d(P, Q)$ la borne
inf\’erieure de la longueur des chemins rectifiables dans $\mathfrak{D}$ joignant $P$ et $Q,$ la
longueur etant mesur\’ee par la m\’etrique projective d\’efinie dans le \S 1. Prenons
un point quelconque $O$ dans $\mathfrak{D}$ et fixons-le une fois pour toute. Pour chaque
point $P$ de $\mathfrak{D}$ , d\’esignons $d(O, P)$ par $\lambda(P)$ . La distance euclidienne entre deux
points relative \‘a un syst\‘eme admissible de coordonn\’ees inhomog\‘enes $z_{1},$ $z_{2}$ ,
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... , $z_{n}$ est plus longue que celle mesur\’ee par $\Lambda$ . Donc, pour deux points $P:(z)$

et $Q:(z^{\prime})$ dans $\mathfrak{D}$ suffisamment voisins, on a

\langle 1) $|\lambda(P)-\lambda(Q)|\leqq d(P, Q)\leqq|z_{1}-z_{1}^{\prime}|+\cdots+|z_{n}-z_{n}^{\prime}|$ .

Pour une fonction continue $\varphi(P)$ , d\’esignons la moyenne de $\varphi$ \‘a l’interieur de
la sph\‘ere g\’eod\’esique de centre $P$ et de rayon $\rho$ par

$A_{\rho}^{\prime}(\varphi(P))=_{V}^{1}--\int_{Q\in S(\Gamma,\rho)}\varphi(Q)dv$ ,

o\‘u $dv$ est l’\’el\’ement de volume d\’etermin\’e par la m\’etrique $\Lambda$ et $V$ est la $vo1_{\dot{u}}me$

de la sph\‘ere $S(P, \rho)$ mesur\’ee par $\Lambda$ . De la fonction $\lambda(P)$ , d\’efinie et continue
dans $\mathfrak{D}$ , se d\’eduit une fonction $\lambda_{1}(P)=A_{\rho}^{\prime}(\lambda(P))$ . La fonction $\lambda_{1}(P)$ est bien
d\’efinie et continue ainsi que ses premi\‘eres d\’eriv\’ees partielles dans le domaine
$\mathfrak{D}^{(\rho)}$ form\’e des points de $\mathfrak{D}$ dont la distance \‘a la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}$ surpasse $\rho$ .
On aura, en vertu de la relation (1), les in\’egalit\’es

$|\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial z_{i}}|\leqq 1$ , $|\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial\overline{z}_{i}}|\leqq 1$ $(i=1,2, \cdots n)$

en tout point dont les coordonn es inhomog\‘enes sont finies. Ensuite, on voit
que la fonction $\lambda_{2}(P)=A_{p}^{\prime}(\lambda_{1}(P))$ est continue ainsi que ses d\’eriv\’ees partielles
jusqu’au deuxi\‘eme ordre dans $\mathfrak{D}^{(2\beta)}$ et que ses d\’eriv\’ees v\’erifient

$|\frac{\partial^{2}\lambda_{2}(P)}{\partial z_{i}\partial\overline{z}_{j}}|\leqq K$ , $i,$ $j=1,2,$ $\cdots$ $n$ ,

en tout point $P\in \mathfrak{D}^{(2p)},$ o\‘u $K$ est une constante d\’eterminee par $\rho$ seul mais
elle ne d\’epend ni de $P$ ni du choix des coordonn\’ees.

Supposons maintenant que $\mathfrak{D}$ est pseudoconvexe. D’apr\‘es ce que nous
avons vu dans le \S 3 et \‘a l’aide de la fonction pseudoconvexe $\varphi(P)$ qu’on a
construite dans le lemme 9, nous aurons dans $\mathfrak{D}$ une fonction fortement pseudo-
convexe

$\chi(P)=\lambda_{2}(P)+M\varphi(P)$ ,

pourvu que $M$ soit choisi suffisamment grand. Au lieu de $\mathfrak{D}$ , nous partons de
nouveau de $\mathfrak{D}^{(\rho)}$ . Soient $\mathfrak{D}_{1},$ $\mathfrak{D}_{2},$ $\cdots$ les composantes connexes de $\mathfrak{D}^{(\rho)}$ . Pour
chaque composante $\mathfrak{D}_{m}$ , nous avons une fonction $\chi_{m}$ qui \’equivaut \‘a la fonction
$\chi$ pr\’ec\’edemment construite pour le domaine $\mathfrak{D}$ . En posant

$\Phi_{\rho}(P)=\chi_{m}(P)+m$ ,

nous obtenons ainsi une fonction d\’efinie et continue dans $\mathfrak{D}^{(3p)}$ , qui jouit des
propri\’et\’es suivantes:

1. elle est fortement pseudoconvexe;
2’. le domaine $\Delta_{\alpha}$ : $\{P\in \mathfrak{D}^{(3\beta)} ; \Phi_{\rho}(P)<\alpha\}$ se trouve \‘a l’int\’erieur complet

de $\mathfrak{D}$ quelque soit le nombre r\’eel $\alpha$ .
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(Pour la d\’emonstration de 2, voir [7], p. 129.)

Suivant le m\^eme mode de construction que dans [7], nous obtiendrons le
TH\’EOR\‘EME III. Soit $\mathfrak{D}$ un domaine sans point critique int\’erieur sur l’espace

projectif. Si $\mathfrak{D}$ est pseudoconvexe, alors on peut trouver une fonction $\Phi(P\rangle$

continue dans $\mathfrak{D}$ , poss\’edant les propri\’et\’es suivantes:
1. elle est fortement pseudoconvexe;
2. l’ensemble des points de $\mathfrak{D}$ o\‘u $\varphi(P)<\alpha$ se trouve \‘a l’int\’erieur complet

de $\mathfrak{D}$ pour tout nombre r\’eel $\alpha^{7)}$ .
Pour le besoin ult\’erieur, il suffit de construire une fonction d\’efinie et

poss\’edant les propri\’et\’es 1 et 2 dans un plus petit domaine. Si $\mathfrak{D}$ est pseudo-
convexe, $\mathfrak{D}^{(3p)}$ l’est aussi. $d^{\prime}(P)$ \’etant la distance de $P$ \‘a la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}^{(8p)}$ ,
$-\log d^{\prime}(P)$ est une fonction pseudoconvexe dans $\mathfrak{D}^{(3p)}$ , qui croit ind\’efiniment
quand le point tend vers la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}^{(3\rho)}$ . A l’aide de la fonction $\Phi_{p}(P)$

fortement pseudoconvexe dans $\mathfrak{D}^{(3\beta)}$ , en posant

$\Phi^{\prime}(P)=\Phi_{\rho}(P)-\log d^{\prime}(P)$ ,

on voit que la fonction $\Phi^{\gamma}(P)$ poss\‘ede les propri\’et\’es 1 et2 pour le domaine
$\mathfrak{D}^{(8\rho)}$ . Cette construction \’etant faite, supposons d\’emontr\’e le

LEMME 10. Si un domaine $\mathfrak{D}$ admet une fonction $\Phi(P)$ dans $\mathfrak{D}$ jouissant
des propri\’et\’es 1’ et 2, alors $\mathfrak{D}$ est holomorphiquement complet.

Sous cette supposition, le domaine $\mathfrak{D}^{(3\rho)}$ sera holomorphiquement complet.
Il en r\’esultera par suite que le domaine $\mathfrak{D}$ , comme limite de la suite croissante
de domaines holomorphiquement complets, est lui-m\^eme holomorphiquement
complet.

Rappelons encore le th\’eor\‘eme d\^u \‘a Grauert, enonc\’e dans le \S 1, dans lequeI
on consid\‘ere un domaine $\mathfrak{G}$ \‘a l’int\’erieur complet dans une vari\’et\’e analytique
complexe $\mathfrak{M}$ tel que, dans un voisinage $U$ de tout point fronti\‘ere $P$ de $\mathfrak{G},$ $\mathfrak{G}$

puisse s’exprimer par
$\mathfrak{G}\cap U=\{Q\in U, \varphi_{1}(Q)<a_{1}, \cdots \varphi_{l}(Q)<a_{\iota}\}$

\‘a l’aide d’un nombre fini de fonctions $\varphi_{1},$
$\cdots$ , $\varphi_{l}$ , admettant des $d\acute{e}rive^{f}es$ par-

tielles continues jusqu’au deuxi\‘eme ordre dans $U$ et v\’erifiant $W\varphi_{i}>0$ . En nous
amenant \‘a cette situation o\‘u le th\’eor\‘eme de Grauert est applicable, nous allons
montrer le lemme 10.

$D\text{\’{E}} MONS^{r}\Gamma RATIONDU$ LEMME 10. Posons $\mathfrak{D}_{\alpha}=\{P\in \mathfrak{D};\Phi(P)<\alpha\}$ pour un
nombre r\’eel $\alpha$ . D’apr\‘es la condition 2, on a $\mathfrak{D}_{\alpha}\subset\subset \mathfrak{D}$ . Tout point fronti\‘ere $P$

de $\mathfrak{D}_{a}$ poss\‘ede un voisinage $U$ de telle fagon que:
1. $U$ admette un syst\‘eme admissible de coordonn\’ees $z_{1},$

$\cdots$ , $z_{n}$ pour lequel
on ait $W\Phi\geqq k>0$ dans $U$ ;

7) $M^{me}$ Fujita a construit une telle fonction selon une autre methode. (Voir [2].)
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2’. il existe une fonction $h(z)$ continue dans $U$, satisfaisant aux conditions
suivantes:

(i) $|Wh|<\frac{k}{2}$ et $2\epsilon>h(z)\geqq 0$ dans $U$ ;

(ii) on puisse trouver deux voisinages $V$ et $U^{\prime}$ de $P$ tels que $P\in V\Subset U^{\prime}$

$\tau\subseteq U$, que $h(z)$ s’annule \‘a l’exterieur de $U^{\prime}$ et qu’on ait $ h(z)>\epsilon$ dans $V$,
o\‘u $\epsilon$ est un nombre positif assez petit, choisi \‘a l’avance ind\’ependam-
ment de $P$.

Comme $\mathfrak{D}_{a}\subset\subset \mathfrak{D},$ la fronti\‘ere de $\mathfrak{D}_{\alpha}$ peut \^etre recouverte d’un nombre fini de
tels voisinages $V$, soient $V_{1}$ , $\cdot$ .. , $V_{\iota}$ . Soient $U_{1},$ $\cdots$ , $U_{\iota}$ les voisinages $U$ et
$h_{1},$ $\cdots$ , $h_{\iota}$ les fonctions $h$ correspondantes respectivement. La fonction

$\varphi_{i}^{\prime}(P)=\Phi(P)+h_{i}(P)$ ,

definie dans $U_{i}$ , est, en vertu de (i), fortement pseudoconvexe. Et, de plus,
\’etant $\Delta_{j}=(U_{j}\cap\{\varphi_{j^{\prime}}<\alpha\})\cup(\mathfrak{D}_{\alpha}-U_{j})$ , l’intersection $\Delta=\bigcap_{j=1}^{\iota}\Delta_{j}$ est un domaine
pseudoconvexe. De la condition (ii), il s’ensuit que $\mathfrak{D}_{\alpha-2}.\subset\Delta\subset \mathfrak{D}_{\alpha}$ . Prenons
une fonction $\varphi_{i}$ , fortement pseudoconvexe, suffisamment voisine de $\varphi_{i}^{\prime}$ dans $U_{i}$ ,

et, d’ailleurs, ayant des d\’eriv\’ees partielles continues jusqu au deuxi\‘eme ordre.
Formons ensuite, de la m\^eme fagon, l’intersection $\mathfrak{G}$ pour les $\varphi_{i}$ au lieu de
l’intersection $\Delta$ pour les $\varphi_{i}^{\prime}$ . Alors, la fronti\‘ere de $\mathfrak{G}$ verifie la condition du
th\’eor\‘eme de Grauert. Donc, $\mathfrak{G}$ est un domaine holomorphiquement convexe.
Le domaine $\mathfrak{G}$ admettant la fonction fortement pseudoconvexe $\Phi(P)$ ne peut
jamais poss\’eder d’ensemble analytique compact dc dimension $\geqq 1$ . Il en r\’esultc
que $\mathfrak{G}$ est un domaine holomorphiquement complet. D’autre part, on peut
construire le domaine $\mathfrak{G}$ arbitrairement voisin de $\mathfrak{D}_{\alpha}$ . Par suite, le domaine
$\mathfrak{D}_{\alpha},$ $e^{f}tant$ limite d’une suite croissante de domaines holomorphiquement com-
plets, est lui-m\^eme holomorphiquement complet, et, pour la m\^eme raison, $\mathfrak{D}$ l’est
aussi. Ceci ach\‘eve la $de^{f}monstration$ du lemme 10. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Comme nous l’avons dit dans le \S 1, (le th\’eor\‘eme de) Grauert impose aux
fonctions $\varphi_{i}$ une condition suppl\’ementaire $d\varphi_{i}\frac{+}{\prime}0$ , c’est-\‘a-dire, au moins une

des d\’eriv\’ees $\frac{\partial\varphi_{i}}{\partial z_{j}}$ ($j=1,$ $\cdots$ , n) de $\varphi_{i}$ n’est pas nulle. Il semble que cette

condition lui $e^{f}tait$ n\’ecessaire pour utiliser directement son th\’eor\‘eme concernant
les variet\’es de Stein. En realit\’e, elle n’est pas $ne^{f}cessaire$ . Bien qu’il soit
possible de faire $\varphi_{i}$ jouir de la propri\’et\’e $d\varphi_{i}\neq 0$ , nous allons expliquer la
validite du th\’eor\‘eme sans cette condition, pour raison de l’utilit\’e ult\’erieure
d’une telle remarque.

Cela s’appuie sur le
LEMME 11. Soit $\mathfrak{D}$ un domaine dans l’espace de $n$ variables complexes

$z_{1},$
$\cdots$ , $z_{n}$ et soit $\varphi(z)$ une fonction, \‘a valeurs r\’eelles, continue ainsi que ses

d\’eriv\’ees partielles jusqu’au deuxi\‘eme ordre. Si $W\varphi>0$ dans $\mathfrak{D}$ , alors, pour
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tout point $(z_{0})$ de $\mathfrak{D}$ , il existe, dans un voisinage $U$ de $z_{0}$ , une famille de sur-
faces caract\’eristiques $\{\sigma_{t} ; 0\leqq t\leqq 1\}$ , \‘a un param\‘etre r\’eel $t,$ de telle mani\‘ere
que les conditions suivantes soient $satisfaites^{8)}$ :

1. $\sigma_{t}$ varie contin\^ument avec le param\‘etre r\’eel $t(0\leqq t\leqq 1)$ ; d’une $fa_{\zeta}on$ plus
pr\’ecise, $\sigma_{t}$ est d\’efinie par $f(z, t)=0$ , o\‘u $f(z, t)$ est une fonction, holomorphe en
$(z)\in U$ et continue en $t(0\leqq t\leqq 1)$ , ne s’annulant pas identiquement dans $U$

pour tout $t$ fixe.
2. $\mathfrak{D}_{1}$ \’etant l’ensemble des points $(z)\in \mathfrak{D}$ o\‘u $\varphi(z)<\varphi(z_{0})$ , l’intersection

$\mathfrak{D}_{1}\cap\sigma_{0}$ se r\’eduit au point $(z_{0})$ et $\sigma_{t}$ ne rencontre pas $\overline{\mathfrak{D}}_{1}$ pour $0<t\leqq 1$ .
D\’EMONSTRATION. Pour simplifier la notation, supposons que le point $(z_{0})$

est l’origine. $\varphi(z)$ peut se developper \‘a l’origine en une s\’erie:

$\varphi(z)=\varphi(0)+\Sigma(\frac{\partial\varphi}{\partial z_{i}})_{0}z_{i}+\Sigma(\frac{\partial\varphi}{\partial\overline{z}_{i}})_{0}\overline{z}_{i}+\frac{1}{2}\Sigma(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{i}\partial z_{j}})z_{\iota^{Z_{j}}}$

$+\frac{1}{2}\Sigma(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial\overline{z}_{i}\partial\overline{z}_{j}})_{0}\overline{z}_{\dot{t}}\overline{z}_{j}+\Sigma(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{i}\partial\overline{z}_{j}})z_{i}\overline{z}_{j}+o(r^{2})$ ,

o\‘u $r^{2}=\Sigma|z_{i}|^{2}$ . Nous avons ici

$\Sigma(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{i}\partial\overline{z}_{j}})_{0}z_{i}\overline{z}_{j}\geqq\frac{r^{2}}{4}W\varphi$ .

Comme $\varphi$ a des valeurs r\’eelles, nous voyons ensuite

(2) $\varphi(z)\geqq\varphi(0)+2{\rm Re}[\Sigma(\frac{\partial\varphi}{\partial z_{i}})_{0}z_{i}+\frac{1}{2}\Sigma(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{i}\partial_{Z_{j}}})_{0}z_{i}z_{j}]$

$+\frac{r^{2}}{4}W\varphi+o(r^{2})$ .
En posant

$f(z)=\Sigma(\frac{\partial\varphi}{\partial_{Z_{i}}})_{0}z_{i}+\frac{1}{2}\Sigma(\frac{\partial^{2}\varphi}{\partial z_{i}\partial z_{j}})z_{i}z_{j}$ ,

nous avons une fonction holomorphe $f(z)$ . $Conside^{f}rons$ une famille de surfaces
caract\’eristiques d\’efinies par l’\’equation

$(\sigma_{t})$ $f(z)-t=0$ $(t\geqq 0)$ .
Si $t>0$ , alors le second membre de (2) se r\’eduit sur $\sigma_{t}$ \‘a

$\varphi(0)+2t+\frac{r^{2}}{4}W\varphi+o(r^{2})$ .
$r^{2}$

Comme $W\varphi>0$ , on a $\overline{4}W\varphi+o(r^{2})>0$ pourvu que $r$ soit suffisamment petit.

8) Une telle famille $(\sigma_{t})$ a \’ete utilis\’e souvent par M. Oka avec succ\‘es. Dans son
$IX^{e}$ m\’emoire, il a montr\’e 1existence $d’ une$ telle famille sous $1’ hypoth\grave{e}$se que la fronti\‘ere
de $\mathfrak{D}_{1}$ : $\varphi(z)=\varphi(z_{0})$ admette un hyperplan tangent. Par ailleurs, dans le cas de deux
variables, il $1’ a$ montr\’ee sans cette hypoth\‘ese dans son $VI^{e}$ m\’emoire.
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Donc, on a $\varphi(\sigma_{t})>\varphi(0)$ quand $t>0$ . Ceci montre que $\sigma_{t}$ se trouve en dehors
de $D_{1}$ quand $t>0$ . Et, pour $t=0$ , nous voyons egalement que l’intersection
$\sigma_{0}\cap \mathfrak{D}_{1}$ se $re^{f}duit$ \‘a l’origine au voisinage de l’origine. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

M. Grauert s’est servi de deux faits suivants: premi\‘erement, le fait classi-
que d\^u \‘a Levi, disant que, (si $d\varphi_{i}\neq 0,$) $z_{0}$ admet un voisinage convenable $V$

tel que $V\cap \mathfrak{D}_{1}$ soit un domaine d’holomorphie, et, deuxi\‘emement, le fait que
$\sigma_{0}\cap V$ est une $varie^{f}t\acute{e}$ de Stein. Dans notre cas o\‘u l’on n’impose \‘a $d\varphi_{i}$ aucune
condition, nous pouvons, comme d’habitude, d\’eduire du lemme 11 le premier
point. Bien que $\sigma_{0}$ ne soit pas n\’ecessairement une variet\’e, $\sigma_{0}\cap V$ devient un
espace analytique complexe, holomorphiquement complet quand on choisit un
voisinage $V$ convenablement. Une fois \’etablis les points sur lesquels M.
Grauert s’est appuy\’e (concernant les fonctions pseudoconvexes), nous pouvons
appliquer son raisonnement \‘a notre cas.

Finalement, du th\’eor\‘eme III et du lemme 10 s’ensuit le
TH\’EOR\‘EME IV. Tout domaine pseudoconvexe sans point critique int\’erieur

sur l’espace projectif est holomorphiquement complet.
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