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Généralisation, aux fonections de plusieurs variables, des
théoremes de Alexander Ostrowski et de Masuo
Hukuhara concernant les fonctions
convexes (J).

Par Solomon MARCUS

(Regu le 19, aofit, 1958)

1. Une fonction réelle, finie, f, définie sur un intervalle (g, b) de la droite,
est dite compexe sur (a,b) si pour x=(a, b), v(a,b) on a

Slax+py) = af()+L(y)

pour chaque couple de nombres réels positifs a et £, satisfaisant la relation
a-+f=1. Comme extensions naturelles de la notion de convexité pour les
fonctions de deux variables on a étudié la notion de fonction sousharmonique
et celle de fonction doublement convexe. Pour les propriétés de ces fonctions
voir, par exemple, les travaux de Paul Montel et de Miron Nicolesco ((10], [11].

Une fonction réelle, finie, f, définie sur un intervalle (a,b) de la droite
est dite comvexe au sens de Jensen ou tout simplement comvexe (J) sur (a,b),
si pour x<(q, b), y=(a,b) on a

1ty T+
)=y »

Tandis qu’une fonction convexe est toujours continue, une fonction convexe
(J) peut étre partout discontinue. Un probléme du premier ordre, pour la
convexité au sens de Jensen, c’est justement de trouver les conditions les
plus modestes qui assurent que la fonction soit continue ou bornée. Une
fonction convexe (J) qui est continue est, par ce fait méme, convexe.

Mais la théorie des fonctions convexes (J), contrairement a celle des
fonctions convexes, n’a été que partiellement transposée pour les fonctions
de plusieurs variables réelles. Certaines propriétés de structure de ces
fonctions, propriétés qui correspondent a certains faits €tablis, pour les
fonctions d’une variable, par Felix Bernstein et Gustav Doetsch [1], ont été
données par Henry Blumberg et Ernst Mohr [9] Dans ce qui suit nous
allons donner I'analogue, pour les fonctions de plusieurs variables, des théo-
rémes suivants dis, le premier, a Alexander Ostrowski et le deuxiéme
a Masuo Hukuhara [3]:
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Si £ est un ensemble de mesure positive, contenu dans (g, ), et si f est
convexe (J) sur (e,b) et supérieurement bornée sur E, alors f est continue
sur (a, b).

Si E est un ensemble de mesure positive, contenu dans (g, ), et si f est
convexe (J) sur (a,b) et inférieurement bornée sur FE, alors f est inférieure-
ment bornée sur (a, b).

En outre, le théoréme 2 du présent travail apporte une amélioration
effective au théoréme de Alexander Ostrowski, méme dans le cas des fonc-
tions convexes (J) d’une seule variable.

2. Soit D un domaine convexe situé dans R". Soit f une fonction réelle,
finie, définie sur D. On dit que f est convexe (J) sur R" si pour chaque
paire de points x€D, yeD la condition (1) est remplie (addition x4y étant
comprise dans le sens vectoriel).

M et N étant deux ensembles de R” et « et B étant deux nombres réels,
désignons par aM+-BN Pensemble des points de la forme ax+pBy, ou xE M,
yeN.

Pour obtenir I'analogue du théoréme de Alexander Ostrowski nous allons
utiliser les théorémes suivants de Ernst Mohr et J. HB. Kemperman [4]:

Tutoreme A. Si f est finie et convexe (J) sur DC R" et s'il existe un
point de D ou f est sitpérieuremem‘ bornée, alors f est continue dans D.

TutorimMme B. Si M et N sont deux ensembles de mesure positive, Situés
dans R", et si par M, (resp. N,) on désigne lensemble des points de densité de
M (resp. N), alors les ensembles M,+N, et M,—N, sont ouverts.

Tutorime 1. Soient: un domaine convexe D C R™ et une fonction réelle,
finie, f définie et comvexe (J) sur D. Soit E un ensemble contenu dans D et de
mesure n-dimensionnelle positive. Supposons que f est supérieurement bornée sur
E. Alors f est continue dans D.

DemonstrAaTION. D’aprés le théoréme B de J. H. B. Kemperman, I’ensemble
E+FE contient un point intérieur. L’ensemble F= (1/2)(E+E) est contenu dans
D et a aussi lintérieur non vide. Il existe, par hypothése, un nombre % tel
que f(x) < k pour chaque x<E. On déduit alors, pour x€E, ycE,

2y SO+  k+E
A(Fh)= PR < B =

donc f est supérieurement bornée sur F.

Soit maintenant un point z appartenant a lintérieur de F. Il existe un
voisinage de z ou f est supérieurement bornée. En vertu du théoréme A
de Ernst Mohr on déduit que f est continue dans D.

Le théoréme 1 peut etre énoncé sous une forme un peu plus générale,
a savoir:
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Tueorizme 17 Soient : une fonction véelle, finie, f définie et convexe (J) sur
un domaine convexe D C R" et un ensemble E contenu dans D et de mesure
n-dimensionnelle positive. Supposons qu’il existe unz fonction réelle ¢, définie,
mesurable et presque partout finie sur E, telle que f(x) < ¢(x) pour chaque x<E.
Alors, f est continue dans D.

DemonstraTiON. En vertu du théoréme de Lusin concernant les fonctions
mesurables, il existe un ensemble compact H contenu dans £, de mesure #n-
dimensionnelle positive et telle que la restriction de ¢ a H soit continue.
En vertu de la compacité de H, ¢ est bornée sur H. Il existe donc un
nombre k tel que ¢(x) <% pour chaque x=H. Mais on a, par hypothése,
) < ¢(x) pour xeEDH, donc f(x) <k pour chaque x=H. On arrive ainsi
dans les hypothéses du théoréme 1, donc f est continue dans D.

Remarque. Le théoréme 1/ généralise un résultat de Waclaw Sierpinski
de [15]. On y considére seulement les fonctions convexes (J) qui satisfont
Péquation de Cauchy f(x+y) = f(x)-+1().

Pour les fonctions d’une seule variable, le théoréme 1/ a été donné dans
[8, p. 69].

3. Si A est une partie de R™, nous désignons par S(A) lensemble des
points de la forme (1/2)(x-+v), ol x=A, y=A. Posons S%A) = A, SY(A) =S(A)
et SP(A) = S(S*"'(A)) pour chaque p entier > 1.

TueoreEME 2. Soient: une fonction réelle, finie, f définie et convexe (J) sur
le domaine convexe D C R™ et un ensemble EC D. Supposons qu'il existe un
entier p =0 tel qué lintérieur de Uensemble SP(E) soit nown vide. Si f est su-
Dérieurement bornée sur E, alors f est continue dans D.

DeémonstraTION. Pour p=0 le théoréme 2 est contenu dans le théoréme
1, donc on n’a rien a démontrer. Il faut envisager donc seulement le cas
»>0. Pour ne pas compliquer I’écriture, nous considérons le cas particulier
p=2.

Soient x, et p le centre et le rayon d’une sphére contenue dans S*(E).
Il résulte que pour chaque point x appartenant a la sphére de centre x, et
de rayon p on a

o L e
2 2 2

ol u<E, veF, yeE, zeFE. La sphére en question est contenue dans D.
Posons

u+v P y+z
2 "

1) Par une autre voie que la nbtre, ce théoréme a été obtenu aussi par M. Akos
Csészar. Sa démonstration n’a pas encore été publiée.
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On a, par suite de la convexité (J) de f,

r+t S) +f )+ () +1(2)
f(735) = 4 '

En désignant par £ la borne supérieure de f sur E, on a donc

f(lfH ) - ktktktk — k.

11 en résulte ainsi
=k

pour chaque x appartenant a la sphére de centre x, et de rayon p donc la
fonction f est supérieurement bornée au point x,. Cela entraine, en vertu
du théoréme A de Ernst Mohr, la continuité de f dans D.

Remarque 1. Le théoréme 1 est contenu dans le théoréme 2. En effet,
si E est de mesure positive, alors, en vertu du théoréme B de J. H.B. Kem-
perman, U'intérieur de Iensemble S*E) n’est pas vide.

Remarque 2. Le théoréme 2 apporte une amélioration effective au théo-
réeme 1. En effet, il existe, comme I’a montré Sophie Piccard ([13, p. 176)),
un ensemble lindaire E tel que lintérieur de S(E) n'est pas vide tandis que
la mesure intérieure de E est nulle.

Remarque 3. Dans le théoreme 2, pour n =1, E peut étre, en particulier,
un ensemble parfait de premiére espéce ou un ensemble de deuxieme caté-
gorie, jouissant de la propriété de Baire. Voir, pour cela, [13, pp. 181 et
1887.

Remarque 4. Svetozar Kurepa a démontré [6] que toute fonction convexe
() d’une variable, bornée sur un ensemble E tel que la mesure intérieure
de E+E soit positive, est continue. Mais Sophie Piccard a démontré ([13,
p. 1877) que pour chaque ensemble linéaire A, de mesure positive, I'intérieur
de l'ensemble S(A) n’est pas vide. Il s’ensuit que lintérieur de I'ensemble
S2(E) n’est pas vide. On constate ainsi que le résultat de Svetozar Kurepa
est contenu dans le théoréme 2 ci-dessus.

Remarque 5. D’aprés un résultat de H. Kestelman [5], toute fonction
satisfaisant 'équation fonctionnelle de Cauchy f(x--y) =f(x)+f(y), qui est
bornée sur 'ensemble triadique de Cantor ou, plus général, sur un ensemble
parfait de premiére espéce, est continue. Mais Sophie Piccard a démontré
([13, p. 181]) que si E est un ensemble parfait de premiére espéce, alors
S(E) contient un point intérieur. Donc le théoréme 2 apporte une améliora-
tion sensible au résultat de H. Kestelman.

Remarque 6. Pour les fonctions convexes (J) d’une seule variable le
théoréme 2 a été donné dans [7].

4. Tutorime 3. Soient: D borné et convexe C R" et une fonction réelle,
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finie, f définie et comvexe (J) sur D. Supposons qu’il existe un ensemble E con-
tenu dans D, de mesure n-dimensionnelle positive et tel que f soit inférieurement
bornée sur E. Alors, f est inférieurement bornée dans D.

DemonsTraTION. 1l suffit de démontrer le théoréme dans le cas D C R

Draprés un théoréme connu (voir, par exemple, [14]), presque tous les
points de I’ensemble E en sont des points de densité lindaire dans les direc-
tions des x et y a la fois. Il existe donc un ensemble borelien £, C E (le
noyau mesurable de £) de mesure superficielle positive et tel que chaque
droite horizontale ou verticale qui rencontre £, ait en commun avec E un
ensemble de mesure linéaire positive. Mais E, étant borélien (a savoir du
type F,) sa projection sur O, ou sur O, est un ensemble mesurable au sens
de Lebesgue (cet ensemble est méme borélien, du type F,). Il existe donc
un ensemble mesurable G, formé de nombres réels, tel que la mesure linéaire
de G soit positive et tel que pour chaque 2=G la droite y =21 ait en commun
avec F un ensemble de mesure linéaire positive. Sur une telle droite sont
remplies les hypothéses du théoréme de Masuo Hukuhara pour les fonctions
convexes (J) d’'une seule variable. Donc, pour chaque 1€G, la fonction f est
inférieurement bornée sur la droite y=21, la borne pouvant étre prise indé-
pendante de 2, a savoir égale a la valeur de la borne inférieure de f sur E.
Désignons cette borne par =.

Soit maintenant un point & de D et considérons la droite passant par &
et paralléle a O,. Pour chaque point x situé sur cette droite et dont Pordonné
appartient a G, on a f(x) >m. Puisque G est de mesure linéaire positive, on
peut appliquer, sur cette droite, de nouveau le théoréme de Masuo Hukuhara
et on déduit qu'on a, pour chaque point x de cette droite, f(x)>m, donc, en
particulier, (&) > m.

Remarque 1. En utilisant un raisonnement par récurrence, on peut
transposer la démonstration du théoréme 3 aux fonctions convexes (J) de »
variables.

Remarque 2. Dans la démonstration du théoréme 3 on n’a utilisé que
la convexité (J) de f par rapport a x, pour chaque valeur de y et par rap-
port a y pour chaque valeur de x. Par analogie avec la notion correspondante
concernant la convexité proprement dite [10], on peut dire d’une telle fonc-
tion qu’elle est dowublement convexe au sense de Jensen. Ce sont ces fonctions
qui font Iobjet du théoréme 3.
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