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Sur les Fonctions Analytiques de Plusieurs Variables,
VIII–Lemme Fondamental

Kiyoshi OKA

Introduction.–Les probl\‘emes principaux depuis le M\’emoire I sont: pro-
bl\‘emes de Cousin, probl\‘eme de developpement et probl\‘eme des convexit\’es.

Dans les Memoires $1-VI^{()}\underline{o}$ nous avons vu, disant un mot, que ces pro-
bl\‘emes sont l\’esolubles affirnlativelnent pour les domaines univalents finis.
Et l’auteur a encore constat\’e quoique sans Pexposer, que ces r\’esultats res-
tent subsister au moins. jusqu’ aux domaines finis sans point critiques.

Il s’agit donc: ou bien d’introduire l’infini convenable, ou bien de per-
mettre des points critiques; or, on retrouvera que l’on ne sais presque

(1) Ces problemes sont fond& sur H. Behnke et P. Tliullen, Theorie der Funktionen
mehrerer Komplexer Veranderlichen, 1934. Nous allons les expliquer en formes pr\’ecises. Soient
$\mathfrak{D},$ $\mathfrak{D}_{0}$ deux domaines connexes ou non sur l’espace de $n$ variables complexes tels que $\mathfrak{D}_{0}\subseteqq \mathfrak{D}$

(c’est-\‘a-dire que $\mathfrak{D}_{0}$ soit un \langle \langle Teilbereich\rangle \rangle de $\mathfrak{D}$ ); nous appellerons que $\mathfrak{D}_{0}$ est holomorphe-convexe
par rapport a $\mathfrak{D}$ , si $\mathfrak{D}_{0}\subset H=’ H^{/}$ \’etant la \langle \langle Regularitatshulle) de $\mathfrak{D}_{0}$, et encore si, pour tout
domaine connexe ou non $\Delta_{0}$ tel que $\Delta_{0}\Subset \mathfrak{D}_{0}$ (c’est-\‘a.dire que $\Delta_{0}\subset \mathfrak{D}_{0}$ et $\Delta_{0}\ll \mathfrak{D}_{0}$), on peut
trouver un domaine connexe ou non $\Delta$ tel que $\Delta_{0}\subset\Delta\subset\subset \mathfrak{D}_{0}$ de $fa\sigma on$ qu \‘a tout point $P$ de $\mathfrak{D}_{0}-\Delta$,
il corresponde une fonction $f$ holomorphe dans $\mathfrak{D}$ telle que $|f(P_{0})|>\max|f(\Delta_{0})|$. Sp&ialement,
si $\mathfrak{D}_{0}$ est ainsi par rapport \‘a lui-m\‘eme, nous l’appelons avec II. Behnke d’etre holomorphe-convexe
(rcgular-konvex). Les prol)l\’en]es sont alors: Probl\‘emes de Cousin. Trouver une fonction mero-
morphe (ou holomorphc) admettant les p\^oles (ou les z\’eros satisfaisant \‘a une certaine condition)
donn\’es dans un domaine $h()]_{om()r_{P^{he}}}$-convexe. Probl\‘eme de d\’eveloppement. Soit $\mathfrak{D}_{0}$ un domaine
(connexeou non) holomorphe-convexe par rapport \‘a $\mathfrak{D}$ ; trouver, pour $t()ute$ fonCtion holomorphe $f_{1}$ ,
une s\’erie de fonctions holomorphes dans $\mathfrak{D}$ , convergente uniform\’ement vers $f$ dans tout domaine
connexe ou non $\Delta_{0}$ tel que $\Delta_{0}\Subset \mathfrak{D}_{0}$. $P_{(}$) $r1_{J}1\text{\‘{e}} me$ des convexit\’es. Tout domaine psseudoconvexe est
il holomorphe-convexe ? Pour les domaines univalents, on peut remplacer $\langle\langle holomorphe- convexe\backslash \rangle$

par \langle \langle domaine $d’ holomorphie\rangle\rangle$ gr\^ace au { $h\text{\’{e}}_{or}eme$ de IL Cartan et P. Thullen.
(2) I.es M\’emoirs pr\’ec\’edents sont: I–Domaines convexes par rapport aux fonctions ra-

tionnelles, 1936; II–Domaines d’holomorphie, 1937; III–Deuxi\‘emes $P^{roble_{mes}}$ de Cousin, 1939
(Journal of Science of the IIiroshima Univarsity) ; IV–Domaines d’holomorphie et domaines
rationnellement convexes, 1941 ; $V-I\ovalbox{\tt\small REJECT}$ int\’egral de Cauchy, 1941 (Japanese Journal of Mathema-
tics); Domaines pseudoconvexes, 1942 (Tohoku Mathematical Journal); VII–Sur quelques notions
arithmetiques, 1950 (Bulletin de la Soci\’et\’e Matli\’ematique de France).

(3) Pr\’ecis\’ement dit, pour le deuxi\‘eme probl\‘eme de Cousin, nous avons montrer une condi-
tion n\’ecessaire et suffisante pour les z\’eros; et pour le $prol$)$leme$ des convexites, nous 1‘avons ex-
plique pour les deux variables complexes, pour dilnenuer la r\’epitation ult\’erieure in\’evitable.

(4) L’auteur l’a \’ecrit aux d\’etails en japonais \‘a Prof. T. Takagi en 1943.
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rien sur les domaines int\’erieurement ramifi\’es; par exemple, qu’arrive-t-il
pour le d\’eveloppement Iocale $f$ Nous nous occuperons donc, d’abord au
deuxi\‘eme probl\‘eme.

Or, l’id\‘ee fondamentale pour les recherches actuelles s’exprime sym-
boliquement par le th\’eor\‘eme II du M\’emoire I. Nous venons de l’utiliser
en forme du th\’eor\‘eme I du M\’emoire $II^{(\S)}$ , \‘a cause que nous n’avons pas
pu r\’esoudre le probl\‘eme $(E)$ . Mois, pour les domaines int\’erieurement
ramifi\’es, la forme originale est indispensable; c’est le lemme fondamental du
titre et c’est pour l’\’etablir, que nous avons $P^{1}$ \’epar\’e le M\’emoire VIII.

Pour \’etablir le lemme fondamental, les domaines (finis) sans points
critiques, il est visiblement suffisant de $1\text{\’{e}}_{\overline{/}}$ oudre Ies probl\‘emes $(C_{2})$ et $(E)$

et de trouve $r$ les pseudobases loc.tles des id\’eaux g\’eom\’etriques de domaines
ind\’etermin\’es; dont nous avons r\’esolu les probl\‘emes $(C_{2})$ et $(E)$ dans le
M\’emoires VII, et plus l\’ecemment H. Caltan a r\’esolu le dernier prob!\‘eme
d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 4 du M\’emoire VII que le probl\‘eme $(K)$ est toujours
r\’esoluble. Mais, quand on permet des points critiques, on rencontre la
nouvelle difficult\’e que une fonction holomorphe sur une vari\’et\’e caract\’eris-

tique n’est pas n\’ecessairement la trace d’une fonction holomorphe \‘a l’espace.
Ce qui engendre, comme cons\’equence, une $e$ sp\‘ece des probl\‘emes $(J)$ , qui
contient le $P^{lob1\text{\‘{e}} me}$ des id\’eaux g\’eom\’etriques dans un certain sens, et est
plus \’etendu.

Dans le M\’emoire actuel, nous r\’esoudrons ce probl\‘eme \‘a partir encore
du th\’eor\‘eme 4 du M\’emoire VII (th\’eor\‘em\’e 2), \’etablirons le lemme fon-

(5) IL Behnke et K. Stein ont souvent indiqu\’e que ce th\’eor\‘eme est applicable aux do-
maines multivalents sans point critique.

(6) Nous allons $e$ xpliquer bri\‘evement sur le $\infty urs$ des recherches des id\’eaux holomorphes.
C’est W. Ruckert qui a transplant\’e la noton “ id\’eal “ du champ de fonctions algebriques au champ
de fonctions analytiques (1933, Math. Annalen, $Vol107$ , pp 259–281); et c’est H. Cartan qui a
premi\‘erement remarqu\’e la diff\’erence essentielle, avec un r\’esultat important (1940, cit\’e dans le
M\’emoire VII). Cartan a encore expos\’e: Id\’eaux de fonctions analytiques de $n$ variables com-
plexes (Annales de l’Ecole Normale Sup\’erieure, (3), LXI–); Id\’eaux et modules de fonctions
analytiques de variables complexes (1950, Bulletin de la Soci\’ete Math\’ematique de France).

Or l’auteur a expos\’e le M\’emoire VII, sans connaitre l’existence du premier de ces deux
Memoires de Cartan et du Memoire du Ruckert; nous allons donc examiner le M\’emoire-l\‘a en
comparant avec les M\’emoires-ici: Le M\’emoire VII consiste des deux parties, dont la premi\‘ere
montre que les probl\‘emes $(C_{1}),$ $(C_{2})$ et (E) se r\’eduissent au seul probl\‘eme (K); ce qui est d\’eja
indiqu\’e par Cartan, sans d\’emonstration, $lnais$ avec toutes les pr\’eparations. Dans la deuxi\‘eme

partie, l’auteur a d’abord pr\’epar\’e le th\’eor\‘eme du r\’este pour r\’esoudre le probl\‘eme (K); ce th\’eor\‘eme

est d\’ej\‘a expos\’e et utilis\’e par R\"uckert.
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damental et montrons bri\‘evement comment on l’applique aux probl\‘emes
principaux. Et comme appendice, nous exposerons, d’apr\‘es le m\^eme th\’eor\‘e-
me, une condition n\’ecessaire et suffisante pour que le probl\‘eme $(J)$ d’un
id\’e.il donn\’e soit r\’esoluble.

\langle \langle Comme nous ne traitelons que l’espace fini de variables complexes
dans le pr\’esent M\’emoire, nous supprimerons g\’en\’eralement d’expliquer ces
conditions de l’espace.\rangle \rangle

I. Id\’eaux holomorphes de domaines ind\’etermin\’es

et pseudobases locales

1. Notions gen\’eralles.$-\langle\langle Les$ domaines consid\’er\’es dans la pr\’esente
etant $uni^{r}\iota’ alents$ sans exceptions, nous supprimerons encore, g\’en\’eralement
d’expliquer cette condition.\rangle \rangle

Pour les id\’eaux holomorphes de domaines ind\’et\’ermin\’es, $no\iota ls$ avons
expliqti\’e dans No 2 du M\’emoire VII, que nous r\’ep\’eterons tout bri\‘evement.
Consid\’erons dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, \ldots\ldots, x_{n})$ , une couple ordonn\’ee $(f, \delta)$ ,

dont $\delta$ est un domaine connexe ou non, et $f$, une fonction holomorphe dans
$\delta$ . Soit (1) un ensemble de couples (toujonrs ordonn\’ees) $(f, \delta)$ ; au lieu
de dire que $(f, \delta)\epsilon(1)$ , nous dirons aussi que $f\epsilon(1)$ pour $\delta$. (I) est appel\’e
id\’eal holomorphe de domaines $i_{1_{1}^{\backslash }}d\acute{e}te1$ min\’es, s’il satisfait aux conditions
suivantes; $1^{0}$ si $(f, \delta)\epsilon(1)$ et si $a$ est une fonction holomorphe dans un
domaine (connexe ou non) $\delta^{\prime}$ , alors $af\epsilon(1)$ pour $\delta n\delta$ ; $2^{0}$ si $(f, \delta)\epsilon(I)$ ,
$(f^{\prime}, \delta^{t})\epsilon(1)$ , alors $f+f^{\prime}\epsilon(I)$ pour $\delta n\delta^{\prime}$ . Nous l’appellerons simplement

$id_{6^{\prime}t}\iota l$, en g\’en\’erale dans le M\’emoire actuel. De la d\’efinitions, il s’ensuit
imm\’ediatement la propri\’et\’e topologiqu $e$ qne: si (1) est un ideal et si $(f$,
$\delta)\in(1)$ et $\delta^{\prime}\subset\delta$ , alors $(f, \delta^{\prime})\in(1)$ ; nous pouvons donc dire qu $ef\epsilon(1)$ en
un poInt $P$, ou non.

Un point $P$ de l’espace $(x)$ sera appel\’e point-lacnnaire de l’id\’eal (I),
si aucune fonction $fn$ ‘appartient \‘a (I) en $P$. L’ensemble des points la-
cunaires de (1) est \’evidemment ferm\’e. Un point $P$ de l’espace $(x)$ sera
appel\’e 2\’ero de l’d\’eal (1), si toute fonction appal tenant \‘a (I) en $P$ s’annule
\‘a $P$. L’ensemble des z\’eros de (1) est \’evidemment ferm\’e sur le com-
pl\’ementaire de l’ensemble des points lacunaires de (1). R\’eciproquement,
tout ensemble felm\’e de points de l’espace $(x)$ est evidemment l’ensemble
des z\’eros d’un id\’eal convenable \‘a cet \’espace.
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Un syst\‘eme fini de fonctions holomorphes $F(i=1,2, \ldots\ldots, p)$ dans un
domaine $\mathfrak{D}$ de l’espace $(x)$ sera appel\’e pseudobase (fini) de l’id\’eal (1),
$s$ ‘il jouit des propri\’et\’es que: 1o Toutes les $F_{i}$ appaltineIlt \‘a (I) en tout
point de $\mathfrak{D};2^{o}$ pour toute fonction appartenant \‘a (1) en un point quelcon-
que $P$ de $\mathfrak{D}$ , on ait $f\equiv 0mod (\dot{F})$ en $P$. Un $sy_{\backslash J}(t\text{\‘{e}} me(F)$ est appel\’e
pseudobase de l’ideal (I) en un point $P$, s’il en est ainsi pour un certain
voisinage de $P$ , toute pseudobase de ce caract\‘ere est appel\’e pseudobase
locale. Le probl\‘eme principal \‘a notre point de vue pour les ie\’eaux ho-
lomorphes de domaines ind\’etermin\’es, consiste \‘a tlouver les pseudobases
locales, que nous appelons probl\‘eme $(J)$ . D’apr\‘es ce que nous venons de
voir pour les ensemble des z\’eros des id\’eaux, nous $t_{1}\cdot ouvons$ imm\’ediatement

que ce probl\‘eme n’a toujours pas de solution. Pour ce probl\‘eme, nous
conviendrous un terme; \’etant donn\’es deux id\’eaux (1), (1) \‘a l’espace $(x)$ .
s’ils se relient de facon que, en tout point $Pd$

)

$un$ domaine $\mathfrak{D}$ , toute fonc-
tion $f$ appartenant \‘a l’un, appartienne n\’ecessairement \‘a l’autre, nous appel-
lerons qu $e$ ces id\’eaux sont \’equivalents dans $\mathfrak{D}$ , et le d\’enoterons par $(Il)$

$\sim(I_{2})$ . Nous diront que (1) $\sim(1_{2})$ en un point $P_{)}$ s’il en est ainsi pour
un certain voisinage de $P$.

Pour les probl\‘emes $(J)$ , nous avons vu dans le M\’emoire VII que le
probl\‘eme $(K)$ est toujours l\’esoluble (th\’eor\‘eme 4). Nous allons partir de
ce r\’esultat.

2. Principes g\’en\’eraux.–Consid\’erons \‘a l’espace $(x)$ un syst\‘eme des
\’equations fonctionnelles lin\’eaires simultan\’ees de la forme

$A_{i1}F_{i1}+A_{i2}F_{i2}+\cdots\cdots+A_{i}\mathscr{J}_{ip}=0$ $(i=1,2, \ldots\ldots, q)$ ,

avec quelques identit\’es des formes $A_{ij}=A_{kl}$ $(i,$ $k=1,2,$ $\ldots\ldots,$ $q;j,$ $1=$

$1,$ 2, $p$), o\‘u $F_{ij}$ sont des fonctions donn\’ees, holomorphes dans un do-
maine $\mathfrak{D}$ , et $A_{ij}$ sont des fonctions inconnues. Soit $(A_{11}, A_{l2}, \ldots\ldots, A_{qp})$

un syst\‘eme de fonctions holomorphes dans un domaine connexe ou non $\delta$

contenu dans $\mathfrak{D}$ ; s’il satisfait identiquement \‘a la relation idniqu\’ee, nous
l’appelons solution pour $\delta$ . Consid\’erons i’ensemble (I) de tous les $(A_{11}$ ,
$\delta)$ tels que, \‘a chaque $(A_{11}, \delta)$ , il corresponde une solution de l’\’equation
donn\’ee, de la forme $(A_{11},$ $A_{12}$ , ......, $A_{qp})$ pour $\delta$ ; (1) forme \’evidemment

un id\’eal; que nous appellerons en $g\text{\’{e}}_{i1}\text{\’{e}}_{1}a1$ id\’eal $(L)$ . Le $t1_{l}\acute{e}or\grave{e}me4du$

M\’emoire VII est alors, \’equivalent a dire que:
Tout ideal $(L)$ dans un $domai^{\gamma}\iota e\mathfrak{D}$ poss\‘ede une pseudolase en tout point
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de $\mathfrak{D}$

$C_{omm\sigma}enons$ par rechercher des principes g\’en\’eraux qui seront imm\’e-

diatement issus de ce th\’eor\‘eme.
1o Corollaire de H. Cartan. Soient (1), (1) deux id\’eaux /lolo-

$ mrp/\iota es\phi$ domaines indt\’ermin\’es a l’espace $(x)$ , et soit (1) $=(1_{1})\cap(1_{2})$ ; (1)
est $\acute{e}vi\& mment$ un id\’eal de la m\^eme nature. Pour que (1) ait.une pseudobase
en un point $(x^{0})$ , il snffit qu’il en est ainsi pour (1) et pour (1). (La
d\’emonstration est imm\’ediate).

$2^{o}$ Corollaire l.–Etant $don/l\acute{e}s$ \‘a l’espace $(x)$ un $ ideal.1_{l}olomorphe\&$

domaines inditemim\’es (1) $=\{(f, \delta)\}$ et un point $(x^{0})$ ; on transforme (1) \‘a
$ l’ ai\phi$ des fonctions $F(x),$ $\mathcal{O}_{1}(x),$

$\ldots\ldots,$
$\Phi_{p}(x)/\ell olomorp/\iota es$ au voisinage $V$

$d\ell(x^{0})$ , et forme $(J)=\{\varphi, \delta^{\prime})\}$ , comne ce qui suit:

$\varphi=fF+A_{1}\Phi_{1}+\ldots\ldots+A_{p}\Phi_{p}$ , $\delta^{\prime}=Vn\delta\cap u_{1}\cap\ldots\ldots\cap r/_{p}$ ,

$dolA_{i}(i=1, p)$ est une fonction $/\iota olomorp/\iota e$ quelconque dans $a_{i}$ . $(J)$

forme \’evidemment un ideal. $Sull^{O}sons$ que $(J)$ ait une pseudobase en le point
$(x_{0})$ , et encore que $l’ equa^{f}ion$ fonctionnetle

$A_{0}F+A_{1}\Phi_{1}+\ldots\ldots+A_{p}\Phi_{p}=0$ .

jouisse $ d\ell$ la propri\’et\’e que, si $(A_{0}, A_{1}, A_{p})$ est une solution en un point
de $V,$ $A_{0}$ appartienne $n\acute{e}cessair\ell m_{c’}nt$ \‘a (1) en ce point; (1) poss\‘ede alors, une
pseudobase en $(x^{0})$ .

En effet, $\Psi_{i}(i=1,2, \ldots\ldots, q)$ \’etant une pseudobase de $(J)$ au voisi-
nage $V^{\prime}$ du point $(x^{0})(V^{\prime}\subseteqq V),$ consid\’ero\mbox{\boldmath $\iota$}]s l’\’equation fonctionnelle

$B_{1}\Psi_{1}+\cdots\ldots+B_{q}\Psi_{q}=A_{0}F+A_{1}\Phi_{1}+\cdots\ldots+A_{p}\Phi_{p}$

dont l’id\’eal $(L):|(A_{0}, \delta)$ } $=(K)$ sera compar\’e avec (1) dans $V^{\prime}$ : d’apr\‘es
la d\’efinition de $(J)$ , toute fonction appaltenant \‘a (1) en un point, appartient
n\’ecessairement \‘a $(K)$ ; r\’eciproquement, d’apr\‘es la deuxi\‘eme hypoth\‘ese, toute
fonction appartenant \‘a $(K)$ en un point, appartient n\’ecessairement \‘a (I)
en ce point; donc, $(K)\sim(1)$ . (1) poss\‘ede donc, une pseudobase en $(x^{0})$ ,
d’apr\‘es le th\’eor\‘eme. $c.$ Q. F. D.

$3^{o}$ Soit (1) $=\{(f, \delta)|$ un id\’eal \‘a l’espace $(x)$ , et soit $\Phi(x)$ une fonc-
tion holomorphe dans un domaine $V$ ; consid\’erons $(J)=\{(\varphi, \delta^{\prime})\}$ tels que
$\varphi=f+A\Phi,$ $\delta^{\prime}=V\cap\delta\cap a$, dont $A$ est une fonction holomorph $e$ quelconque
dans le domaine quelconque (connexe ou non) $a$ , et l’appelons adjoint;
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consid\’erons un autre $(J)$ tel que $\varphi\Phi=f$, et l’appelons quolient.
Si l’id\’eal (1) poss\‘ede une pseudobase en un poinl $(x^{0})$ de $V$, il en est

de m\^eme pour l’adjoint et pour le quotient.
Pour l’adjoint, il est clair, et pour le quotient, on peut le constater

imm\’ediatement, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme. Qu’arrive-t-il pour la r\’eciproque ?
Exemple.–Consid\’erons \‘a l’espace de deux variables complexes $(x, y)$ ,

l’id\’eal (1) engendr\’e par les 2 el\’ements $(xy, \Delta),$ $(1, \Delta^{\prime})$ , dont $\Delta$ signifie
l’espace $(x, y)$ et $\Delta^{\prime}\cdot est$ donn\’e par $|y|>0$ . (I) n’a pas de pseudobase en
l’origine. Au contraire, l’adjoint de (I) par $(y, \Delta)$ poss\‘ede la pseudobase
$(y)$ pour $\Delta$ , et il en est de m\^eme pour le quotient de (1) par $(x, \Delta)$ .
Ainsi, la r\’eciproque n’est pas vraie, ni pour l’adjoint, ni pour le quotient.
Mais, si l’on les observe comme ensemble, on trouvera que: pour $(y, \Delta)$ ,

le quotient n’a pas de pseudobase en l’orgine, et pour $(x, \Delta)$ , l’adjoint ne
l’est pas.–O\‘u, il $y$ a un fait qu $e$ voici:

Corollaire 2. Etant donn\’es un id\’eal kolomorpke (I) de domaines in-
d\’etermin\’es \‘a l’espace $(x)$ et une fonction hoJomorphe $\Phi(x)$ au voisinagre $V$

d’un point $(x^{0})$ , si l’adjoint et le quotient (I) par $(\Phi, V)$ poss\‘edent ses
pseudobases en $(x^{0})$ , l’id\’eal original (I) l’est aussi.

En effet, soit $(\Phi_{1},$ $\Phi_{2}$ , ......, $\Phi_{p})$ une pseudobase de l’adjoint au vo-
isinage $V^{\prime}$ du point $(x^{0})$ $(V’\subseteqq V)$ . Si l’on choisi $V^{\prime}$ suffisamment petit,
on a identiquement $\Phi_{i}=F_{i}+A_{i}\Phi(i=1, 2, p)$ , o\‘u $F_{i}\epsilon(1)$ pour $V^{\prime}$ et
$A_{i}$ sont des fonctions holomorphes dans $V^{\prime}$ . Soit $f$ une fonction appartenant
\‘a (I) en un point $(x^{\prime})$ de $V^{\prime}$ , mais d’ailleurs quelconque. On a identique-
ment en $(x^{\prime})$ ,

$ f=a_{1}F_{1}+\cdots\ldots+a\mathscr{J}_{p}+(u_{1}A_{1}+\cdots\ldots+a_{p}A_{p})\Phi$ ,

$a_{i}$ \’etant des fonctions holomorphes. D\’esignons le quotient de (1) par $(J)$

et $(a_{1}A_{1}+\cdots..+a_{p}A_{p})$ par $B$ , il faut alors que $B\Phi\epsilon(I),$ $c’ e$ st-\‘a-dire que
$B\epsilon(J)$ en $(x^{\prime})$ . R\’eciproquement, si une fonction holomorphe $f$ satisfait en
$(x^{\prime})$ \‘a ces deux conditions, on a n\’ecessairement $f\epsilon(I)$ en $(x^{\prime})$ . Or, soit
$(\Psi_{1},$ $\Psi_{2}$ , ......, $\Psi_{q})$ une pseudobase de $(j)$ pour $t/^{\prime\prime}$ (repris suffisament
petit); la deuxi\‘eme de la condition n\’ecessaire et suffisante $s’ e$xprime par

$a_{1}A_{1}+\cdots\ldots+a_{p}A_{p}=\beta_{1}\Psi_{1}+\cdots\ldots+\beta_{q}\Psi_{q}$ ,

$\beta_{i}$ ($i=1,$ 2, q) \’etant des fonctions holomorphes. L’id\’eal (1), \’etant ainsi
\’equivalent \‘a un id\’eal $(L)$ , poss\‘ede une pseudobase en $(x^{0})$ . $c$ . $Q\cdot$ F. D.

3. Id\’eaux g\’eom\’etriques.–Etant donn\’es \‘a l’espace $(x)$ un domaine
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$\mathfrak{D}$ et une varI\’et\’e caract\’eristique (ou analytique) $\sum dans\mathfrak{D}^{(7)}$ , consid\’erons
l’ensemble (1) des $(f, \delta)$ tels que $\delta\subseteqq \mathfrak{D}$ et $f$ soit identiquement nulle sur
$\sum n\delta)$ (1) forme \’evidcment $U11$ id\’eal; nous l’appelons id\’eal g\’eom\’etrique
de domaines ind\’etermin\’es (attach\’e \‘a\sum et defini dans le domaine $\mathfrak{D}$).

Th\’eor\‘eme de H. Cartan.–Tout id\’eal g\’eometrique de domaines ind\’e-
termin\’es poss\‘ede les $pseudo’\nearrow ases$ locales.

Nous allons le reprouver d’apr\‘es le corollaire 1. Soit $(x^{0})$ un point
quelconque de $\Sigma$ ; il suffit de montrer que (1) ait une pseudobase en $(x^{0})$ .
D’apr\‘es Weierstrass, nous savons que la paltie de $\Sigma$ au voisinage de $(x^{0})$

consiste d’un nombre fini d’\’el\’ements. Sans appeler \‘a la connaissance que
ces \’el\’ements sont aussi des vari\’et\’es caract\’eristiques, on peut definir pour
chaque \’e!ement un id\’eal comme ci-dessus et convenir de l’appeler pour le
momellt par le m\^eme mot. (1) \’etant au voisinage de $(x^{0})$ l’intersection
de ces id\’eaux, d’apr\‘es le corollaire de Cartan, il suffit de dire que chacun
d’eux ait une pseudobase en $(x^{0})$ . Ceci est \’evident, quand $\sum est$ un point
ou une surface.

Consid\’erons donc, \‘a nouveau \‘a l’espace $(x_{1}, x_{n}, y_{1}, j_{m}^{\prime})$ tel
que $n>0,$ $m>1$ , un \’el\’ement \sum \‘a $n$ dimensions (toujours complexes dans ce
M\’emoire) d’une vari\’et\’e caract\’eristique, au voisinage d’un point $(x^{0}, y^{0})$ de
$\sum$ , et l’id\’eal g\’eom\’etrique (1) correspondant; nous allons montrer que (1)
ait une pseudobase en $(x^{0}, y^{0})$ . Grace \‘a Weierstrass, on peut choisir les
coordonn\’ees $(x, y)$ , tracer un polycylindre $[(\gamma), (\gamma^{\prime})]$ de la forme, $(\gamma)$ :
$|x_{i}-x_{i}^{0}|<r(i=1,2, \ldots\ldots, n),$ $(\gamma^{\prime})$ : $|y_{j}-y_{j}^{0}|<\rho(j=1,2, \ldots\ldots, m)$ , et definir
$\sum et$ (1) clans $[(\gamma), (\gamma^{\prime})]$ de facon que la projection(8) de $\sum$ sur l’espace
$(y)$ soit $(\gamma^{\prime})$ , et que (1) ait pour $[(\gamma), (\gamma^{t})]$ les fonctions ho’omorphes
comme suivantes:

$F_{i}(x, y_{I}),$ $\Psi_{j}(x, yly_{j})=y_{j}\frac{\partial Fl(x,y_{1})}{\partial y_{1}}-\Phi_{j}(x, y_{1})$ $\left(\begin{array}{lll}i=1,2,\backslash . & \cdots & m\\2j=, & \cdots & m\end{array}\right)$

o\‘u $F_{i}(x, y_{i})$ est un polynome de $y_{i}$ tel que le coefficient de la plus haute
puissance soit 1, $\Phi_{j}(x, y_{1})$ est un polynome de $\beta^{\prime}l$ ’ et $sp^{\prime}\vee\sim$ cialement $F(x, y_{1})$

jouit de la propri\’et\’e que la projection de $\sum$ sur l’espace $(x, y_{1})$ coincide
\‘a $F_{1}(x, y_{1})=0$ , et que l’intersection de $\sum et\frac{\partial F_{1}(x,y_{1})}{\partial y_{1}}=0$ , si elle existe,

(7) Une vari\’et\’e caract\’eristique est un ensemble de points qui s’exprime localement par
l’ensemble des z\’eros communs d’un $noml$) $re$ fini dc fonctions holomorphes.

(8) La projection de l’ensemble des points $(x^{\prime}, y^{/})$ sur l’espace $(x)$ est l’ens $e$mble des
points $(x^{\prime})$ .
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soit \‘a $n-1$ dimensions. (Par suite $F_{1}$ n’a pas de facteur multiple.)
Soit $(x^{\prime}, y^{\prime})$ un point quelconque de $[(\gamma), (\gamma^{\prime})]$ , et soit $f(x, y)$ une

fonction appaltenant \‘a (I) en $(x^{\prime}, y^{\prime})$ , mais d’ailleurs quelconque. D’apr\‘es
le tk\’eor\‘eme $dureste$ expliqu\’e au M\’emoire VII, on peut trouver une fon-
ction holomorphe $\varphi(x, y)$ telle que $f\equiv\varphi mod (F_{2},$ $F_{3}$ , .. ...., $F_{m})$ en $(x^{\prime}$ ,

$y^{\prime})$ , et que $\varphi$ soit un polynome en $y_{2},$ $y_{3}$ , ......, $y_{m}$ , admettant une borne
sup\’erieure de degr\’es ind\’ependant de $f$ et de $(x^{\prime}, y^{\prime})$ . On peut donc
choisir un entier positif $\lambda$ ind\’ependant de $f$ et de $(x^{\prime}, y^{\prime})$ , de fagon que
$(\frac{\partial F_{1}}{\partial y_{1}})^{\lambda}f\equiv\psi mod (F_{2}$ , ..... $F_{m},$ $\Psi)$ en $(x^{\prime}, y^{\prime}),$ $\psi$ \’etant une fonction holo-

morphe de $(x, y_{1}),$ $\psi(x, y_{1})$ , appartenant \‘a (1), est \’evidemment divisible

par $F_{1}(x, y_{1})$ en $(x^{\prime}, y^{\prime})$ . Donc, $(\frac{\partial F_{1}}{\partial y_{1}})^{\lambda}f\equiv 0mod (F, \Psi)$ en $(x^{\prime}y^{\prime})$ .
Maintenant, selon du corollaire 1, formons $(J)=\{(\varphi, \delta^{\prime})\}$ en trans-

formant $(l)=\{(f, \delta)\}$ comme ce qui suit:

$\varphi=f(\frac{\partial F_{1}}{\partial y_{1}})^{\lambda}+A_{1}F_{1}+\cdots\ldots+A_{\underline{o}_{m-1}}\Psi_{m}$ , $\delta^{\prime}=\delta\cap a_{1}\cap\ldots\ldots\cap a_{2m-1}$

(]) poss\‘edant une pseudobase en $(x^{0}, y^{0})$ , il ne reste qua examiner la
deuxi\‘eme condition. Consid\’erons l’\’equation $fo\ddagger ictionnelle$

$A_{0}(\frac{\partial F_{1}}{\partial y_{1}})^{\lambda}+A_{1}F_{1}+\cdots\ldots+A_{2m-1}\Psi_{m}=0$ ;

soit $(A_{0}, A_{1}, \ldots\ldots, A_{2m-1})$ une solution quelconque en un point quekonque
$(x^{\prime}y^{\prime})$ de $[(\gamma), (\gamma^{\prime})];A_{0}$ est alors, n\’ecessairement nulle sur $\Sigma$ , puisqu’il

l’est pour $F_{1},$
$\ldots\ldots,$

$\Psi_{m}$ , sans l’\^etre pour $\frac{\partial F_{1}}{\partial y_{1}}$ ; donc $A_{0}\epsilon(1)$ en $(x^{\prime}, y^{\prime})$ .
$c.$ Q. F. D.

Il est maintenant clair que l’\’el\’ement $\Sigma$ est une vari\’et\’e caract\’eristique,
car l’ensemble des z\’eros communs des fonctions de la pseudobase doit
coincide \‘a $\Sigma$ au voisinage de $(x^{0}, J^{\prime^{0}})$ , puisque l’id\’eal actuel est celui de
domaines ind\’etermin\’es.

4. Projections.–Etant donn\’e \‘a l’espace $(x_{1}, x_{n}, y_{1}, y_{m})$

un ensemble des points $(x^{\prime}, y^{\prime})$ , l’ensemble des points $(x^{\prime})$ est appel\’e la
$P^{lojection}$ de l’ensemble donn\’e, sur l’espace $(x)$ . Soit $\mathfrak{D}$ un domaine de
l’espace $(x)$ , soit $\mathfrak{D}^{\prime}$ un domaine connexe ou non de l’espace $(,\gamma)$ et soit
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(I) un id\’eal holomorphe de domiines ind\’etermin\’es \‘a l’espace $(x, y)$ , sans

point lacunaire dans $(\mathfrak{D}, \mathfrak{D}^{\prime})$ , dont l’enscmble clc z\’eros dans le domaine
$(\mathfrak{D}, \mathfrak{D}^{\prime})$ est $\sum$ . Supposons que pour tout $(x)$ dans $\mathfrak{D},$ la projection de

$\Sigma$ sur l’espace $(y)$ soit $\subseteqq \mathfrak{D}^{\prime}$ , et consid\’erons \‘a l’espace $(x)$ l’ensemble
$(J)=\{(f, \delta)\}$ tel que $\delta\subseteqq \mathfrak{D}$ et $f$ appartienne \‘a (1) en tout point de $(\delta$ ,

$\mathfrak{D}^{\prime})$ ; $(J)$ forme \’evidemment un id\’eal, nous l’appellerons la projection de
l’id\’eal (1) sur l’espace $(x)$ par rapport \‘a $(\mathfrak{D}, \mathfrak{D}^{\prime})$ .

Th\’eor\‘eme l.–Si l’id\’eal (1) a une pseudobase en tout point de $(\mathfrak{D}, \mathfrak{D}‘)$ ,

sa projection $(J)$ l’est pour $\mathfrak{D}$

En effet, soit $(x^{0})$ un point quelconque de $\mathfrak{D}$ , il suffit de montrer que
$(J)$ poss\‘ede une pseudobase en $(x^{0})$ . Grace \‘a Weierstrass, l’intersection
de $\sum$ et la vari\’et\’e $x_{i}=x_{i}^{0}(i=1,2, \ldots\ldots, n)$ est \’evidemment un nombre
fini de points; soit $(x^{0}, y^{0})$ un quelconque de ces points (s’ils existent).
$Tra\sigma ons$ autour de $(y^{0})$ un polycylindre $\Delta^{\prime}\Subset \mathfrak{D}^{\prime}$ , et autour de $(x^{0})$ un
polycylindre $\Delta$ suffisamment petit pour que $\Delta\Subset \mathfrak{D}$ et la porjection de
$\Sigma n(\Delta, \Delta^{\prime})$ sur l’espace $(y)$ soit $\Subset\Delta^{\prime}$ , et consid\’erons la projection $(K)$

de (1) sur l’espace $(x)$ par raport \‘a $(\Delta, \Delta^{\prime})$ . Dans $\Delta$ (suffisamment petit)
$(J)$ \’etant \’evidemment l’intersection d’un nombre fini des id\’eaux comme
$(K)$ , en vertu du coroltaire de Cartan, il suffit de I\’egitimer la proposition
pour $(K)$ .

Soit $(K_{1})$ la projection de (1) sur l’espace $(x,$ $y_{1}$ , ......, $y_{m-1})$ par
rapport \‘a $(\Delta, \Delta^{\prime})$ . Si la proposition est vraie pour ce cas, elle est \’evidem-

ment, aussi vraie pour $(K)$ . Supposons donc, que $m=1$ , et d\’esignons. $y_{1}$

par $y,$
$\Delta^{\prime}$ est alors un cercle. Nous allons constater dans ces circonstance

que $(K)$ ait une pseudobase en $(x^{0})$ .
L’id\’eal (1), ayant une pseudobase en tout point au voisinage de $(\Delta$ ,

$\Delta^{\prime})$ , poss\‘ede une pseudobase globale au voisinage de $(\Delta, \Delta^{\prime})$ , d’apr\‘es le
$t/l\acute{e}or\grave{e}ms3du$ Mentoire VII, que nous d\’esignerons par $(F, \Phi_{1}, \ldots\ldots, \Phi_{p})$ .
L’ensemble des z\’eros communs de ces fonctions holomorphes coincide
n\’ecessairement \‘a $\Sigma$ . Nous pouvons supposer donc, que $F^{\cdot}(x^{0}, y)\not\equiv 0$ ,
puisque, si non, l’une des $\Phi_{i}(i=1,2, \ldots\ldots, p)$ doit l’\^etre. Nous pouvons
encore supposer que l’\’equation $F(x^{0}, y)=0$ n’ait pas de racine sur la
fronti\‘ere de $\Delta^{\prime}$ , puisqu’il en $e$ st ainsi pour $\Sigma$ ; diminuons la mesure de $\Delta$

pour que l’on ait $F=cuF_{1}$ au voisinage de $(\Delta, \Delta^{\prime})$ , dont $\omega$ signifie une
fonction holomorphe non nulle et $F_{1}$ un polynome de $y$ tel que les
coefficients soient des fonctions holomorphes de $(x)$ au voisinage de $\Delta$ , et
que celui de la plus haute puissance soit 1, et encore que pour tout $(x)$

au voisinage de $\Delta$ l’\’equation $F_{1}=0$ n’ait de racines que dans $\Delta^{\prime}$ . Supposons
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qu’il le soit pour $F$ m\^eme. Soit $\lambda$ le degr\’e du polynome $F$ ; d’apr\‘es $le$

$t/\iota\acute{e}or\grave{e}m^{\rho}\vee du$ reste, iious $po_{-}\downarrow vons$ supposer que $\Phi_{i}$ ($i=1,2$ , ......, p) soient
des polynomes de $ y_{1}<\lambda$ en degr\’es.

Soit $(x^{\prime})$ un point quelconque de $\Delta$ , soit $\varphi(x, \rho/)$ un polynome de $y$ ,
$=<2\lambda-2$ en degr\’es et appartenant a (1) en tout point au voisinage de
$[(x^{\prime}), \Delta^{\prime}]$ , mais d’ailleurs quelconque. Sf l’on trace un polycylindre $\delta$

suffisamment petit autour de $(x^{\prime})$ , on a $\varphi\equiv 0mod (F, \Phi)$ en tout point
au voisinage de $(\delta, \Delta^{\prime})$ , par suite, d’apr\‘es le $t/l\text{{\it \’{e}}} or\grave{e}me1du$ thlimoire VII,
$\varphi$ s’exprime de la forme,

$\varphi=C_{0}F+C_{1}F_{1}+\cdots\ldots+C_{p}F_{p}$ ,

$C_{i}(i=0,1, \ldots\ldots, p)$ \’etant des fonctions holomorphes au voisinage de $(\delta$ ,
$\Delta^{\prime})$ . D’apr\‘es le th\’eor\‘eme du reste, on peut choisir pour $C_{i}($] $=1,2,$ $\ldots\ldots$ ,

p) des polynomes de $\theta^{\prime}$ de degr\’es $\leqq\lambda-1$ . Nous disons que $C_{0}$ est alors,

aussi un polnome de $y$ . En effet, on a $C_{0}=\Psi/F,$ $\Psi$ \’etant un polynome
de $y$ dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de $(x)$ au voi-
sinage de $\delta$ pour tout $(x^{\prime})$ au voisinage de $\delta$ , l’\’equation $F=0$ n’a de
racine que dans $\Delta^{\prime}$ ; et $C_{0}$ est holomorphe au voisinage de $(\delta, \Delta^{\prime})$ . D’un
autre c\^ot\’e, soit $a(x)$ le coefficient de la plus haute puissance de $y$ de $\Psi$

et soit $\eta(x)$ une quelconqu $e$ des racines de l’\’equation $\Psi=0$ par rapport \‘a

$y$ , la fonctIon. analytique $a(x)\cdot’//(x)$ n’admet de point singulier que des
points critiques au voisinage de $\delta$ . De l\‘a, il s’ensuit que $C_{0}$ est un $po^{\prime}.y-$

nome de $y$ , par suite, de degr\’es $\leqq\lambda-2$ .
Nous avons ainsi vu que toute fonction $\varphi(x, y)$ qui est un polynome

de $y$ de degl\’es $\leqq 2\lambda-2$ et qui appartenant \‘a (1) en tout point au voi-
sinage de $[(x^{\prime}), \Delta^{\prime}]$ , peut \^etre repr\’esente de la forme cidessus, dont $C_{0}$ ,
$C_{1},$

$\ldots.,$
$C_{p}$ jouissent des propri\’et-s indiqu\’es. La r\’eciproque est \’evidem-

ment, aussi vraie. Posons

$F=y^{\lambda}+A_{1}y^{\lambda-1}+\cdots+A_{\lambda},$ $\Phi_{i}=A_{i1}y^{\lambda-1}+\cdots+A_{i\lambda}$ $(i=1,2, ..., p)$ ,

$C_{0}=u_{2}y^{\lambda-2}+\cdots\ldots+u_{\lambda}$ , $C_{i}=u_{i1}y^{\lambda-1}+\cdots\ldots+u_{i\lambda}$

$\varphi=B_{0}\parallel^{\underline{o}_{\lambda-2}}+\cdots\ldots+B_{2\lambda-2}$ ;

la condition n\’ecessaire et suffisante est $alo;s$ , \’equivalente \‘a dire que

$B_{0}=u_{2}+\Sigma A_{i1}u_{i1}$ , ......, $B_{2\lambda-2}=?\ell_{\lambda}A_{\lambda}+\Sigma l/A$ ( $i=1,$ 2, p)

Comme cas sp\’ecial, la condition n\’ecessaire et suffisante pour gue l’on
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ait $f(x)\epsilon(K)$ en $(x^{t})$ est que $f$ satisfasse en $(x^{\prime})$ avec $(u)$ le $syst\grave{\mathfrak{c}}me$

d’ quations fonctionnelles simultan\’ees

$u_{2}+\Sigma u_{i1}A_{i1}=0,$ $f=\iota\ell_{\lambda}A_{\lambda}+\sum\iota\ell_{i\lambda}A_{i\lambda}$ ($i=1,$ 2, p)

dont $(x^{\prime})$ est un point quelconque de $\Delta$ , et $A_{j}$ , $A_{ij}(’=1, 2, \lambda)$ sont
des fonctions $ho!omol\zeta Jhes$ donn\’ees dans $\Delta$ . L’id\’eal $(K)$ , \’etant $ai_{1^{\rceil}}si$ \’equi-

valent \‘a un id\’eal $(L)$ , poss\‘ede une pseudobase en $(x^{0})$ . $c.$ Q. F. D.

(A suivre)
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