Journal of the Mathematical Society of Japan Vol. 3, No, 1, May, 1951,

Le Probléme aux Limites d’un Systéme de Deux Equations
Différentielles Ordinaires

Masuo HukuUHARA

Thoéoreme. Soit donné un systeme de deux équations différenticlles
ordinaires

az .
=g (%,9,2). (1)
ax

ay
—_—= X, VY, 2),
e [z, 2)

Nous faisons les hypotheses suivantes :
Q) S, (y,2) (G=1,2) sont des fonctions S positives de M. KAMKE ;
(i)  wi(x) G=1,2) sont des fonctions continucs ct positives dans 1'inter-
valle a < x < b et admettent des dérivées a. droite ot a gauche ;
(iii)  Les fonctions f(x,y,2) et g(x,p,2) sont continues dans I'ensemble

E={(x,3,8); a <x X6, S(xp, )X 14,

out
S(#,7,2) =max{S,;(5, 2) /0 (%), S:(5,2)/w;()};
(iv) On a
Do (2)> S,(f(x,9,2), &£ (x5, 2))

pour (x,9,2)€d,, cf

—D*wy(2)> So(—A#,9,2), —&(%.9,2))
pour (x,y,2)€A,, ou

A={(%2); a2 =0, Si(y,2) [0(x) =523 2) =11 ;

SI(OvZ)SSQ(O’g), S1(J”O)>SQ(J’:0)_
W = wy(a) 0, (5) = wy(3)

Dans ces hypothéses, il existe au moins une solution telle que
y(d) =0, 2(&) =0.

- Nous définissons deux fonctions F(x,7,2), G(x,7,2) continues et
bornées pour
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A r<b —e<<y<wn, —ozLP
comme il suit:
F(x,p,2)=f(%,2,2), G(x,9,5)=£(2,7,5)
pour (x,7,2)€E et

F(x,p,2)=f(x,3/S(x,3,2), 2/S(x,2,2)),
G, 2)=gxy/S(x,92), /S 2))

pour a J ¥ <5, S(x,p2,2)> 1.

Lemme 1. Supposons que y=¢(x), z=¢(x) rcpréscntent une solution
du systeme différenticl

ay daz

D =F (2,7, 2), =G(,7,2). 2
D —F (5.,2), 2 =G (x3.) @
Si (g Y0 20)s o1t yo=o0(x)), zy=49(x,), est un point de A,— A A,, le point
(x, ¢ (2), $(2)) apparticnt a lintérienr de E pour 0 <zx—x,</l ct a lex-
tericur de E pour O>x—x,> —h, h désignant un nombre positif assez petit.

Puisque
o Sile(®), ¢(0)
. o, (x)
_ 0 (2) DS, (p(2), ¢ () — S, (¢(2), $(2) ) D*w, (%)
w(x)*
< () S(F(x. ¢(2), $(#)), G(...))=Si(p(2), $(2)) D*w, (2)
o w,(x)* ,
et que

w (x)=S5,(¢(x), ¢(2)),

F(x, 9(2), $(2) =f (2, ¢(2), ¢(2)),

G (x, 9(2), ¢(2)) =g (x ¢(x), $(2))
pour x=ux, on a, d’aprés (iv),

_D:i:SI (go(x)(, ’/)’(x)) <0 3)

pour x=ux, Par suite
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Si(p(x), P () <o (x)

dans un intervalle assez petit 0 <x—ux,</%,. (xy,2,) n'appaitenant pas
a A, on a

S (D 20) <w,y(2,).
Par suite o

So(e(x), ¢ (x)) <oy (x)

dans un intervalle assez petit O <x—ux, </, On a alors

S e(%), ¢ (2)) <1

pour 0 <x—x, </=min{/, /,}, ce qui montre que le point (x, ¢(x), ¢(x))
appartient a lintérieur de £ pour 0 <x—x, </.
D’autre part, 'inégalité (3) montre que l'on a

Sile (@), $(0))> @ (%) (4)
dans un intervalle assez petit O®> x—a1,> —/% Il s’ensuit que le point
(2, 9 (2), P(x)) est a lextérieur de £ pour 0> r—uxy> — /.

Lemme 2. S7 y=9¢(x),2=¢x) rcpréscutent une courbe intégrale du
system: différenticl (2) passant par un point (x4, ¥, 5,) de BBy, ou
Bi={(x2.2); a2 06,S(x,9,2)>1, (1, 9/Sxp,2),2/S(x,p, 5)) €A,

le point (x, ¢ (x), P (x)) apparticnt & B,—B B, dans un inutervalle asscz petit
O <x—ua,</ (dans le cas de a < x,<b), ¢t a B, dans un intervalle asscs
petit 0> x—x> — 7 (dans le cas de a<x) < 0).
Posons
So=5S5x0 Y0 20) s %=Yo/Sor Lo=2/ Sos
@ (x) =@ (2) /So, ¢ (x)=¢(x)/S,

Il suffit de montrer que 'on a

D+ S, (5‘70(1‘)’ 9”0(1:)) <D+ S, (500(—"‘")’ 9”0(“”‘))
w,(x) ‘92(”’)

pour x=ux, Car cette inégalité entraine

Si(@y (%), ¢, (2)) < S, (¢ (%), ¢ (2))
w,(x) w, (%)

()
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dans un intervalle assez petit 0 <xr—x,</Z On a

D S @), ()
w;(x)
— @ () D*Si(@o (%), #:(2)) — Si (¢ (2), ¢ (x)) D* 0, ()
w,(x)
£ 1 (S hm) | gl h)
w,(ﬂ‘) So So
_ Si(g, (%), ¢0(1:))D+(0](x)'

w,(x)*?

Par suite, on a, en remarquant que (%, 9, {;) €4;4,,

[D* SACACIIACI) )] _g_:sl (f(Fo 90 )1 & (Zor 900 £o)) _ [D* 0, (2) ],
w,(x) “o AWCHEN) o, (x,)

< wlzxo)(_;;_ 1>[D fo,(x)] 0.

On verra de méme

e S@ED. 4 o,
w,(x)

1.inégalité (5) est donc démontrée.

On peut démontrer de méme que le point (x, ¢(x), ¢(x)) appartient a
B, pour 0> x—x,> —/.

Lemme 3. Si y=¢(x),z2=¢(x) repriscutent une courbe intégrale
du systeme différentiel (2) passant par un point (¥4, 9, 2,) de A, A4, le point
(x, ¢(x), ¢(x)) appartient @ By,—BB, pour 0<x—x,</L ¢t & B,—B\B,
pour 0> x—x,> —h, /i désignant un nombre positif assez petit.

L.a démonstration de I’inégalité (4) s’applique ici. Donc le point
(z,¢(2),¢(x)) est a Vextérieur de £ pour 0 <x—x,</. La démonstra-
tion du lemme 2 s’applique ensuite sans aucunes modifications essentielles
pour établir l'inégalité (5). Le point (a, ¢(x),¢(x)) appartient donc a
B,—B\B,.

Il est maintenant facile de démontrer le théoréme. Le systéme
différentiel (2) admet une solution y=¢(x),z=¢(x), telle que y(a)=0,
z(6) =0. L’hypothése (v) montre que le point (a, ¢(@), ¢(a)) appartiert
a F+B, Les lemmes montrent que le point (x,¢(x),¢(x)) n’appartient
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pas a A+, pour O<x—a<h, / désignant toujours un nombre positif
asscz petit. A+ B, étant un ensemble fermé, s’il existait une valeur x
telle que (#,¢(x),¢(x)) appaitienne a A,+ B, on pourrait trouver une
valeur zy(a<x, < &) telle que (x, ¢(#,), ¢(x,)) soit un point de A,+ B,
mais le point (x, ¢(x),¢(x)) n’appartienne pas a A,+5B; pour a<x <x,.
Alors, d’aprés les lemmes, le point (x, ¢ (x), ¢(2)) appartiendrait a B, pour
0> x—x,> —/ contrairement a V’hypothése. Le point (x, ¢(x),¢(x))
n’appartient dong pas a A, + B, pour a<x X 4. On verra de mémz que
le point (x,¢(x), ¢(x)) n’appartient pas a A,+B, pour a < ¥ <b. Par
suite le point (#, ¢ (), ¢(x)) appartient a Vintérieur de Z. Il s’ensuit que
les points (a,¢(a),¢(a)), (6, ¢(6), ¢(&)) appartiennent a E. y=¢(x),
z=¢(x) représentent donc une solution de (1). C. Q. F. D.
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