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Deux Th\’eor\‘emes d’Arithm\’etique

Claude CHEVALLEY

$1\backslash ousT$ nous proposons de d\’emontrer deux th\’eor\‘emes de la th\’eorie des
corps de nombres alg\’ebriques, qui n’ont l’un avec l’autre d’aucun autre

rapport que celui d’\^etre tous deux utilis\’es par A. Weil dans son m\’emoire
” Sur la th\’eorie du corps de classes ‘’, qui parait dans le m\‘eme num\’ero

de ce journal.

I

Soit $K$ un corps de nombres alg\’ebriques de degr\’e fini sur le corps
des lationnels. Un $g\check{r}oupe$ multiplicatif $E$ d’\’el ments $\neq 0$ de A sera dit

$a\backslash $ engendrement fini si $E$ poss\‘ede un ensemble fini de g\’en\’erateurs.
C’est ainsi que le groupe des unit $s$ de $K$ est un groupe \‘a engendrement
fini; plus g\’en\’eralement, si on se donne un nombre fini $d^{)}id$

‘ aux premiers
$\mathfrak{p}1’\cdots$ , $\mathfrak{p}_{h}$ de $K$, le $gro_{\llcorner}^{\prime}|p_{\vee}^{a}$ des \’el\’ements $x\neq 0$ de $Kte$ ls que l’id\’eal frac-
tionnairc principal engendr\’e par $x$ soit un produit de puissances $(d’ ex-$

posants positifs, nuls ou n\’egatifs) de $\mathfrak{p}_{1},$

$\cdots,$
$\mathfrak{p}_{h}$ est un groupe \‘a engendre-

ment fini, comme il est bien connu. Nous nous $p^{lO}posons$ de $d_{\vee}^{1}\prime mo\iota 1trer$

le th\’eor\‘eme suivant:
Th or\‘eme 1. Soienl If un corps de nombres $al_{3^{\prime r}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ell^{\prime}briques$ de $deg/\acute{e}fni$,

et $E$ un $ sous- gronp\iota$ a $engendrem\iota^{J}/\iota t$ fini $du$ groupe $multiplica[lf$ des \’el\’emenls
$\neq 0$ de K. Soit $m$ un en.$ier>0$ , et soit $b$ un entier rationnel quelconque. $1l$

existe a $r_{ors}$ un $e$ntier ralionnel $a$ , premier \‘a $b$ , qui jouit de la propri\’et\’e
suivante: tout \’el\’e $ne’\iota tx$ de $E$ qui est $\equiv 1(mod a)$ est puissance m-i\‘eme

d’un $\sqrt[\prime]{}\acute{e}me’\iota t$ de $E$ .
La condition $\cdot x\equiv 1(mod a)$ doit s’interpr\^eter au sens des congruences

multiplicatives de H. Hasse; elle signifie que $x-1$ est de la $fo\iota$ me $ay_{\sim}\alpha^{-1}$

o\‘u $y$ et $\alpha$ sont des entiers de $K$ et $\sim\sigma$ est premier \‘a $a$ dans l’anneau des
entiers de $K$.

1. D\’esignons par $E_{0}$ l’ensemble des nombres $\neq 0$ de $K$ dont une
puissance (d’exposant $\neq 0$ ) appartient \‘a $E$. C’est \’evidemment un sous-
groupe du groupe des $c^{r_{\backslash }}1\acute{e}ments\neq$ de $K$. Ce groupe est encore \‘a engend-
rement fini. En effet, soit $\{x_{1}, \cdots, x_{r}\}$ un syst\‘eme fini de g\’en\’erateurs de
E. $D^{r_{{}_{\sim}C}}\backslash omposons$ les id-aux $fracti_{0^{\tau}\lambda}naires$ engendr\’es par les $x_{i}$ en produits
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de puissances d’id\’eaux premiers; soient $\mathfrak{p}_{1},$ $\mathfrak{p}_{h}$ les ideaux premiers qui
interviennent dans ces d\’ecompositions. Il est clair que $E_{0}$ est contenu
dans le groupe des $x\neq 0$ tels que l’id al fractionnaire engendr\’e par $x$ soit
un produit de puissances de $\mathfrak{p}_{1},$ $\cdots,$ $\mathfrak{p}_{h}$ . Ce groupe \’etant \‘a engendrement
fini, il en sera de m\^eme de $E_{0}$ . Le $gj\cdot oupeE_{0},/E$ est un $g_{1}$ oupe \‘a engend-
rement fini dont tous les \’el\’ements sont d’ordres finis; c’est donc un groupe
fini; soit $n$ son ordre. Si un \’el\’ement $x$ de $E$ est puissance mn-i\‘eme d’un
nombre $y$ de $K,$ $y^{n}$ est dans $E$, et $x$ est $p\iota\iota issance$ m-i\‘eme d’un \’el\’ement de
$E$. Remplacant $m$ par $mn$ , $ 0\eta$ voit qu’il suffira de montrer l’existence
d’un entier $a$ , premier \‘a $b$ , tel que tout \’el\’ement $\equiv 1(mod a)$ de $E$ soit
puissance m-i\‘eme d’un nombre de $K$. C’est Passertion que nous nous
proposons d\’esormais de d\’emontrer.

2. Montrons qu’on peut se ramener au cas o\‘u $m$ est puissance d’un
nombre premier $p$ . Supposons en effet l’asseltion vraie dans ce cas par-
ticulier. Posons, dans le cas g\’en\’eral, $m=p_{1}^{e_{1}}\cdots p_{r}^{e_{r}}$, o\‘u les $p_{i}$ sont des
nombres premiers distincts. Il existe par hypoth\‘ese des entiers $a_{i}(1\leq i\leq r)$

premiers \‘a $b$ tel que, pour chaque $i$ , tout nombre $\equiv 1(mod a_{i})$ de $E$ soit
puissance $p_{i}^{e_{i}}$-i\‘eme d’un nombre de $K$. Soit $a$ le p.p.c.m. des $a_{i}(1\leq i\leq r)$ ;
$a$ est donc premier \‘a $b$ . Soit $x$ un nombre de $E$ qui est $\equiv 1(mod a)$ ;
alors, pour tout $i,$ $x$ est puissance $p_{r^{e_{i}}}$ -i\‘eme d’un nombre de $K$ Puisque
$m$ est le $p$ .p.c.m des $p_{i}^{e_{i}}$ , il en r sulte que $\chi$ est puissance m-i\‘eme d’un
nombre de $K$ Nous supposerons donc \‘a partir de maintenant que $ m=p^{\rho}\lrcorner$

$p$ tant un nombre premier.
3. Montrons que, dans le cas o\‘u $p=2$ , on peut se ramener au cas

o\‘u $-1$ est un carr\’e dans $K$. Supposons en effet que l’asseltion soit d\’e-
montr\’ee dans ce cas particulier, que $p=2$ et qu$e-1$ ne soit pas un carr\’e

dans $K$ Soit le le plus grand entier tel que $K(\sqrt{-1})$ contienne une
racine primitive $2^{k}$-i\‘eme. Il $y$ a alors par hypoth\‘ese un entier $a$ , premier
\‘a $b$ , tel que tout nombre $x\equiv 1(mod a)$ de $E$ soit puissance $2^{e+k}$-i\‘eme
d’un nomble $y$ de $1\zeta(\wedge-1)$ . Montrons que $x$ est puissance $2^{e}$-i\‘eme d’un
nombre de $K$. Si $y$ est dans $K$, il n’y a rien \‘a d\’emontrer. Sinon, soit $f$

le plus petit entier $>0$ tel que $y^{\underline{o}^{f}}$ soit dans $ K,\cdot$ soit $\overline{y}$ le conjugu\’e de $y$

par rapport \‘a $K$ On a donc $\overline{y}^{o^{f-1}}\lrcorner=-y^{oj-1},$ d’o\‘u $(\overline{y}y^{-1})^{2^{f-1}}=-1$ , il en
r\’esulte que $\overline{y}y^{-1}$ est une racine primitive 2 $f$-i\‘eme de l’unit\’e, d’o\‘u $f\underline{<}k$

) on
a $x=(y^{2^{f}})^{2^{e+b-f}}l$ ce qui montre que $x$ est puissance $2^{e}$-i\‘eme d’un nombre
de $K$
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4. Nous supposerons \‘a partir de maintenant qu $e$ , si $p=2,$ $-1$ est un
carr\’e dans $K$ Nous allons montrer que l’on peut se ramener au cas o\‘u
$K$ contient une racine m-i\‘eme $p^{1}$ imitive de l’unit\’e. Supposons l’assertion
d\’emontr\’ee dans ce cas, et soit $\zeta$ une racine primitive m-i\‘eme de l’unit\’e.

Il existe donc un entier $a$ , premier \‘a $b$ , tel que tout \’el\’ement $x\overline{=}1(mod a)$

de $E$ soit puissancc m-i\‘eme dans $K(\zeta)$ . Nous allons en d\’eduire que $\chi$

est puissance m-ieme dans $A^{J}$. Si $0\leq/l\leq e$ , nous poserons $\zeta_{h}=\zeta^{ff^{-h}}$ ; $\zeta_{h}$ est
donc une racine primitive $p^{h}$-i\‘eme de l’unit\’e. Pour moirtrer que $x$ est
puissance m-i\‘eme dans $K$, il suffira de montrer que, s’il est puissance
m-i\‘eme dans $J\zeta(\zeta_{h+1})$ , il est aussi puissance $m$-ieIne dans $K(\zeta_{h})(0\leq h<e)$ .
Nous supposerons doac que $x=y^{\prime},$ $y$ dans $K(\zeta_{h+1})$ . Si $y$ est dans $K(\zeta_{h})$ ,
il n’y a lien \‘a d\’emontrer. Nous supposerons donc que $y$ n’est pas dans
$K(\zeta_{h})$ , donc que $K(\zeta_{h+1})\neq K(\zeta_{h})$ .

Si $\prime_{l}=0$ , le degre de $K(C_{h+1})/K(\zeta_{h})$ divise $p-1$ ; il en est donc de
m\^eme du degr\’e $d$ de $K(y)/K$ . Si $\approx$ est la norme de $y$ par rapport \‘a $K$,

on a $x^{t\ell}=\approx;m$ puisque $d$ est premier \‘a $m,$ $\chi$ est puissance m-i\‘eme dans $K$

$S$ upposons maintenant $h>0$ ; puisque nous supposons $K(\zeta_{h+1})\neq K(\zeta_{h})$ ,
$K(\zeta_{h+1})$ est cyclique de degr\’e $p$ sur $K(\zeta_{h})$ ; nous d\’esignerons par $s$ un
g\’en\’erateur du groupe de Galois de $c$ ette extension. On notera qu’il r\’esulte

de $1’ hypoth\grave{c}$se faite que, dans ce cas, $\gamma_{l}\geq 2$ si $p=2$ . Puisque $y^{m}$ est dans
$K(sy)y^{-1}$ est une racine m-i\‘eme de l’unit\’e, donc de la forme $\zeta^{f}$, o\‘u $f$ est
un entier. Par ailleurs, $s$ peut se prolonger en un automorphisme de
$K(\zeta)$ , qui thange $\zeta$ en $\zeta^{g}$, o\‘u $\backslash c/$ est un entier. Puisque $s$ laisse $\zeta_{h}$ invariant,
($\gamma$ est $\equiv 1(mod p^{h})$ . Puisque $s$ est d’ordre $p$ (en tant qu’automorphisme
de $K(\zeta_{h+1}))$ , on a$s^{p}y=y,$ d’o\‘u $f(1+g+\cdots+cJ^{p-1})\equiv 0(mod p^{\rho}\cdot)$ . Posons
$t/=1+np^{h},$ $u$ \’etant un entier. On a alors $1+\subset/+\cdots+(/p-1=(g^{p}-1)$

$(r/-1)^{-1}=u^{-1}p^{-h}((1+up^{h})^{p}-1)$ . Se souvenant que $h\geq 2$ si $p=2$ , on voit
$to_{\sim}|t$ de suite que $1+(/+\cdots+\Gamma_{/^{p-1}}\equiv p(mod p^{2})$ , d’o\‘u $f\equiv 0(mod p^{e-1})$ .
Cela signifie que $(sy)y^{-1}$ est une racine $p- i_{G^{\backslash }}me$ de l’unit\’e. Or $K(\zeta_{h})$

contient les racines $p$ -i\‘emes de l’unit\’e; puisque $C_{h+1}^{p}$ est dans $K(\zeta_{h})$ mais
que $\zeta_{h+1}n^{/}y$ est pas, $(s\zeta_{h+1})\zeta_{h+1}^{-1}$ est une racine primitive $p$-i\‘eme de l’unit\’e.

On en conclut qu’il $e_{A}\backslash iste$ un exposant $v$ tel que $s(yC_{\dot{h}+1})=y\zeta_{h^{\prime}+1}^{\prime}$ . Puisque
$\zeta_{h+1}^{m}=1$ , on a $x=(y\zeta_{\dot{h}+1})^{m}$ , ce qui montre que $xe$st puissancc m-i\‘eme d’un
nombre de $K(\zeta_{h})$ .

5. Supposons donc \‘a partir de maintenant que $K$ contienne une. racine
primitive m-i\‘eme de l’unit\’e. Soit $L$ le sur-corps de $K$ obtenu par adjonc-
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tion des racines m-i\‘emes des nombres de $L\sim^{\backslash };$ puisque $E$ est \‘a engendremcnt
fini, $L$ est un sur-corps relativement ab\’elien de degr\’e fini de $K$ Le degr\’e
de $L/K$ est une puissance de $p$ . Soient $L_{\rfloor},$

$\cdots,$
$L_{s}$ tous les sous-colps de

$L$ qui contiennent $K$ et qui sont de degr\’e $p$ sur $K$ Pour chaque $L_{j}$ , il
$y$ a une infinit\’e d’id\’eaux premiers de $K$ qui restent premiers dans $L_{j}$ ; on
peut donc tlouver un id\’eal. premier $\mathfrak{q}_{j}$ de $K$ qui ne divise pas $mb$ et qui
reste premier dans $L_{j}$ . Soit $q_{j}$ le nombre premier contenu dans $\mathfrak{q}_{j}$ , et soit
a le p.p.c.m. des $q_{j}(1\leq f\underline{<}s)$ . Soit $x$ un nombre de $E$ qui est congr\^u
$a$ 1 $(mod a)$ , et soit .Zlf le corps $K(x^{1/m})$ . On a donc $x\equiv 1(mod \mathfrak{q}_{j})$ ;
puisque $\mathfrak{q}_{f}$ ne divise pas $m$ , il en r\’esulte que $x$ est puissance m-i\‘eme dans
la compl\’etion $\mathfrak{q}_{j}$-adique de $K$, donc que les diviseufs premiers de $q_{j}$ dans
$M$ sont de degl\’e relatif 1 par rapport \‘a $K(M$ est en effet contenu dans
la compl\’etion $\mathfrak{q}_{j}$-adique de $K$). Cela signifie que $M$ ne peut contenir
aucun des $L_{j}$ . Or, $M$ est contenu dans $L_{)}$. il en l\’esulte que $M=K$, donc
que $x$ est puissance m-i\‘eme dans $K$. Le th\’eor\‘eme est donc d\’emontr\’e.

Remarque. Nous avons d\’emontr\’e en cours de route le r\’esultat sui-
vant, qui parait digne d’un celtain inter\^et $eil$ lui-m\^eme. Soient $p$ un
nombre premier, $m=p^{e}$ une puissance de $p$ , et $K$ un corps qui n’est pas
de caract\’e; istique $p$ ; supposons de plus que $-1$ soit un carr\’e dans $K$ si
$p=2$ . Si $\zeta$ est une racine primitive m-i\‘eme de l’unit\’e, tout \’el\’ement de $K$

qui est puissance m-i\‘eme dans $K(\zeta)1$ ‘est d\’ej\‘a dans $K$

On peut d’ailleurs se passer de ce r\’esultat pour d\’emontrer le th\’eor\‘eme
1, en appliquant directement la m\’ethode de la section .5. Formons en
effet le corps $L$ obtenu par adjonction \‘a $K$ des racines m-i\‘emes des
nombres de $E$ et de 1eurs conjugu\’es par rapport \‘a $K$ (nous ne stipposons

plus ici que $K$ contient une racine primitive m-i\‘eme de l’unit\’e). Soient $G$

le gloupe de Galois de $L/K$, et ff $(1\leq,/\leq s)$ tous les sous-groupes de $G$

distincts de $G$ lui-m\^eme. Il est bien connu que, pour chaqu $ej$, la r\’eunion
des conjugu\’es de $H_{j}$ est distincte de $G$ ; on peut donc trouver un \’el\’ement $s_{j}$

de $G$ qui n’a aucun conjugu\’e dans $H_{j}$ . A chaque id\’eal premier $\mathfrak{q}$ de $K$, non
ramifi\’e dans $L$ , on peut faire $correspond_{1}e$ la classe d’\’el\’ements conjugu\’es de $G$

form\’ee par les substitutions de Frobenius $((L/K)/\mathfrak{Q})$ relatives aux divIseurs
premiers $\mathfrak{Q}$ de $\mathfrak{q}$ dans $L$ . Fn vertu du th\’eor\‘eme de Tschebotarow, il
existe une infinit\’e d’id\’eaux premiers $\mathfrak{q}$ , non ramifi\’es dans $L$ , pour lesquels
cette classe contient $s_{j)}$ il existe donc, pour chaque $j$, un id\’eal premier $\mathfrak{q}_{j}$ ,

non ramifi\’e dans $L$ et ne divisant pas $bm$ , dont la classe associ\’ee contient
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$s_{j}$ . Si $L_{j}$ est le sous-colps de $L$ qui correspond \‘a $H_{j}$ par la th\’eorie de
Galois, aucun diviseur premier de $\mathfrak{q}_{j}$ dans $L_{j}$ n’est de degr\’e relatif 1 par
rapport \‘a $K$ Si $q_{j}$ est le nombre premier contenu dans $\mathfrak{q}_{j}$ , il suffit alors
de prendre pour $a$ le $p$ .p.c.m. des $q_{j}$ ; car alors, si $x$ est un nombre $\equiv 1$

$(mod a)$ , pour chaqu $e_{j},$ $\mathfrak{q}_{j}$ admet au moins un diviseur premier de degr\’e
relatif 1 dans le corps $K(x^{1/m})$ .

II.

Soit $k$ le corps des nombres $\mathfrak{p}$ -adiques d’un corps de nombres alg\’eb-
riques de degr\’e fini, $\mathfrak{p}$ tant un id\’eal premier de ce corps. La th\’eorie du
corps de classes $1_{0_{\vee}^{\rightarrow}}a1$ donne alors les r\’esultats suivants:

Si $K$ est un sur-corps de degr\’e fini de $\chi,$, et $A$ une extension ab\’elienne
de degr\’e fini de $K$, le symbol $e$ normiqu$e(x, A/K)$ donne un homomorphisme
du groupe multiplicatif $K^{*}$ des \’ele $ment_{\backslash }^{\underline{\backslash }}s_{\neg}^{\backslash -}0$ de $K$ sur les groupe de Galois
de $A/K$ ; le noyau de cet $homonlOi\cdot phislne$ se compose des normes relatives
par rapport \‘a $Kd’ e^{\prime}1\text{\’{e}} ments\neq 0$ de $A_{)}$

si $\tau$ est un isomorphisme de $A$ avec un corps $\tau A$ , et $x\epsilon K*$ ,
$(\tau x, \tau A/\tau K)$ est $\tau(x, A/I\zeta)_{T^{-1}})$

si $A^{\prime}$ est un sous-corps de $A$ contenant $K$, $(x, A^{\prime}/K)$ est 1‘auto-
.morphisme de $A^{\prime}/K$ induit par $(x, A/\mathcal{X})$ ;

soit $K$ un sur-corps de degi\’e fini de $K$ et soit $x^{\prime}$ un \’el\’ement $\neq 0$ de
$K^{\prime}$ ; d\’esignant par $AI\zeta^{\prime}$ le corps compos\’e se $A$ et de $K^{\prime}$ , et identifiant de
la mani\‘ere habituelle le groupe cle Galois de $AK^{\prime}/K^{\prime}$ \‘a un sous-groupe
de ce ni de $A/1\zeta(x^{\prime}, AK^{\prime}/K^{\prime})$ est \’egal \‘a $(\Lambda^{\gamma_{A^{\gamma}/K}}x‘, A/K)$ (th\’eor\‘eme de
transiation) ;

si $L$ est un sur-corps de degr\’e fini de $K$ et $A$ le plus grand sous-
corps de $L$ contenant $K$ et ab\’elien sur $K$, tout $\text{\’{e}}^{1_{1}}\text{\’{e}} me$ nt $x\neq 0$ de $K$ tel
que $(x, A/K)=1$ est $nolme$ lelative par $lappo\iota t$ \‘a $K$ d’un \’el\’ement de $L$

(th\’eor\‘eme de limitation).
La d\’emonstration du $th\text{\’{e}}_{0_{1}}\cdot$ \‘eme que nous avons en $v\iota\iota e$ ne se $se\downarrow vira$

que des $p_{1}$ opri\’et\‘es que nous venons d’\’enoncer. Or, si on se limite \‘a la
consid\’eratIon d’extensions s\’eparables, ces propri\’et\’es restent valables pour
une classe de corps bien plus vaste que celle des corps des nombles
$\mathfrak{p}$ -adiques. Il r\’esulte en effet dcs travaux de M. Moriya et T. Nakayama
( $Mo\iota iya$ , Die Theorie der $K!assenk\ddot{o}rper$ im Kleinen \"uber diskret perfekten
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$K\text{"\""{o}"}_{1}$ pern, $I$ , II, Proc. Imp. Acad. Tokyo, 18 (1942) ; III, en collaboration
avec T. Nakayama, Proc. Imp. Acad. Tokyo, 19 (1943)) ; qu’il suffit de
supposer ce qui suit: $k$ est complet par rapport \‘a une valuation discr\‘ete
$v$ , et pour tout entier $n>0,$ le corps des r\’esidus de $v$ admet une extension
et une seule de degr\’e $n$ , qui est s\’eparable. Ces conditions sont en
particulier satisfaites si $k$ est un corps local $attac\dagger\cdot\acute{e}$ \‘a une place d’un
corps de fonctions alg\’ebriques sur un corps fini.

Nous utiliserons les notations suivantes:
$Z$ : un sur-corps de $k$ , galoisien et de $\deg_{1}$ \’e fini par $rapp_{01}t$ \‘a $k$ ;
$K$ : un sous-corps de $Z$ contenant $k$ ;
$A$ : le plus grand sous-corps de $Z$ contenant $K$ et ab\’elien sur $K$ ;
$B$ : le plus grand sous-corps de $Z$ contenant $k$ et ab\’elien sur $k$ ;
$G$ : le groupe de Galois de $Z/k_{)}$

$\Gamma$ : le groupe de Galois de $Z/K$.

Le gioupe $\Gamma$ est donc un sous-groupe de $G$ , le groupe de Galois de $A/K$

est le quotient de $\Gamma$ par son $g_{1}$ oupe des commutateurs $\Gamma^{\prime}$ , et celui de $B/k$

est le quotient de $G$ par son groupe des commutateurs $G^{\prime}$ . L’op\’eration de
transfert ( $Ve$rlagerung; cf. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie,
p. 128) est un homomorphisme $s\rightarrow t(s)$ de $G$ dans $\Gamma/\Gamma^{\prime}$ ; le noyau de cet
$h_{omomo1}phisme$ contient $G^{\prime}$ . On $F^{eut}$ donc aussi consid\’erer $t$ comme un
homomorphisme de $G/G^{\prime}$ dans [ $/l^{1\prime},$ $c’ est-\text{\‘{a}}- di_{1}e$ du groupe de Galois de
$B/k$ dans celui de $A/K$.

Nous nous proposons de d\’emontrer le th\’eor\‘eme $s\iota^{\urcorner}$ ivant:
Th\’eor\‘eme 2. So, $tx$ un $\acute{e}/\acute{e}ment\neq 0$ de $k$ . On $a$ alors

$(x, A/K)=t((x, B/k))$ .
Ce r\’esultat est en relation assez \’etroite avec ceux obtenus par Nakayama
(Uber die Beziehungen zwischen den Faktorensystemen und der $N_{01}$ mklas-
sengruppe eines galoisschen $Erweiterungsk\text{"\""{o}"}_{1}pers$ , Math. Ann. 112 (1936)),
par Akizuki (Eine homomorphe Zuordnung der galoisschen $Gr\perp\iota ppe$ zu den
Elementen einer Untergruppe der Normklassengruppe, Math. Ann. 112,
(1936)) et Shafarevich (On Galois groups of $\mathfrak{p}$ -adic fields, C.R. Acad.
des $Scie_{1}lces$ U.R.S.S., 53 (1946)). Il serait $P^{lobablement}$ possible de
d\’eduire notre $th\text{\’{e}} or\text{\‘{e}} m_{\vee}^{\alpha}$ des r\’esultats obtenus par les auteurs que nous
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venons de citer; mais il n’est pas plus difficile de le d\’emontrer directement,

et c’est ce qu $e$ nous allons $m^{\gamma_{\vee}}$ intenant faire.
Soit $s$ um $\text{\’{e}}_{\wedge}^{1\ovalbox{\tt\small REJECT}}\acute{e}ment$ de $G$ qui induise l’automorphisme $(x, B/X)$ de $B$ .

D\’esignons par $S$ le sous-groupe engendr\’e par $s$ ; on peut alors repr\’esenter
$G$ comme la r\’eunion d’un celtain nombre $r$ d’ensembles mutuellement
disjoints de la forme $\Gamma t_{i}S(1\leq i\leq r)$ ; soit $f$ le plus petit entier $>0$ tel
que $t_{t}s^{f_{i}}t_{i}^{-1}$ soit dans $\Gamma$ ; on sait alors que $t(s)$ est la classe modulo $\Gamma^{\prime}$ de
l’\’el\’ement

$\Pi r=1t_{i}s^{f_{i}}t_{i}^{-1}$

Soit $L$ le corps des invariants du $sous- gro_{c}\iota peS$ de $G$ . Montrons que $x$

est norme rclative par rapport \‘a $k$ d’un $\text{\’{e}} 1\text{\’{e}} me\dot{n}ty$ de $L$ . Il suffit en veltu

du th\’eor\‘eme de limitation de montrer que $x$ est $norm^{a}\vee$ relative d’un \’el\’ement

du plus grand sous-corps $L_{1}$ de $L$ contenant $k$ ct ab\’elien par rapport \‘a $k$ .
Or $(x, L_{1}/k)$ est l’automorphisme induit sur $L_{1}$ par $(x, B/k)$ , donc par $s$ ,

et $s$ laisse invariants les \’el\’ements de $L$ , donc aussi de $L_{1}$ ; $(x, L_{1}/k)$ est
donc l’identit\’e, ce qui demontre notre assertion. Soit donc $x=N_{J_{J}/k}y$ ,

$y\epsilon L$ ; soit $s^{\prime}=(y, \nearrow^{\prime}/L)$ (on observera que $Z$ est cyclique sur $L$ ). L’au-
tomorphism2 de $BL/L$ induit par $s^{\prime}$ est $(y, BL/X)$ qui est \’egal \‘a $(x, B/k)$

en vertu du th or\‘eme de translation. On en d\’eduit que $s$ et $|s^{\prime}$ induisent
le $m\hat{c}me$ op” ration sur $B/k$ , donc que $s^{\prime}\equiv s(mod G^{\prime})$ ct par suite que
$li(s)=t(s^{\prime})$ ; on peut donc supposer que $s=s^{\prime}$ .

Soient $u_{1}S,$
$\cdots,$

$u_{n}S$ les classes distinctes de $G$ suivant $S;u_{1},$ $\cdots,$ $u_{n}$

induiscnt donc tous les isomorphismes distincts de $L/k$ avec ses conjugu\’es
dans $Z$, et on a $x=\Pi_{j=1}^{n}u_{j}(y)$ . Chacun des ensembles $\Gamma t_{i}S$ est la r\’eunion
d’un certain nombre des ensembles $u_{j}S$ ; on peut supposer que, pour chaque
$i(1\leq i\leq r)$ , ceux des $u_{j}$ qui sont dans $\Gamma t_{i}S$ sont dans $\Gamma t_{i}$ , et que $t_{i}$ lui-
m\^eme est l’un d’eux.

Soit $L_{i}$ le corps $t_{i}(L)$ , et soit $y_{i}=t_{i}(y)$ . Tout \’el\’ement de $\Gamma$ induit
un $isomorphism^{a}\vee$ de $K(L_{l})$ avec un sous-corps de $Z$, et cet isomorphisme
coincide avec l’identit\’e sur $K$ Pour que les isomorphismes produits par
des \’el\’ements $\gamma$ et $\gamma^{/}$ de $\Gamma$ coincident, il faut et suffit qu $e\gamma^{-1}\gamma^{\prime}$ appartienne
au groupe de Galois $t_{l}St_{i}^{-1}$ de $\nearrow^{\prime}\vee/L_{i}$ , c’est-\‘a-dire que $\gamma t_{i}$ et $\gamma^{\prime}t_{i}$ induisent le
m\^eme isomorphisme de $L$ , donc que $\gamma t_{i}S=\gamma^{\prime}t_{i}S$. On voit donc que celles
des op\’erations $r/j$ qui sont dans $\Gamma t,S$ produisent tous les isomorphismes
distincts de $I\zeta(L_{:})$ avec ses conjugu\’es par rapport \‘a $K$ dans $Z$ ; le produit
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des \’el\’ements $u_{j}y$ correspondants est donc $N_{K(J)/K}t_{i}(y)$ , et on $a$.

$x=\Pi_{i=1^{1}}^{r}V_{K(L_{i})/K}t_{i}(y)$

$(x, A/K)=\Pi_{i}s_{=1}(1V_{It(J,)/K ,i}t_{i}(y), A/K)$

Or le corps $Z$ est cyclique sur $L_{i}$ , donc aussi sur $K(L_{i})$ ; posons $z/_{i}$

$=(t_{i}(y), ZL_{i})$ . Puisque $(y, Z/L)=s$ , on a $v_{i}=t_{i}sl_{i}^{-1}$ . Le groupe de Galois
de $\nearrow_{-}^{\prime}/K(L_{l})$ est l’intersection avec $\Gamma$ du groupe de Galois $t_{i}St_{i}^{-1}$ de $Z/L_{i}$ ;
le degr\’e de $K(L_{t})/K$ est donc \’egal au nombre $f_{i}$ d\’efini plus haut; on a
$\Lambda^{\gamma_{K(L_{i})/J_{i}}},t_{t}(y)=(t_{i}(y))^{J_{i}}$ , d’o\‘u, en vertu du th\’eor\‘eme de translation, $(t_{i}(y)$ ,
$Z/K(L_{i}))=t_{i}s^{f_{i}}t_{i}^{-1}$ ; $1’ op_{\vee^{\prime}}^{\alpha}ration(t_{i}(y), AK(\angle_{i})/K(L))$ est donc l’automor-
phisme de $AK(L_{i})$ induit par $t_{i}s^{f_{i}}t_{i}^{-1}$ ; il en r\’esulte, en vertu du th\’eor\‘eme
de translation, qu $e(N_{K(\Gamma_{\wedge})/Ki}t_{i}(y), A/K)$ est l’op\’eration induite sur $A$ par
$t_{i}s^{j_{i}}l_{i}^{-1}$ , donc que $(x, A/K)$ est induit par $\prod_{i=1}rt_{i}s^{f_{i}}t_{i}^{-1}$ , ce qui d\’emontre le
th\’eor\‘eme.

Soit maintenant $k$ un corps de nombres alg\’ebriques de degr\’e fini.
D\’esignons par $1_{k}$ le groupe des id\‘eles de $k$ , et par $P_{k}$ le groupe des
id\‘eles principaux. Soit $K$ une extension de degr\’e fini de $k$ , et soit $A$ une
extension ab\’elienne de degl\’e fini de $K$ Le symbole de Artin, que nous
noterons (ct, $A/K$), fournit $a^{1}ors$ un homomorphisme de $1_{R}$ sur le groupe
de Galois de $A/K$ ; le noyau de cet liomomorphisme est le groupe engendr\’e
par $P_{K}$ et par les normes par rapport \‘a $K$ d’id\‘eles de $A$ . De plus, on a
les propri\’et\’es suivantes: si $\tau$ est un isomorphisme de $A$ avec un corps $\tau A$ ,
et $\mathfrak{a}$ un id\‘ele de $K,$ $(\tau \mathfrak{a}, \tau A/\tau K)$ est $\tau(\mathfrak{a}, A/K)\tau^{-1}$ ;

si $A^{\prime}$ est un $sous-\infty rps$ de $A$ contenant $K,$ $(\mathfrak{a}, A^{\prime}/K)$ est l’automor-
phisme de $A^{\prime}$ induit par $(\mathfrak{a}, A/K)$ ;

si $K^{\prime}$ est un sur-corps de $K$ de degr\’e fini et $\mathfrak{a}^{\prime}$ un id\‘ele de $K^{\prime}$ ,
$(N_{R’/K}\mathfrak{a}^{\prime}, A/K)$ est \’egal \‘a $(\mathfrak{a}^{\prime}, AK^{\prime}//\zeta^{\prime})$ (en identifiant de la mani\‘ere
habituelle le groupe de Galois de $AK^{\prime}/K^{\prime}$ \‘a un sous-groupe de celui de
$A/K)$ ;

si $L$ est un $sur_{\sim}-\cap orps$ quelconque de $K$, et $A$ le plus grand sous-corps
de $L$ contenant $K$ et ab\’elien sur $K$, tout id\‘ele $\mathfrak{a}$ de $K$ tel que $(\mathfrak{a}, A/K)=1$

est dans le groupe engendr\’e par $P_{K}$ et par les normes relatives de $L$ \‘a $K$

d’id\‘eles de $L$ .
On peut alors, en suivant exactement la m\^eme m\’ethode que plus
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haut, \’etablir le r\’esultat suivant. Soient Z.une extension galoisienne de $k$ ,
$K$ un $so\iota is- cor_{1}$ ) $s$ de $\nearrow^{\prime}d$ contcnant $\gamma,$ $A$ lc [) $1ns$ grand sous-c $()rps$ de $\nearrow^{\prime}\lrcorner$

contenant $K$ et ab\’elien sur $K,$ $B$ le plus grand sous-corps de $Z$ contenant
$k$ et ab\’elien sur $k,$ $G$ et $\Gamma$ les groupes de Galois de $Z$ par rapport \‘a $k$ et
\‘a $K$ Si $\mathfrak{a}$ est un id\‘ele de $k$ , et si $s$ est une op\’eration de $G$ qui induit
$1’ automo_{1)}\iota\cdot hisme(\mathfrak{a}, B/f_{\vee^{\prime}})$ sur $B$ , alors $(\mathfrak{a}, A/K)$ est le transfert de $s$ \‘a $I^{\prime}$.

Mais il convient d’obseryer que ce resultat peut s’\’etablir plus facile-
ment en utilisant les $pro_{1}$)

$\iota\cdot i\text{\’{e}} t\text{\’{e}} s$ des substitutions dc Frobenius; c’est ce qui
a \’et\’e fait par Artin dans son m\’emoire “ Idealklassen in Oberk\"orpern und
allgemeines Reziprozit\"atsgesetz, Hamb. Abhand., 1929).

Si 1 cst un $colps$ de fonctions alg\’ebriques d’une variable sur un corps
fini, on sait \’egalcment d\’efinir un $symbo!e$ de $A_{1}$ tin qui poss\‘ede les pro-
pri\’et\’es \’enonc\’ees pius haut tant qu on se limite \‘a la consid\’eration d’exten-
sions s\’eparables; le r\’esn $1t_{1}t$ que nous avons \’enonc\’e est donc encore vrai
dans ce cas.

Columbia University.
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