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Sur la Th\’eorie du Corps de Classes

Andr\’e WEIL

I. Rappel de r\’esultats connus.

Nous allons rappeler d’abord, en la mettant sous la forme qui nous
parait la plus appropri\’ee, l’interpr\’etation donn\’ee par Chevalley $([5a], [6b])$ ,

au moyen des id\‘eles, des th\’eor\‘emes fondamentaux de Takagi (compl\’et\’es
par Artin) sur la th\’eorie des corps de classes. Soit $k$ un corps de nombres
alg\’ebriques, de degr\’e fini sur le corps des rationnels, ou bien un corps de
fonctions alg\’ebriques de dimension 1 sur un corps de constantes finI. Par
une valuation $v$ de $k$, on entend un homomorphisme du groupe multiplicatif
$k^{*}$ des \’el\’ements non $n,uls$ de $k$ dans le groupe additif $R$ des r\’eels, tel que
$v(k^{*})\neq\{0\}$ et qu’en posant $f(x)=e^{-\lambda_{t}(x)}$ pour $x\epsilon k^{*}$ et $f(O)=0$ , la fonction
$f(x)$ satisfasse \‘a $f(x+y)\leq f(x)+f(y)$ pourvu que $\lambda$ soit un nombre positif
suffisamment petit; si alors on compl\‘ete $k$ par rapport \‘a la “ distance ‘’

$f(x-y)$ , on obtient un corps $k_{v}$ localcment.compact; $\gamma_{e_{v}}$ ne change pas si
on multiplie $v$ par un facteur constant positif; on convient de ne pas
distInguer deux valuations qui ne diff\‘erent que par un tel facteur. On
peut “ normer “ les valuations de $k$, c’est-\‘a-dire multipIier chacune par un
facteur convenable, de telle sorte que l’on ait $\Sigma v(x)=0$ quel que soit
$x\epsilon k^{*}$ , la somme \’etant \’etendue \‘a toutes les $va^{v}1uations$ essentiellement
distinctes de $k$ ; c’est $\wedge|a$ formule dite “ du produit” ([2]), r\’ecrite en notation
additive. On d\’esignera encore par $v$ la valuation $v$ \’etendue par continuit\’e
\‘a $k_{v}$ . On dit, comme on sait, que $v$ est archim\’edienne si $k_{v}$ est isomorphe,
sOit au corps des r\’eels, soit au corps des complexes; on dira dans le
premier cas que $v$ est l\’eelle, dans le second que $v$ est complexe. Dans
tout autre cas l’ensemble des valeurs de $v$ , sur $k$ ou sur $k_{t},$ , est un sous-
groupe discret de $R$ , et on dit que $v$ est discr\‘ete; $k_{v}$ est alors isomorphe,
soit \‘a un corps $\mathfrak{p}$ -adique, soit \‘a un corps de s\’eries formelles \‘a une variable
sur un corps de constantes fini, suivant que $k$ est un corps de nombres ou
de fonctions. On notera $\gamma_{\nu_{y}^{2}}*1e$ groupe multiplicatif des \’el\’ements non nuls
de $k_{v}$ ; et, si $v$ est $\tilde{d}$ iscr\‘ete, on d\’esignera par $U_{v}$ le groupe des unit\’es de
$k_{t},$ , c’est-\‘a-dire le sous-groupe de $k_{v^{*}}$ sur lequel $v$ prend la valeur $0;U_{v}$

est alors un groupe compact, et $k_{v^{*}}/U_{v}$ est isomorphe au groupe additif
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$Z$ des entiers. Si $v$ est archim\’edienne complexe, on posera $U,,=.l_{v^{*}}^{J^{-}}$ . @i
$z$ ; est archim\’edienne r\’eelle, on d\’esignera $p\backslash _{\llcorner}rU_{v}$ le groupe multiplicatif des
\’el\’ements $>0$ de $X_{v^{*}},$ $k_{v}$ \’etant en ce cas identifi\’e avec le corps des r\’eels.
Dans le groupe (non topologique) $JIk_{v^{*}}$ , o\‘u le produit est \’etendu \‘a toutes

les valuations $v$ de $\chi,$ , consid\’erons le sous-groupe $1_{k}$ des \’el\’ements $a=(a_{I},)$

tels que $a_{v}\epsilon U,$ , sauf au plus pour des valuations $v$ en nombre fini; les
\’el\’ements de $1_{k}$ s’appellent, comme on sait, les id\‘eles de $k$ . Sur $1_{k}$ , on
d\’efinit une topologie comme suit: sur le sous-groupe $U=\prod_{v}U_{v}$ de $I_{k}$ , on

prend pour topologie la topologie produit de celles des U., ; et on impose
\‘a $1_{k}$ la condition que $1_{k}/U$ soit un groupe discret, ou autlement dit on
prend la famille de tous les voisinages de l’\’el\’ement neutre dans $U$ comme
syst\‘eme fondamental de voisinages de cet \’el\’ement dans. $1_{k}$ . Muni de. cette
topologie, $I_{k}$ s’appellera le group.’ des ideles de $k$ ; c’est un groupe ab\’elien
s\’epar\’e, localement compact. Si $k$ est un corps de fonctions, $U$ est compact,
et $U$ et $1_{k}$ sont totalement discontinus. Si $k$ est un corps de nombres, le
produit $H_{k}=\Pi^{\prime}U_{v}$ , \’etendu aux seules valuations archim\’ediennes $v$ de $k$ ,
est la composante connexe de l’\’el\’ement neutre dans $1_{k}$ , et dans $U$ ; en ce
cas, $U/H_{k}e$st compact, et $U/H_{k}$ et $1_{l}/H_{k}$ sont totalement discontinus. Si,
pour tout id\‘ele $a=(\ell l,,)$ , on pose $d(a)=\Sigma n(a_{v})$ , la somme \’etant \’etendue \‘a

toutes les valuations de $k,$ $d$ est un homomorphisme de $1_{k}$ sur le groupe
additif $R$ des r\’eels si $k$ est un corps de nombres, et (les valuations \’e.tant
convenab $eme$nt norm\’ees) sur le groupe additif $Z$ des entiers si $k$ est. un
corps de fonctions. Si, pour chaque $’\iota$” $i_{v}$ est l’isomorphisme “ naturel “

de $k$ dans $k_{v}$ , on d\’efinit un isomorphisme de $k^{*}$ dans $I_{k}$ en posant, $r^{our}$

$x\epsilon k^{*},$ $i(x)=(i_{n}(x))$ ; le groupe $P_{k}=i(k^{*})$ s’appelle le $g\ovalbox{\tt\small REJECT} roupe$ des id\‘eles
principaux de $k$ ; on l’identifie parfois avec $k^{*}$ quand il n’y a pas de danger
de confusion; en vertu de la folmule du produit, l’homomorphisme $d$. prend
la valeur $0$ sur $P_{k}$ .

De plus, $P_{k}$ est un sous-groupe discret de $1_{k}$ . En effet’ si $k$ est $\cdot$ mn
corps de fonctions, $P_{k}\cap U$ se l\’eduit au groupc multiplicatif des constantes
non nulles, donc \‘a un groupe fini; si $k$ est un corps de nombres, $P_{k}\cap U$

est l’image $i(E)$ du groupe $E$ des unit\’es totalement positives de $k$ ; et,

comme il ne peut $y$ avoir qu’un nombre fini d’entiers de $k$ dont les images
dans les corps $k_{l}$ , correspondant \‘a toutes les valuations archim\’ediennes. $v$

de $k$ soient born\’ees en valeur absolue, il n’y a \‘a plus forte raison qu’un
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nombre fini $d^{)}\text{\’{e}} 1\text{\’{e}} ments$ de $i(E)$ dans un voisinage compact de $1’\text{\’{e}} 1^{\rho^{\prime}}$-ment
neutre de $U$. Par cons\’equetlt, le groupe $C_{k}=1_{k}/P_{k}$ est un groupe s\’epar\’e,
localement compact, localement isomorphe \‘a $1_{k}$ ; $C_{k}$ s’appellera le groupe
des classes d’idiles de $k$ . Si $k$ est un corps de nombres, les caract\‘eres de
$C_{k}$ sont les Grossencltaraktere de Hecke ([8]), au moyen desquels sont
form\’ees les s\’eries $L$ de Hecke attach\’ees au corps $k$ .

Comme l’homomorphisme $d$, d\’efini plus haut sur $1_{k}$ au moyen de
$d(a)=\sum_{v}v(a_{v})$ pour $a=(a,,)$ , prend la valeur $0$ sur $P_{k}$ , on en d\’eduit, par
passage au quotient, un homomorphisme de $C_{k}$ , sur $R$ ou sur $Z$ suivant
le cas; soit $C_{k^{0}}$ le noyau de celui-ci, c’est-\‘a-dire le $sous- g1^{\supset}oupe$ de $C_{k}$ o\‘u

il prend la valeur $0$ . $ L^{\rho}\vee$ groupe $C_{k}^{0}$ est compact: c’est ce qui r\’esulte, si $k$

est $un_{-}$ corps de fonctions, du fait que les classes de divIseurs de degr\’e $0$

sont en nombre fini, et, si $k$ est un corps de nombres, du th\’eor\‘eme de
Dirichlet et du fait que les classes d’id\’eaux de $k$ sont en nombre fini. Il
s’ensuit que $C_{k}$ est isomorphc au produit direct de $C_{k}^{0}$ et de $C_{k}/C_{k}^{0}$ , ce
demier groupe \’etant isomorphe \‘a $R$ ou \‘a $Z$ suivant que $k$ est un colps
de nombres ou de fonctions.

Soit alors $A_{k}$ l’extension ab\’elienne maximale de $k$ ; elle est bien d\’efinie,
\‘a un isomorphisme pr\‘es, comme la r\’eunion, dans une extension alg\’ebrique-
ment close de $k$ , de toutes les extensions ab\’eliennes de $k$ de degr\’e fini.
Pour \’enoncer le th\’eor\‘eme fondamental de la th\’eorie du corps de classes,
supposons d’abord que $k$ soit un corps de fonctions, sur un corps de
constantes fini $k_{0}$ \‘a $q\text{\’{e}} 1^{\circ^{\prime}}me\cdot uts$ . Alors $A_{k}$ contient une.extension alg\’ebrique-
ment close $\overline{k}_{0}$ de $k_{0}$ . Soit $G_{k}^{0}$ le sous-groupe du groupe de Galois de $ii_{k}$

sur $k$ form\’e dcs automorphismes qui laissent invariants tous les \’el\’ements

de $\overline{k_{0}}$ ; on peut le consid\’erer comme groupe de Galois de $A_{k}$ sur le compos\’e
de $k$ et de $k_{0}^{-}$ ; muni de la $topo!ogie$ habituelle, c’est un groupe compact.
Soit $G_{k}$ le sous-groupe du groupe de Galols de $A_{k}$ sur $\gamma_{t}.,$ $f_{01}$ m\’e des auto-

morphismes qui induisent sur $\overline{k_{0}}$ un automorphisme de la forme $\xi_{\rightarrow}\xi^{q^{rl}}$ o\‘u
$d$ est un entier quelconque; on topologisera $G_{k}$ par la condition $q\iota eG_{l}/G_{k}^{0}$

soit un groupe discret $(i_{Somoi}phe \text{\‘{a}} Z)$ . Cela pos\’e, la t’\mbox{\boldmath $\iota$}\’eorie $du$ corps de
classcs affirme l’existence d’un isomorphisme canonique entre $C_{k}$ et $G_{k}$ On

peut dire qu’elle donne une interpr\’etation de $C_{k}$ au moyen d’un groupe
de Galois.

Si $k$ est un colps de $1_{1}^{\backslash }ombres$ , une telle interpr\’etation n’est plus
possible, puisqu’en raison de $1’ existence$ de valuations archim\’ediennes $C_{k}$ et
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$C_{k^{0}}$ ne sont plus totalement discontinus. Mais $c_{d}oientD_{k}1^{\backslash }a$ composante
connexe de l’\’el\’ement neutre dans $C_{k}$ , et $G_{k}^{\prime}$ le groupe de GaloIs de $A_{k}$

sur $k;G_{k}^{t}$ est compact. La tfie’orie $d/$ corps de classes affirme ici l’existence
d’un isomorplisme canonique entre $C_{k}^{\prime}=C_{k}/D_{k}$ et $G_{k}^{\prime}$ ; elle donne donc une
interpr\’etation, sinon de $C_{k}$ , tout au moins de $C_{k}^{\prime}$ au moyen d’un groupe
de Galois.

La $rec/lerche\ell tu’;e$ interpr\’etation pour $C_{k}$ si $kesl$ un corps $de’/ombres$ ,
analogue en quelque mani\‘ere \‘a l’interpr\’etation par un groupe de Galois
quand $k$ est un corps de ionctions, me semble constituer l’un des $probl\dot{e}m\ell^{J}s$

$f_{0;da;;le\prime l}tm\ell x$ de la lktorie des nombres \‘a l’heure actuelle; il se peut qu’une
telle interpr\’etation renferme la clef de l’hypoth\‘ese de Riemann; il est
plausible qu’il convienne de la chercher du c\^ot\’e de la tt\’eorie des espaces
fibr\’es, dont l’importance se fait de plus en plus grande dans tant de
branches des math\’ematiques, topologie bien cntendu, mais d\’ej\‘a aussi
g\’eom\’etrie alg\’ebrique; espaces de Hiibert, et bient\^ot sans doute arithm\’etique.
Nous n’entendons pas aborder ici ces grands probl\‘emes, mais traiter
seulement une question pr\’ejudicielle, dont la solution montre en tout cas
qu’on a le droit de songer \‘a une interpr\’etation de $C_{k}$ telle que nous
l’envIsageons.1)

Il. Position du probleme.

Comme ci-dessus, soit $k$ un corps de nombres ou de fonctions; soit
$K$ une extension galoisienne de $k$ de degr\’e $fiI^{\urcorner}i$ ; on d\’e.signera par $\mathfrak{g}(K/k)$

le groupe de Galois de $K$ sur $k$ . Si $G$ est un groupe ab\’elien, topologique
ou non,. attach\’e \‘a $K$ d’une mani\‘ere invariante, les \’el\’ements de $\mathfrak{g}(K/k),$ .
c’est-\‘a-dire les automolphismes de $K$ laissant les \’el\’ements de $k$ invariants,
induiront en g\’en\’eral d’une mani\‘ere “ naturelle “ (si \’evidente le plus souvent
qu’il sera inutile de la pr\’eciser),des automorphismes de $G$ , de solte que
$G$ sera “ naturellement “ muni d’une structure de groupe \‘a op\’erateurs sur
$\mathfrak{g}(K/^{\prime}k)$ ; si $x\epsilon G$, et $a\epsilon \mathfrak{g}(K/k)$ , on notera $x^{\alpha}$ le $transf_{01}m\text{\’{e}}$ de $x$ par $a$ .
On app $e$ lle norme de $x$, et on note $N_{K/k}(\backslash x)$ ou plus bri\‘evement $N(x)$ , le

(1) Si l’on ne $considc^{Y}re$ que la structure du groupe $C_{1\iota^{-}’ k}$ , celle-ci est d\’etermin\’ee par une
classe de syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}(\lambda^{-}/k)$ dans $C_{K}$ . T. Nakayama a obtenu une autre caracI\’erisa-

tion invariante de cette classe de \S yst\‘eme $de_{\downarrow}$ facteurs; $v$ . $[10a]$ , et aussi $[10b]$ , o\‘u on trouvera
un grand nombre de r\’esultats int\’eressants sur ce sujet.
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produit $N(x)=\prod_{\alpha}x^{\alpha},$ \’etendu \‘a tous les $a\epsilon \mathfrak{g}(K/k)$ . On aura \‘a consi $ff_{\acute{e}rer}$

des syst\‘emes de facteurs, et plus g\’en\’eralement des cocycles de diverses
dimensions ([6]) de $\mathfrak{g}(K/k)$ dans $G$ ; un syst\‘eme de facteurs est un cocycle
de dimension 2, dont la classe d’homologie d\’etermine, \‘a un isomorphisme
pr\‘es, une extension de $G$ par $\mathfrak{g}(K/k)$ .

En particulier, $I_{K}$ et $C_{K}$ peuvent ainsi \^etre consid\’er\’es comme groupes
\‘a op\’erateurs sur $\mathfrak{g}(K/k)$ . D’autre part, si $w$ est une valuation de $K,$ $w$

induit une valuation $v$ sur $k$, et $k_{v}$ peut \^etre consid\’er\’e comme canonique-
ment plong\’e dans $K_{w}$ ; alors, si $a$ est un id\‘ele de $1_{k},$ on . d\’efinit un id\‘ele
$\overline{a}=(\overline{a}_{w})$ de $1_{K}$ en posant $\overline{a}_{w}=a_{v}$ pour toute valuation $w$ de $K,$ $v$ \’etant la
$vaIu_{-}ation$ induite par $w$ sur $k$ ; on v\’erifie imm\’ediatement que l’application
$a\rightarrow a$ est un isomorphisme de $I_{k}$ dans $1_{1f}$ ; et on identifiera le plus souvent
$1_{k}$ avec son image dans $I_{K}$ par cet isomorphisme. On v\’erifie alors ais\’ement
que $1_{k}$ n’est autre que 1‘ensemble des \’el\’ements de $I_{K}$ qui sont invariants
par tous les automorphismes de $\mathfrak{g}(I\zeta/k)$ , d’o\‘u s’ensuit en particulier que
l’on a $P_{k}=P_{If}\cap 1_{k}$ . Par passage au quotient, on voit $a!ors$ que l’isomorphisme
canonique de $1_{/c}$ dans $1_{K}$ induit une repr\’esentation biunivoque de $C_{k}$ dans
$C_{K}$ . Plus pr\’ecis\’ement, si $W$ est un voisinage de l’\’e!\’ement neutre 1 dans
$1_{X}$ , tel $q\iota:eP_{K}\cap(W^{-1}W)=\{1\}$ , on a $P_{K}\cap f_{k}W=P_{k}$ , d’o\‘u r\’esulte que
l’isomorphisme canonique de $1_{k}$ dans $1_{K}$ induit un isomorphisme de $C_{k}$ dans
$C_{K}$ , au moyen duquel on identifiera le plus souvent $C_{k}$ avec le sous-groupe
correspondant de $C_{K}$. Si $a$ est un repr\’esentant dans $1_{K}$ d’un $\acute{e}^{1}\text{\’{e}} ment$ de
$C_{K}$ invariant par tous les automorphismes de $\mathfrak{g}(K/k)$ , on aura, quel que
soit $a\epsilon \mathfrak{g}(K/k),$ $a^{\alpha-1}=\xi_{\alpha}\epsilon P_{K},$ d’o\‘u $\xi_{\alpha S^{=}}\xi_{\alpha^{p}}\xi_{q}$ , et par suite, en vertu d’un
$th\text{\’{e}}_{01}\text{\‘{e}} me$ c\’el\‘ebre de Hilbert (qu’on peut exprimer en disant que le $pre-$

mier groupe de cohomologie de $\mathfrak{g}(K/k)$ dans $K^{*}$ est trivial), $\xi_{\alpha^{=\eta^{1-\alpha}}}$ avec
$\eta\epsilon P_{K}$ ; donc $ a^{\prime}=a\eta$ est invariant par $\mathfrak{g}(K/k)$ et est dans $1_{k}$ . On voit donc
que $C_{k}$ est l’ensemble des \’el\’ements de $C_{K}$ qui sont invariants par tous les
automorphismes de $\mathfrak{g}(K/k)$ .

Si de plus $k$ et $K$ sont des corps de nombres, et si comme toujours
$D_{k}$ et $D_{1i^{\prime}}$ sont les composantes connexes de l’\’el\’ement neutre dans $C_{k}$ et
$C_{K}$, il est clair que $D_{k}\subset D_{K}$ , et par suite $1^{)}isomorphis^{\prime}me$ canonique de $C_{k}$

dans $C_{K}$ induit une lepr\’esentation canonique de $C_{k}‘=C_{k}/D_{k}$ dans $C_{K^{\prime}}=C_{K}/D_{K}$ ;
mais en g\’en\’eral, comme on le verra au \S III, celle-ci n’est pas $biun\ovalbox{\tt\small REJECT} ivoque$ .

Si $H$ est un groupe topologique non ab\’elien, on notera $H^{c}$ l’adh\’erence
dans $H$ du groupe engendr\’e par les commutateurs de $H$, et par $H^{a}$ le
groupe qnotient ab\’elien $H^{a}=H/H^{t}$ . On aura besoin de la notioh de trans-
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fert.’ si $H$ est un sous-groupe $ferm_{\sim}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\prime}}d_{\vee}^{z}H$ d’indice fini, le transfert
$(^{\iota}\nabla e\prime lagerung‘‘)$ de $Hd\iota nsH^{t}$ est une certaine repr\’esentatioil de $H$ dans
$H^{r_{a}}$ , qu’on conviendra de noter $t_{H/H}$, ; pour sa d\’efinition, cf. [14]. Comme
$H^{ta}$ est ab\’elien, le noyau de $t_{J/H}$ contient $H^{c}$ , et par suite on d\’eduit de
$t_{H/H}$ , par passage au quotient, une repr\’esentation $\overline{t}_{H/H}$, de $H^{a}$ dans $H^{ta}$

qu’on appellera le transfert r\’eduit de $H$ dans $H^{\prime}$ . Le transfert r duit est
transitif, c’est-\‘a-dire que, si $H^{\prime\prime}$ est un sous-groupe de $H^{\prime}$ d’indice fini, on
a $\overline{t}_{H/H^{\prime}},=t_{H\prime/R}^{-},,\circ\overline{t}_{H/\kappa r}$ . Dans les cas $\cdot$ que nous avons principalement en vue,
$H^{\prime}$ sera un groupe ab\’elien $G$ attack’ \‘a $K$, admettant $\mathfrak{g}(K/k)$ comme groupe
d’op\’erateurs, et $H$ sera une extension de $G$ par $\mathfrak{g}(K/k)$ . Dans ce cas,

soit $(s_{\alpha})$ un systeme de repr\’esentants dans $H$ des \’el\’em\vee nts $a$ de $\mathfrak{g}(K/k)$ ;
soit $a_{\alpha},’=s_{\alpha}^{-1}s_{\alpha}s_{\theta}$ ; alors

$(a_{\alpha_{-}\beta,1})$
est un syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}(K/k)$ dans

$G$ ; et, pour $x\epsilon G,$ $O.1$ a $s_{\alpha}xs_{\alpha}=x^{\alpha}$ . Tout \’el\’ement de $H$ est alors de la
forme $s_{\alpha}x$, avec $x\epsilon G$ , et on trouve que son transfert est

$t_{H/G}(s_{\alpha}x)=(\prod_{\theta}a_{\alpha}.’)\cdot N(x)$ ;

on v\’erifie ais\’ement $d’ ailleulS$ que c’est l\‘a un $\acute{e}^{\underline{1}}\text{\’{e}} ment$ de $G$ invariant par
tous les automorphismes de $\mathfrak{g}(K/k)$ , ou autrement dit que c’est un \’el\’ement

du centre de $H$. En particulier, on a $t_{H/(j}(x)=N(x)$ , d’o\‘u $\iota_{H/G}(G)=N(G)$ .
Si $\mathfrak{g}(K/k)e$st un groupe cycliqu $e$ engendl\’e par un \’el\’ement $\sigma$ d’ordre $n$ ,
on trouve que $t_{R/O}(s_{\sigma})=s_{o}^{n}$

Maintenant, soit d’abord $k$ un corps de fonctions, sur le corps de con-
stantes fini $k_{0}$ \‘a $q$ \’el\’ements; $K$ \’etant une extension galoisienne de $k$ , de
degr\’e fini, $1’ extensiol$ ab\’elienne maximale $A_{K}$ de $K$ est galoisienne sur $k$.
Soit $G_{K.k}$ le sous-groupe du groupe de Galois de $A_{K}$ sur $k$ , form\’e des
automorphismes qui induisent sur $\overline{k}_{0}$ un automorphisme de la forme $\xi\rightarrow\hat{\zeta}^{q}$ ;
soit $G_{K.k}^{0}$ le $sous\rightarrow gloupe$ de $G_{K,k}$ form\’e des automorphismes qui laissent in-
variants les \’el\’ements de $\overline{A^{\prime}}_{0}$ ; $G_{K.k}^{0}$ peut \^etre consid\’er\’e comme groupe de

GaloIs de $A_{K}$ sur le compos\’e de $k$ et de $\overline{k}_{0}$ , et topologis\’e comme tel, ce
qui en fait un groupe compact; on topologisera $G_{K.k}$ par la condition que
$G_{K.k}/G_{K,k}^{l}$ soit discret (et par suite isomorphe \‘a $Z^{\prime}$). Alors le groupe que
nous avons not\’e $G_{K}$ est le sous-groupe ferm\’e de $G_{K,k}$ qui laisse invariants
1es \’el\’ements de $K$ ; et $G_{K,k}/G_{K}$ peut \^etre identifi\’e avec $\mathfrak{g}(K/k)$ . Si en
m\^eme temps on identifie $G_{K}$ avec $C_{A}$ au moyen de la th\’eorie du corps
de classes, alors il r\’esulte de celle-ci que les automophismes induits sur
$C_{K}=G_{K}$ par un syst\‘eme de repr\’esentants de $\mathfrak{g}(K/k)$ dans $G_{K.k}$ ne sont autres
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que les automorphismes “ naturels ”
$d\text{\’{e}}_{te1}$ min\’es par $\mathfrak{g}(K/k)$ sur $C_{K}$. De plus,

les groupes $G_{K,k}$ satisfont aux trois conditions suivantes, dont la premi\‘ere
est une cons\’equence de la th\’eorie du corps de classes $\underline{o}$ et les autres sont
\’evidentes:

(A) On peut identifie $rG_{k}$ avec $G^{a_{K,k}}$ , car $G_{K.k}^{c}$ est le $SO_{\llcorner}^{\iota}S$ -groupe
ferm\’e de $G_{1i^{\prime}.k}$ form\’e des automorphismes qui laissent invariants les \’el\’ements

de l’extension ab\’elienne maximale $A_{k}$ de $k$ ; le transfert r\’eduit de $G_{K,k}$

dans $G_{K}$ est donc une repr\’esentation de $G_{k}$ dans le sous-groupe de $G_{K}$

$fo^{r}m\text{\’{e}}$ des \’el\’ements de $G_{K}$ invariants par $\mathfrak{g}(K/k)$ . Si donc on identifie $G_{k}$

avec $C_{\delta}$ et $G_{Jf}$ avec $C_{K}$, le transfert r\’eduit de $G_{K,k}$ dans $G_{K}$ d\’etermine une
.repr\’esentation de $C_{k}$ dans le sous-groupe $C_{k}$ de $C_{K}$ ; cetle repr\’esentation est
$l’ isomorp\gamma_{l}isme$ canonique $de^{-}C_{k}$ dans $C_{K}$.

(B) Si $k$
. est un corps interm\’ediaire entle $k$ et $K,$ $G_{K,k^{t}}$ est le sous-

groupe de $G_{Kk,)}$ laissant invariants les \’eleme$nts$ de $k^{\prime}$ ; c’est donc l’image
r\’eciproque de $\mathfrak{g}(K/k^{\prime})$ dans $G_{K,k}$ par l’lomomorphisme canonique de $G_{K.k}$ sur
$\mathfrak{g}(K/k)=G_{R,k}/G_{K}$.

(C) Soit $K$ ‘ une extension de $K$ de degr\’e fini, galoisienne sur $k$ ;
$G_{K,K}^{c}$ est le sous-groupe de $G_{I_{\sim}}$ qui laisse invariants les \’el\’ements de
l’extension ab\’elienne maximale $A_{K}$ de $K$ ; donc on peut identifer $G_{K,k}$ avec
$G_{\Lambda}/G_{K}^{c}$ , le sous-groupe $G_{K}$ de $G_{K,k}$ s’identifiant alors avec $G^{a_{KR}}$, con-
form\’ement \‘a (A).

De plus, pour les corps de fonctions, ces r\’esultats, joints \‘a ceux qui
ont \’et\’e \’enonc\’es pr\’ec\’edemment, contiennent toute la th\’eorie du corps de
classes. En particulier, le $\iota$ ‘ th\’eor\‘eme de translation “ pour les extensions
galoisiennes est contenu dans (A), et le m\^eme th\’eor\‘eme pour les exten-
sions finies quelconques r\’esulte aussit\^ot de (A) et (B).

Passons aux corps de nombres. Soit $G_{K,k}^{\prime}$ le groupe de Galois de $A_{K}$

sur $k$ ; c’est un groupe compact; le groupe de Galois $G_{K^{\prime}}$ de $A_{K}$ sur $K$ est
un sous-groupe ferm\’e de $G_{K,k}^{\prime}$ , qu’on peut identifier avec $C_{K}^{\prime}$ , et le groupe
$G_{k}^{\prime}=G_{R,k}^{!a}=G_{R,k}^{\prime}/G_{K,k}^{\prime c}$ peut de m\^eme \^etre identifi\’e avec $C_{k}^{\prime}$ On voit alols,

comme tout \‘a l’heure, que les groupes $G_{K,k}^{\prime}$ satisfont \‘a des conditions
exactement analogues \‘a (A), (B), (C), \‘a cela pr\‘es que l’isomorphisme

(2) Bien que cette propri\’et\’e (A) (ou “ th\’eor\‘eme de transfert ‘’) ne semble pas avoir \’ete

jamais explicitement formul\’ee, elle est contenue en substance dans les raisonnements d’Artin sur
le “ Hauptidealsatz “ ([1b] ; cf. $[7\rfloor$ et $[9\rfloor$ ). Pour la d\’emonstration du th\’eor\‘eme local correspon-
dant, qui, lui, est beaucoup moins tncile \‘a v\’erifier, $v$. $[5c]$ .
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canonique de $C_{k}$ dans $C_{K}$ doit \^etre remplac\’e par la repr\’esentation canonique
de $C_{k}^{\prime}$ dans $C_{K}^{\prime}$ , qui $n$ ‘est pas biunivoque en g\’en\’eral; pour cette raison,

(A) et (B) n’impliquent plus le th\’eor\‘eme de translation.
On peut conjecturer que, si l’on savait $interp_{1}\text{\’{e}} ter$ convenablement les

groupes $C_{k}$ , on pourrait tirer de l\‘a une d\’efinition de groupes $G_{K,k}$ jouissant
de propri\’et\’es analogues \‘a celles qu’on vient d’\’enum\’erer. Alors $G_{K,k}$ aurail
un $sous- g\cdot roup$ ’ invariant ferme qu’on pourrait identifer canoniquement $a’\iota\prime ec$

$C_{K}$, le quotient $G_{R,k}/C_{K}$ s’identifiant canoniquement a$’\iota^{f_{c}}C\mathfrak{g}(I\zeta/k)$ , et $G_{K,k}/D_{K}$

avec $G_{K,k}^{\prime}$ ; les automorphismes induils sur $C_{K}$ par un $systeme\backslash $ de $retr\mathcal{E}^{\prime}sentants$

dans $G_{K,k}$ des \’el\’ements a de $\mathfrak{g}(K/k)$ seraient les antomorphismes “ naturels”
$x\rightarrow x^{\alpha}$ de $C_{K}$ ; les groupes $G_{K,k}sa\prime isferai\iota^{J}nt$ aux conditions (A), (B), (C);
et les diverses repr\’esentations de ces gronpes les $un\acute{s}$ dans les autres qui $fgurc\prime lt$

dans l’\’enonc\’e $d_{\vee}^{\rho}$ ces conditions induiraicnt $l^{ar}$ passage au qnotient les $rppresenta-$
,

$tio\prime l_{\backslash }S$ correspondantes des groupes $G_{K,k}^{\prime}$ les $llS$ dans les autres. En revanche,

s’il n’existait pas de tels groupes $G_{K,k}$ , ce serait signe que l’analogie entre
corps de fonctions et corps de nornbres ne s’\’etend pas compl\‘etement aux
groupes $C_{k}$ .

Pour que cette analogie soit parfaite, il hut d’ailleurs que les propri\’et\’es
des groupes $G_{K,k}$ contiennent le th\’eor\‘eme de translation. On se convainc
ais\’ement qu’il en sera ainsi pourvu qu’ils satisfassent, en plus des conditions
ci-dessus, \‘a la suivante:

(D) Soit $t$ le transfert de $G_{K,k}$ dans $C_{K}$ ; $t$ applique en tout cas $G_{K,k}$

dans $C_{k}$ (et m\^eme sur $C_{k}$ si (A) est satisfaite). Soient $x$ un \’el\’ement de
$G_{K,k},$

$x^{\prime}$ son image dans $G_{K,k}^{\prime}$ , et $x^{\prime\prime}1’ imzge$ de $t(x)$ dans $C_{k}^{\prime}=G_{k}^{\prime}$ . AloIs
$l’ automorp\gamma_{l}ismex^{\prime\prime}$ de $A_{k}$ doit \^etre celui qui est indnit sur $A_{k}$ par $l’ automo\gamma-$

phisme $x^{\prime}$ de $A_{K}$.
Notre but est de construire des groupes $G_{K,k}$ poss\’edant toutes les pro-

pri\’et\’es qu’on vient d’\’enoncer. D’une $m$ ,rni\‘ere plus pr\’ecise, il s’agit donc
d’attacher \‘a chaque couple de corps $K,$ $k$ , o\‘u $K$ est galoisien sur $\chi$ , un
groupe topologique $G_{K,k}$ , un isomorphisme $f$ de $C_{K}$ sur un sous-gr6upe in-
variant ferm\’e de $G_{K,k}$ , et un homomorphisme $\varphi$ de $G_{R,k}$ sur $G_{K.k}^{\prime}$ , de noyau
$f(D_{K})$ , de mani\‘ere qu $e\varphi\circ f$ soit l’homomorphisme canoniqu $e$ de $C_{K}$ sur le
sous-groupe $C_{K}^{\prime}=G_{K^{\prime}}$ de $G_{K,k}^{\prime}$ et que les autres conditions ci-dessus soient
satisfaites. Nous montrerons que les conditions (B) et (D) d\’elerminent la
solution $du$ probleme d’une mani\‘ere unique, et que cettc’ solution salisfait \‘a

(A) et (C).
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III. Resultats auxiliaires.

On d\’esignera par $Z,$ $Q,$ $R$ et $T$ les gloupes additifs des entiers, des
rationnels, des r\’eels, et des r\’eels modulo 1, respectivement.

Nous allons d\’emontrer d’abord quelques l\’esultats relatifs \‘a un seul corps
de nombres $k$ . $\cdot$ Soient $r$ et $s$ les nombres de valuations archim\’ediennes
r\’eelles et complexes de $k$ , respectivement. Alors la composante connexe
$H_{k}$ de l’\’el\’ement neutre dans $1_{k}$ est isomorphe \‘a $R^{r+S}\times T^{s}$ . On d\’esignera
par $H_{k}^{\prime}$ le sous-groupe compact maximal de $H_{k}$ ; il est form\’e des id\‘eles
$a=(a_{v})$ tels que $v(a_{v})=0,$ c’est-\‘a-di\mbox{\boldmath $\iota$} $e|a_{v}|=1$ , pour toute valuation $v$ archi-
m\’edienne complexe, et $a_{v}=1$ pour toute autre valuation de $k$ . L’homomor-
phisme canonique de $1_{k}$ sur $C_{k}$ induit sur $H_{k}^{\prime}$ une repr\’esentation biunivoq’ue,
donc, puisque $H_{k}^{\prime}$ est compact, un isomorphisme, sur son image dans $C_{k}$ ;
cette image sera d\’esign\’ee par $D_{k}^{\prime}$ ; \’etant connexe, c’est un sous-groupe de
$D_{k}$ .

On dit, comme on sait, qu’un groupe ab\’elien (not\’e multiplicativement)
poss\‘ede la propri\’et\’e d’unique divisibilil\’e si l’application $x\rightarrow x^{n}$ de ce groupe
dans lui-m\^eme est un automorphisme quel que soit l’entier $n\neq 0$ . On va
montrer que $D_{k}/D_{k^{\prime}}$ poss\‘ede la $p\prime^{\prime}opri\acute{e}/\acute{e}$ d’unique divisibilitt.

Soit $\mathfrak{m}$ un id\’eal entier de $k$ , autre que (0); soit $\mathfrak{m}=1I\mathfrak{p}_{i}^{m_{i}}i$ sa d\’ecom-

position en puissances d’id\’eaux premiers distincts; soit $v_{\ell}$ la valuation
(discr\‘ete) de $k$ attach\’ee \‘a $\mathfrak{p}_{i}$ ; notons aussi $\mathfrak{p}_{i}$ l’id\’eal premier de $k,,$ . On
d\’esignera alors par $1_{\mathfrak{m}}$ le groupe des id\‘eles $a=(a_{v})$ tels que $a_{v}\epsilon U,$ , quelle
que soit $v,$ $a_{v}=1$ pour toute valuation archim\’edienne de $k$, et $a_{li}\equiv 1mod$ .
$\mathfrak{p}_{\iota^{m_{i}}}$ pour tout $i$ . Les $1_{\mathfrak{m}}$ sont compacts, et tout voisinage de l’\’el\’ement
neutre dans $1_{k}COlltiel\underline{\ovalbox{\tt\small REJECT}}t$ tous les $I_{\mathfrak{m}}$ sauf un nombre fini d’entre eux. Il est
imm\’ediat que $H_{k}1_{\mathfrak{m}}$ est un sous-groupe ouvert de $I_{k}$ , produit direct de $H_{k}$

et $1_{\mathfrak{m}}$ .
Comme plus haut soit $i$ l’isomorphisme canonique de $k^{*}$ sur $P_{k}$ ; et,

pour $\xi\epsilon k^{*},$ $soitj(\xi)$ la projection de $i(\xi)$ sur le produit partiel $\Pi\prime k_{v^{*}}$ , o\‘u

$\prod_{v}$

’ d\’esigne le $P^{loduit}$ \’etendu $aux\backslash $ seules valuations archim\’ediennes de $k$ .
D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Dirichlet, $j$ induit, sur le groupe $E$ des unit\’es
totalement positives de $k$ , un isomorphisme de $E$ sur son image $j(E)$

dans $\prod_{v}^{\prime}x_{v^{*}}2;$ et on a $j(E)\subset H_{k}$ . Alors $H_{k}\cap P_{k}I_{\mathfrak{m}}$ est l’image $j(E_{m})$ du
groupe $E_{\mathfrak{m}}$ des unit\’es totalement positives de $k$ qui sont $\equiv 1mod$ . $m$ .

$E^{pit}$ encore [la repr\’esentation de $H_{k}$. dans $D_{k}$ induite sur $H_{\phi}$ par l’ho-
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momorphisme canoniqu $e$ de $1_{k}s\iota\downarrow rC_{k}$ ; soient $D_{k^{*}},$ $H_{k}^{*}$ les groupes duaux
(ou groupcs des caract\‘eres; cf. [13], chap. VI) de $D_{k}$ et $H_{k}$ , et soit $f^{*}$ la
duale (ou transpos\’ee) de $f$, qui est unc repr\’esentation de $D_{k^{*}}$ dans $H_{k^{*}}$

Pour qu’un caract\‘ere $\chi$ de $H_{k}$ soit l’image par $f^{*}d’ un$ caract\‘ere de $D_{k}$ , il
faut et il suffit qu’il soit $pro1_{0_{\wedge}^{\prime}1}geable$ \‘a un caract\‘ere $\psi$ de $1_{k}$ qui prenne
la valeur 1 sur $P_{k}$ . Mais, $\psi$ devant \^etre continu, et le groupe $1_{\mathfrak{m}}$ pouvant
\^etre pris aussi petit qu’on veut, il $y$ aura un nt tel qu$e\psi=1$ sur $1_{\mathfrak{m}}$ , donc
sur $P_{k}1_{\mathfrak{m}}$ , d’o\‘u $\chi=1$ sur $H_{k}nP_{k}I_{\mathfrak{m}}=j(E_{\mathfrak{m}})$ . R\’eciproquement, supposons
que $\chi$ soit tel. Comme on a $H_{k}\Gamma_{\mathfrak{m}}=H_{k}\times 1_{\mathfrak{m}}$ , on pourra, d’une mani\‘ere et
d’une seule, prolonger $\chi$ \‘a $H_{k}1_{\mathfrak{m}}$ par la condition que $\chi=1$ sur $1_{\mathfrak{m}}$ ; alors
on a $\chi=1$ sur $H_{k}I_{\mathfrak{m}}\cap P_{k}1_{\mathfrak{m}}$ . Comme $H_{k}1_{\mathfrak{m}}$ est ouvert dans $1_{k}$ , donc dans
$H_{k}I_{\mathfrak{m}}P_{k}$ , on pourra dans ces conditions prolonger $\chi$ \‘a $H_{k}I_{\mathfrak{m}}P_{k}$ d’une mani\‘ere

et d’une seule par la condition que $\chi=1$ sur $P_{k}$ ; puis on pourra prolonger
$\chi$ \‘a un caract\‘ere de $I_{k}$ . Ce raisonnement montre de plus que, si $\chi=1$ sur
$H_{k}$ , il $y$ a un $\mathfrak{m}$ tel que $\psi=1$ sur $H_{k}I_{\mathfrak{m}}P_{k}$ ; ce dernier groupe \’etant ouvert
dans $1_{k}$ , il en est $de$ m\^eme de son image dans $C_{k}$ , image qui contient donc
$D_{A}$ , de sorte que le caract\‘ere de $C_{k}$ qui se d\’eduit $\cdot$ de $\psi$ par passage au
quotient prend la valeur 1 sur $D_{k}$ . On a ainsi d\’emontr\’e que $f^{*}$ est une
repr\’esentatio.1 biunivoque de $D_{k}^{*}$ dans $H_{k^{*}}$ , et que $f^{*}(D_{k^{*}})$ est l’ensemble
des caract\‘eres de $H_{k}$ qui $pre$nnent la valeur 1 sur l’un des groupes $j(E_{m})$ .

Mais, en vertu d’un th\’eor\‘eme de Chevalley $([5c])$ , si $m$ est un entier $>0$ ,

il cxiste un id\’eal $\mathfrak{m}\neq(0)$ tel que $E_{\mathfrak{m}}\subset E^{m}$ ; autrement dit, tout sous-groupe
de $E$ d’indice fini contient un groupe $E_{\mathfrak{m}}$ . Comme les $E_{\mathfrak{m}}$ sont
d’indice fini dans $E$, o.i voit que $f^{*}(D_{k^{*}})$ est l’ensemble des caract\‘eres de
$H_{k}$ qui $pre$nnent la vJleur 1 sur un sous-groupe d’indice fini de $j(E)$ . Au
moyen du th\’eor\‘eme de Dirichlet sur les unit\’es, on voit alors, \’el\’ementaire-

ment, que $H_{k^{*}}$ peut \^etre identifi\’e avec $R^{r+s}\times Z^{s}$ de telle sorte que $f^{*}(D_{k^{*}})$

se trouve identifi\’e avec $R\times\alpha^{+\epsilon-1}\times Z^{\epsilon}$ , o\‘u $Q$ est consid\’er\’e comme sous-
groupe de $R$ . D’ailleurs, puisque $C_{k}$ est isomorphe au produit de $R$ et
d’un groupe $comp_{3}ct$ , il en est de m\^eme de $D_{k}$ ; donc $D_{k^{*}}$ est isomorphe
au produit de $R$ et d’un groupe discret. Il s’ensuit qu $eD_{k^{*}}$ est isomorphe
\‘a $R\times Q^{r+s-1}\times Z^{s},$ $R$ \’etant muni de la topologie habituelle, et $Q$ et $Z$ \’etant dis-
crets. De plus, le dual de $H_{k}/H_{k}^{\prime}$ est le sous-groupe $R^{r+S}$ de $H_{k^{*}}=R^{r+s}\times Z^{s}$ ;
$D_{k}^{\prime}$ ayant \’et\’e d\’efini comme l’image de $H_{k}^{\prime}$ dans $D_{k}$ , on conclut alors
ais\’ement qu $e$ le dual de $D_{k}/D_{k^{\prime}}$ est isomorphe \‘a $R\times Q^{r+s-1}$ et a donc la
propri\’et\’e d’unique divisibilit\’e, ce qui entraine que $D_{k}/D_{\#}^{\prime}$ la poss\‘ede aussi,
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Convenons maintenant de d\’esigner par $\Gamma_{k}$ le groupe des id\‘eles $a=(a_{v})$

tels que $a_{v}=\pm 1$ pour toute valuation archim\’edienne r\’eelle de $\prime b$ , et $a_{v}=1$

pour toute autre valuation; c’est un groupe \‘a $2^{\gamma}$ \’el\’ements d’ordre 2, et on
a $H^{f}k_{v}=\Gamma_{k}\times H_{k}$ . L’homomorphisme canonique de $1_{k}$ sur $C_{k}$ induit sur

$v$

$\Gamma_{k}$ un isomorphisme de $\Gamma_{k}$ snr son image dans $C_{k}$ , image qu’on d\’esignera
par $\gamma_{k}$ . Alors, pour tout $\mathfrak{m}$ , on a $(\Gamma \mathscr{J}_{k})n(P_{k}I_{\mathfrak{m}})=j(E_{m}^{\prime})$ , o\‘u ltlm’
est le groupe des unit\’es $\equiv 1mod$ . $\mathfrak{m}$ dans $k$ . En vertu du th\’eor\‘eme de
Chevalley, $0.1$ peut choisir $\mathfrak{m}$ de facon que toute unit\’e de $E_{\mathfrak{m}^{\prime}}$ soit totale-
ment positive, donc que $E_{\mathfrak{m}}=E_{\mathfrak{m}}$ ; on aura alors $(\Gamma_{k}H_{/t})\cap(P_{k}I_{m})\subset H_{k}$ , d’o\‘u
$\Gamma_{k}\cap H_{k}I_{\mathfrak{m}}P_{k}\subset l_{k}^{7}\cap H_{k}=\{1\}$ . Mais, comme on vient de le voir, l’image de
$H_{k}\Gamma_{\mathfrak{m}}P_{k}$ dans $C_{k}$ contient $D_{k}$ ; par suite 1‘image r\’eciproqu $e$ de $D_{k}$ dans $1_{k}$ est
contenue dans $H_{k}f_{\mathfrak{m}}P_{k}$ ; elle est donc sans \’el\’ement commun autre que 1
avec $\Gamma_{k}$ . $O/l_{L}^{\prime}/oit$ donc que l’on a $\gamma_{k}\cap D_{k}=\{1\}$ , d’o\‘u il s’ensuit que l’homo-
morphisme canonique de $C_{h_{\Re}}surC_{k}^{\prime}$ induit sur $\gamma_{k}$ un isomorphisme de $\gamma_{k}$ sur
son iniage $\gamma_{k^{\prime}}$ dans $C_{k}^{\prime}$ .

Soit miintenant $K$ une extension galoisienne de $k$ ; soit $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}(K/k)$

son groupe de Galois. Comme $D_{K}/D_{K}^{\prime}$ a la propri\’et\’e d’unique divisibilit\’e,
il l\’esulte d’un raisonnement bien connu(3) que les groupes de cohomologie
de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}JD_{K^{\prime}}$ sont triviaux, “et par suite que ceux de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}$ sont
les m\^emes que ceux de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K^{\prime}}$ ; autrement dit, tout cocycle de $\mathfrak{g}$ dans
$D_{K}$ est homologue \‘a un cocycle de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}^{\prime}$ , et celui-ci ne peut \^etre

trivial dans $D_{K^{\prime}}$ que si le premier l’est dans $D_{1f}$. Pour connaitre les groupes
de cohomologie de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}$, il suffit donc de d\’eterminer ceux de $\mathfrak{g}$ dans
$D_{K}^{\prime}$ , ou, ce qui revient au m\^eme, dans $H_{1l}^{\prime}$ Mais la th\’eorie de Galois
permet de d\’eterminer imm\’ediatement la structure de $H_{K}^{\prime}$ en tant que groupe
\‘a $op\acute{e}t\cdot ateurs$ sur $\mathfrak{g}$ . Si on groupe ensemble toutes les valuations complexes
de $K$ qui induisent une m\^eme valuation, r\’eelle ou complexe, sur $k$ , on voit
que $H_{K^{\prime}}$ est produit direct $de$ tores, $d$ont chacun est invariant par $\mathfrak{g}$ et

(3) Avec la notation ” l)omog\‘ene “ de [61, soit I $(a_{0}, \cdots\cdots, a_{d})$ un cocycle de dimension $d$

d’un groupe fini $\mathfrak{g}$ d’ordre $n$ dans un groupe $G$ aerit additivement, sur lequel $\mathfrak{g}$ op\‘ere \‘a gauche.
Supposons que $x\rightarrow nx$ soit un automorphisme de $G$. Alors on a $F=\partial F^{\prime},$ $p$; \’etant la cochatne
d\’efinie par $nF^{/}(a_{1}, \cdots\cdots, a_{d})=\sum_{leQ}F(\beta, a_{1}, \cdots\cdots, a_{d})$ . Pour $d=0,$ $F(a)$ est un cocycle si

$F(a)=x=ax$ quel que soit $a$ ; et le r\’esultat qu’on vient d’\’enoncer subsiste si on convient de

consid\’erer ce cocycle comme trivial chaque fois que $x=\sum_{|s}\beta y,$ c’est-h-dire chaque fais que $x$ cst une

trace (ou, en notation multiplicative, une norme); cette convention, qui diff\‘ere de celle de $[6J$ ,
semble $P^{lus}$ indiqu\’ee quand $\mathfrak{g}$ est un groupe fini.
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correspond, soit \‘a une valuation complexe de $k$ , soit \‘a une valuation r\’eelie

de $k$ qui se ramifie dans $K$ ; ceux de la premi\‘ere sorte sont $de$ dimension
$n=[K:k]$ , et ceux de la seconde sorte sont de $\dim^{a}\vee nsio11n/2$ . Les pre-
miers, en tant que groupes \‘a op\’erateurs, sont tous isomorphes \‘a $\theta=\prod_{\lambda}T_{\lambda}$ ,

$\dot{o}$ \‘u le produit $\prod_{\lambda}$ est \’etendu \‘a tous les \’el\’ements $\lambda$ de $\mathfrak{g}$ , o\‘u $T_{\lambda}=T$ quel que

soit $\lambda$ , et o\‘u le transform\’e de $x=(x_{\lambda})$ par $a\epsilon \mathfrak{g}$ est $x^{\alpha}=(x_{\alpha\lambda})$ . Consid\’erons

d’autre part un tore $de$ la seconde sorte, correspondant \‘a une valuation,

r\’eelle $v$ de $k$ ; soit $w$ l’une des valuations complexes de $K$ qui prolongent
$v$ . Le sous-groupe $H$ de $\mathfrak{g}$ qui laisse $w$ invariante est d’ordre 2; soit
$H=\{\epsilon,\sigma\}$ , o\‘u $\epsilon$ est l’\’el\’ement neutre de $\mathfrak{g}$ , et $\sigma$ est un \’el\’ement d’ordre 2. Alors
le tore $de$ seconde sorte correspondant \‘a $v$ peut \^etre identifi\’e avec le sous-
groupe $\theta_{\sigma}$ de $\theta$ form\’e des \’el\’ements $x=(x_{\lambda})$ tels que $x_{\lambda\sigma}=-x_{\lambda}$ pour tout $\lambda$ .

Les groupes de cohomologie de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}^{J}$ , ou dans $H_{K}^{\prime}$ , sont alors
produits directs des groupes correspondants de $\mathfrak{g}$ dans les tores de premi\‘ere
et $de$ seconde sorte. Mais, en vertu d’un th\’eor\‘eme ge’ $n\text{\’{e}} ra1^{(4)}$ , les groupes
de $\mathfrak{g}$ dans $\theta$ sont triviaux; ceux de $\mathfrak{g}$ dans $\theta_{\sigma}$ sont respectivement
isomorphes \‘a ceux de $H$ dans $T$ si $H$ op\‘ere sur $T$ par la loi $x^{\sigma}=-x$ ; et
ces derniers sont triviaux dans les dimensions impaires, et d’ordre 2 dans
les dimensions paires, en vertu des r\’esultats connus sur la cohomologie des
groupes cycliques ([6], p. 77). On conclut de l\‘a, en premier lieu, que les
groupes $tk$ cohomologie de $disH_{K}^{\prime},$ $D_{K}^{\prime}$ et $D_{K}$ sont $triv:a_{u\chi}$ dans $l\iota s$ dimen-
sions impaires.

Soient maintenant $v_{i}(1\leq i\underline{<}r_{0})$ toutes les valuations r\’eelles de $k$ qui
se ramifient dans $K$ ; pour chacune, soit $\theta_{i}$ le sous-groupe de $H_{K}^{\prime}$ form\’e

des id\‘eles $a=(a_{w})\epsilon H_{R}^{\prime}$ tels que $a_{w}=1$ pour toute valuation $w$ de $K$ qui
n’induit pas $v_{i}$ sur $k$ D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede, il existe pour chaque
dimension paire un cocycle non trivial $b_{i}$ de $\mathfrak{g}$ dans $\theta_{i}$ et un seul; $b_{i}^{2}$ est

(4) Il s’agit du $th\text{\’{e}}_{0r}\epsilon me$ suivant. Soient $\mathfrak{g}$ un groupe fini, $\mathfrak{g}^{\prime}$ un sous groupe de $\mathfrak{g}$ ; soit $G$

un groupe $ab\xi$lien, sur lequel $\mathfrak{g}^{\prime}op\epsilon re$ \‘a gauche. Soit $A=\Pi A_{\lambda}$ , o\‘u $A=G$ quel que soit $\lambda\epsilon \mathfrak{g}$ ; si
$\lambda\epsilon^{\mathfrak{g}}$

$x=(x_{\lambda})\epsilon A$, soit $x^{\alpha}=(x_{\alpha\lambda})$ ; soit $A_{0}$ le sous-groupe de $A$ form\’e des $x=(x_{\lambda})$ tels que $x_{\lambda\sigma}=\sigma^{-1}x_{\lambda}$

quels que soient $\lambda\epsilon \mathfrak{g}$ et $\sigma\epsilon \mathfrak{g}^{\prime}$. Soit $f$ un cocycle de dimension $d$ de $\triangleleft$ dans $A_{0},$ $g$ op\’erant sur $A_{0}$

par la loi $(x, a)\rightarrow x^{\alpha}$ . Pour $\sigma_{i}\epsilon \mathfrak{g}^{\prime}(1<\sim\approx\sim\backslash d)$ , soit $f^{\prime}(\sigma_{1},\cdots\cdots, \sigma_{d})$ la coordonn\’ee de $f(\sigma_{1},\cdots\cdots,\sigma_{d})$

relative \‘a $A_{\epsilon},$ $e$ \’etant l’\’el\’ement neutre de $\mathfrak{g}$ . Alors $f^{\prime}$ est un cocycle de $\mathfrak{g}^{\prime}$ dans $C$ ; et la
correspondance $f\rightarrow f^{/}$ induit un isomorphisme du groupe de cohomologie de dimension $d$ de $\mathfrak{g}$

daps $A_{0}$ sur celui de $\mathfrak{g}^{\prime}da\eta s$ G. Pour la $d\xi monstrati\circ n_{t}v$. $[10b]$ .
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un cocycle trivial de $\mathfrak{g}$ dans $\Theta_{t}$ ; tout cocycle de $\mathfrak{g}$ dans $H_{1t}^{\prime}$ de cette

dimension est homologu $e$ \‘a un cocycle et un seul de la forme $\prod_{i}b_{i}^{f_{i}},$ o\‘u,
$f_{i}=0$ ou 1 pour $1\leq i\leq r_{o}$ ; et tout cocycle de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}$ est homologue
\‘a l’image d’un tel cocycle et d’un seul par l’isomorphisme canonique de
$H_{K}^{\prime}$ sur $D_{K}^{\prime}$.

Ce qui pr\’ec\‘ede s’applique en particulier \‘a la dimension $0(cf^{(o)}\wedge)$ .
Tout \’el\’ement $x$ de $D_{X}$, invariant par $\mathfrak{g}$ , est donc $de$ la forme $y_{i}^{\Pi}a_{i}^{f_{i}}$ , o\‘u $y$

est “ trivial ” c’est-\‘a-dire de la forme $\Lambda^{\gamma}(z)=1V_{K/k}(z)$ avec $z\epsilon D_{K}$, et o\‘u $a_{i}$

$est_{-}1$ ‘image dans $D_{K}^{\prime}$ d’un \’el\’ement $\overline{a}_{i}$ non trivial de $0,$ , invariant par $\mathfrak{g}$

Mais les seuls \’el\’ements de $\Theta_{i}$ invariants par $\mathfrak{g}$ sont les deux id\‘eles $(a_{v})$

de $1_{k}$ tels que $a_{v_{i}}=\pm 1$ , et $a_{v}=1$ pour $v\neq v_{i}$ ; donc $\overline{a}_{i}$ est celui de ces
id\‘eles pour lequel $a_{r},$ $=-1$ . Soit $\gamma_{k,K}$ le sous-groupe de $\gamma_{k}$ d’ordre $2^{r_{O}}$ qui
est $engend_{1}$ \’e par les $a_{i}$ . On a donc d\’emontr\’e qu $e$ le groupe $D_{K}\cap C_{k}$ des
\’el\’ements de $D_{R}$ invariants par $\mathfrak{g}$ est le groupe $N(D_{K})\gamma_{k,K}$. On a vu plus
haut que $\gamma_{k}\cap D_{c}=\{1\}$ , donc a fortiori $\gamma_{k,K}\cap D_{k}=\{1\}$ ; d’ailleurs, $D_{k}$ \’etant

connexe, on a $D_{k}\subset D_{K}$, donc $D_{k}\subset D_{K}nC_{k}$ ; et, $D_{K}$ \’etant connexe, $N(D_{K})$

l’est aussi, d’o\‘u $\Lambda^{7}(D_{K})\subset D_{k}$ . $1l$ s’ensuit, d’une $pa1^{-}t$ , que $D_{k}=N(D_{1i^{\prime}}),$ $ct$,

d’autre part, que $D_{K}nC_{k}$ est le produit direct de $D_{k}$ et de $\gamma_{k,K}$. Donc
l’homomorphisme canoniqu $e$ de $C_{k}$ sur $C_{k}^{\prime}$ induit sur $\gamma_{k,K}$ un isomorphisme
de $\gamma_{k,K}$ sur son image dans $C_{k}^{\prime}$ , et celle-ci est l’image de $D_{R}\cap C_{k}$ dans $C_{k}^{\prime}$ ,
c’est-\‘a-dire le noyau de la repr\’esentation canonique de $C_{k}^{\prime}$ dans $C_{K}^{\prime}$.

IV. Transformation du probl\‘eme.

Dans tout ce qui suit, chaque fois qu’on a \‘a consid\’erer un couple de
corps $K,$ $k$ , o\‘u $K$ est galoisien sur $k$ , les groupes attach\’es \‘a $K$, et en
particulier $C_{R}$ et $C_{A}^{\prime}=G_{K}^{\prime}$ , doivent \^etre $consid\text{\’{e}}_{1}$ \’es comme munis de leur
structure de gloupes \‘a op\’erateurs sur $\mathfrak{g}(K/k)$ .

Pour simplifier les notations, on identifiera toujours $C_{K}$ avec son image
$f(C_{K})$ dans le groupe $G_{K,k}qu^{)}on$ se propose de d\’efinir, au moyen $de$

l’isomorphisme qu’on a not\’e $f$ Dans ces conditions, $G_{K,k}$ devient une ex-
tension de $C_{K}$ par $\mathfrak{g}(K/k)$ ; et on a \‘a d\’efinir, en n]\^eme temps que $G_{K,,k}$ ,

un homomorphisme $\varphi$ de $G_{K,,k}$ sur $G_{K,k}^{\prime}$ , de noyau $D_{K}$. Le transfert r\’eduit
de $G_{K,k}$ dans $C_{K}$ est alors en tout cas une repr\’esentation de $G_{K,k}^{a}$ dans le
groupe $C_{k}$ des \’el\’ements de $C_{K}$ invariants par $\mathfrak{g}(K/k)$ ; ce doit \^etre un



14 A. WEIL

isomorphisme de $G_{K,k}^{a}$ sur $C_{k}$ (condition $(A)$ ). Si $k\subset k^{\prime}\subset K$, et si $G_{K,k}$,
et $\varphi^{\prime}$ sont le groupe et $1^{)}honlorn()r_{[)}1_{1}i_{SI}ne$ attach\’es \‘a $K,$ $k^{\prime}$ , il doit exister
un isomorphisme $\omega$ de $G_{K.k}$, sur l’image r\’eciproque $\varphi^{-1}(G_{K.k}^{\prime},)$ , dans $G_{K,k}$ ,
du sous-groupe $G_{K,k}^{\prime}$, de $G_{K,k}^{\prime}$ , induisant sur $C_{K}$ l’automorphisme identique,
et tel que $\varphi^{\prime}=\varphi\circ\omega$ (conditi $\sigma n(B)$ ). Si $kCK\subset K^{\prime},$ $K$ ‘ \’etant galoisien sur $k$,
soient $G_{K}$ et $\varphi^{\prime\prime}$ le groupe et l’homomorphisme attach\’es \‘a $K^{\prime},$ $k$ ; soit
$H=\varphi^{\prime\prime-1}(G_{K^{\prime},K}^{\prime})$ ; soit $\lambda$ l’homomorphisme canonique de $G_{R}$ sur $G_{K}/H^{c}$ ;
soit $\lambda^{\prime}$ l’homomorphisme canonique de $G_{K}^{\prime}/G_{\acute{K},,K}^{c}$. Au moyen de l’isomor-
phisme qui existe entre $H$ et $G_{R\prime,K}$ en vertu de (B), et par application de (A)
\‘a $G_{K}$ , on voit que le transfert r\’eduit de $H$ dans $C_{K}$, d\’etermine un-iso-
morphisme $\tau$ de $H^{a}=H/H^{c}$ sur $C_{K}$. Il doit alors exister un isomorphisme
$\eta$ de $G_{K}/H^{c}$ sur $G_{X,k}$ , coincidant avec $\tau$ sur $H/H^{\iota}$ , et tel que l’on ait
$\varphi\circ\eta\circ\lambda=\lambda^{\prime}\circ\varphi^{\prime\prime}$ (condition $(C)$ ). Enfin, la condition (D) doit \^etre satisfaite.

Pour abr\’eger, \’ecrivons de nouveau $\mathfrak{g}$ au lieu de $\mathfrak{g}(K/k)$ . Soit $s^{\prime}=(s_{\alpha}^{\prime})$

un syst\‘eme de repr\’esentants $da_{\mathfrak{P}}G_{K,k}^{\prime}$ des \’el\’ements $a$ de $\mathfrak{g}=G_{K,,k}^{\prime}/C_{K}^{\prime}$ ;
soit $a_{\alpha}^{\prime},’=s_{\alpha:}^{\prime-1}s_{\alpha}^{\prime}s_{\beta}^{\prime}$ ; $a^{\prime}=(a_{\alpha,n}^{\prime})$ est un syst\‘eme de facteurs, ou en d’autres
termes un cocycle de dimension 2, de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}^{J}$. Supposons construits
$G_{K,k}$ et $\varphi$ ; pour chaque $a$ , soit $s_{\alpha}$ un \’el\’ement de $\varphi^{-1}(s_{\alpha}^{\prime})$ ; soit $a_{\alpha,q}=s_{\alpha\beta}^{-1}s_{\alpha}s_{\eta}$ ;
$a=(a_{\alpha,\beta})$ est un syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}$, qui se r\’eduit \‘a $a^{\prime}$

modulo $D_{K}$. Les $s_{\alpha}^{\prime}$ \’etant donn\’es, tout autre choix des $s_{\alpha}$ revient \‘a remplacer
ceux-ci par des \’el\’ements $s_{\alpha}x_{\alpha}$ , avec $x_{\alpha}\epsilon D_{K^{r}}$, en notant $\partial x$ le “ cobord ” de la
“ cochaine ” (de dimension 1) $x=(x_{\alpha})$ , on voit que $a$ est alors remplac\’e
par $a(\partial x)$ . A tout choix des $s_{\alpha}^{\prime}$ se trouve ainsi attach\’e un ensemble $F(s^{\prime})$

de cocycles $a$ de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}$, ne diff\’erant les uns des autres que par des
cobords de cochaines de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}$. Si on change le choix des $s_{\alpha}^{\prime}$ , ceux-
ci seront remplac\’es par des \’el\’ements $s_{\alpha}^{\prime}u_{\alpha}^{\prime}$ , o\‘u les $u_{\acute{\alpha}}$ sont des \’el\’ements

quelconques de $C_{K}^{\prime}$, donc des images dans $C_{K}^{\prime}$ d’\’el\’ements $u_{\alpha}$ de $ C_{A}\cdot$, et alors
$F(s^{\prime})d$oit \^etre remplac\’e par $F(s^{\prime})\cdot(\partial u)$ ; on a donc $F(s^{\prime}u^{\prime})=F(d)\cdot(\partial u)$ .

R\’eciproquement, $s^{\prime}$ et $a^{\prime}$ \’etant comme ci-dessus, soit $a$ un syst\‘eme de
facteurs de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}$, se r\’eduisant \‘a $a^{\prime}$ modulo $D_{K}$ ; construisons l’extension
$G$ de $C_{K}$ par $\mathfrak{g}$ d\’etermin\’ee par le syst\‘eme de facteurs $a$ ; ce sera un groupe
engendr\’e par $C_{K}$ et des repr\’esentants $s_{\alpha}$ des \’el\’ements de $\mathfrak{g}$ , avec la loi $de$

multiplication $(s_{\alpha}u)(s_{\beta}v)=s_{\alpha s}a_{\alpha,\beta}u^{\eta}\prime v$ pour $u\epsilon C_{K},$ $v\epsilon C_{K}$ ; il est imm\’ediat qu’
alors on d\’efinit un homomorphisme $\varphi$ de $G$ sur $G_{K,k}^{\prime}$ en posant $\varphi(s_{\alpha})=s_{\alpha}^{\prime}$

et en convenant qu $ e\varphi$ induit sur $C_{R}$ l’homomorphisme canonique de $C_{K}$
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sur $C_{K}^{\prime}$. S\‘oit $l^{\prime}\neg(s^{\prime})$ l’ensemble des syst\‘emes de facteurs qui se d\’eduisent
de $a$ par multiplication par le cobord d’une cochaine de $\mathfrak{g}$ dans $D_{R}$ ; d’apr\‘es
ce qui pr\’ec\‘ede, le fait de remplacer $a$ par un autre syst\‘eme de facteurs
appartenant \‘a $F(s^{\prime})$ \’equivaut \‘a changer les repr\’esentants $s_{\alpha}$ des $s_{\alpha}^{\prime}$ dans
$G$ , et fournit essentiellement le m\^eme groupe $G$ et le m\^eme homomor-
phisme $\varphi$ . Si $u$ est une cochaine de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}$ , et $u^{\prime}$ son image dans $C_{K}^{\prime}$ ,
on obtiendra encore le m\^eme groupe $G$ et le m\^eme homorphisme $\varphi$ au moyen
du syst\‘eme de repr\’esentants $(s^{\prime}u‘)$ et d’un syst\‘eme de facteurs appartenant
\‘a l’ensemble $F(s^{\prime})\cdot(\partial u)$ .

On conviendra de d\’esigner par $F_{K,k}(s^{\prime})$ l’ensemble $F(s^{t})$ des syst\‘emes
de facteurs de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}$ relatif au syst\‘eme de repr\’esentants $s^{\prime}=(s_{\alpha}^{\prime})$ , et
au groupe $G_{K,k}$ et \‘a 1‘homomorphisme $\varphi$ que l’on se propose de construire.
On aura, avec les notations ci-dessus, $\tilde{F}_{K,k}(s^{\prime}u^{\prime})=F_{K,k}(s^{\prime})\cdot(\partial u)$ .

Supposons le groupe $G_{1f,k}$ ainsi construit au moyen d’un syst\‘eme de
facteurs $a\epsilon F_{1i,k}(s^{\prime})$ ; soient $s_{\alpha}$ Ies repr\’esentants correspondants des $s_{\alpha}^{\prime}$

dans $(_{r_{K,k};}^{\neg}$ soit $t$ le transfert de $G_{1f,k}$ dans $C_{X}$. Pour $u\epsilon C_{K}$, on aura
$t(s_{\alpha}u)=JIa_{\alpha,\$}\Lambda^{\gamma}(u)$ . En $ve$rtu $de$ la condition (D), l’image de $t(s_{\alpha}u)$ dans

$\beta$

$G_{k}^{\prime}=C_{k}^{\prime}$ doit d\’eterminer sur $A_{k}$ le m\^eme automorphisme qui est induit sur
$A_{k}$ par l’automorphisme de $A_{K}$ d\’etermin\’e par l’\’el\’ement $s_{\alpha}^{\prime}u^{\prime}=\varphi(s_{\alpha}u)$ de
$G_{K,k}^{\prime}$ . Comme $G_{k}^{\prime}$ est ab\’elien, il suffit d’\’ecrire cette condition, d’une part
pour $s_{\alpha}$ , et d’autre palt pour $u$ ; mais pour $u$ elle n’est autre que le “ th\’e-
or\‘eme de translation ” de la th\’eori $e$ du corps de classes. La condition
(D).peut donc \^etre remplac\’ee par la condition suivante:

(D) Pour $a\epsilon F_{R,k}(s^{\prime})$ , l’automorphisme induit sur $A_{k\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ par l’automor-
phisme $s_{\alpha}^{\prime}$ de $A_{K}$ doit \^etre celui qui est d\’etermin\’e par l’image dans $C_{k}^{\prime}$ de
l’\’el\’ement

$1_{\beta}Ia_{\alpha,\theta}\epsilon \mathfrak{g}$ de $C_{k}$ .
Soit maintenant $\mathfrak{g}^{\prime}$ un sous-groupe de $\mathfrak{g}$ ; soit $k^{\prime}$ le corps interm\’ediaire

entre $k$ et $K$ qui correspond \‘a $\mathfrak{g}^{\prime}$ . Si on tient compte de (B), la condi-

tion (D’), appliqu\’ee \‘a $K$ et $k^{\prime}$ , donne ce qui suit:
$(D^{\prime\prime})$ Si $a\epsilon \mathfrak{g}^{t}$ , l’automorphisme induit par $s_{\alpha}^{\prime}$ sur $A_{k}$, est celui qui est

d\’etermin\’e par l’image dans $C_{k}^{\prime}$ de l’\’el\’ement
$\theta e\mathfrak{g}/I_{t}a_{\alpha,8}$

de $C_{k}$

Soit de plus $R$ un syst\‘eme de repr\’esentants dans $\mathfrak{g}$ des classes \‘a

droite suivant $\mathfrak{g}^{\prime}$ ; tout \’el\’ement de $\mathfrak{g}$ se met donc, d’une mani\‘ere et d’une
seule, sous la forme $ a\rho$ , avec $a\epsilon \mathfrak{g}^{\prime},$ $\rho\epsilon R$ . Comme $a$ est un syst\‘eme de
facteurs, on a $a_{\alpha,\mathfrak{p}\rho}=a_{\alpha^{P_{8}}},a_{\alpha\beta,\rho}a_{\iota 9,\rho}^{-3}$ , donc, pour $a\epsilon \mathfrak{g}^{\prime}$ :
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$\prod_{\lambda\epsilon^{\mathfrak{g}}}a_{\alpha,\lambda}=\prod_{\emptyset\epsilon \mathfrak{g}\prime}\prod_{\rho elt}a_{a,p_{P}}=N_{k;/k}(\prod_{\mathfrak{p}\epsilon \mathfrak{g}\prime}a_{\alpha_{1}\tau})$

’ (N).

De l\‘a, et du th\’eor\‘eme de translation de la th\’eorie $du$ corps de classes,

il l\’esulte imm\’ediatement que, si $(D^{\prime\prime})$ est satisfaite pour un $a\epsilon \mathfrak{g}^{\prime}$ , (D)
l’est aussi pour ce m\^eme $\acute{e}_{1}^{1}\text{\’{e}} menta$ . Donc, pour qu $e$ (D’) soit satisfaite
pour un \’el\’ement $a$ , il suffit que $(D^{\prime\prime})$ le soit pour $a$ et pour le groupe
cyclique $\mathfrak{g}^{t}e1lge1ld_{1}$ \’e par $a$ . Autrement dit, pour que (D) soit satisfaitc
pour $K$ et $k$ , il suffit que la condition suivante le soit:

(E) Que! que soit $a\epsilon \mathfrak{g}$ , soient $\mathfrak{g}_{r}$ le groupe cyclique engendr\’e par $a$ ,
et $k_{\alpha}$ le corps correspondant; alors $1’ automorphism_{\vee}^{\circ}$ irduit par $s_{\alpha}^{\prime}$ sur $A_{k_{\alpha}}$

doit \^etre ce lui qui est d\’etermin\’e par l’image dans $C_{k_{\alpha}}^{\prime}$ de l’\’el\’ement
$\prod_{\theta’ 0_{\alpha}^{a_{\alpha,\beta}}}$

de $C_{k_{\alpha}}$ .
R\’eciproquement, d’apr\‘es ce qui $P^{1\acute{e}c\text{\‘{e}} de}$ , si (E) et (B) sont satisfaites,

(D) le sera pour tous les couples $1\zeta,$ $1_{t^{J}}^{\prime}$ , o\‘u $k^{\prime}$ est l’un quelconque des
corps interm\’ediaires entre $K$ et $k$ .

On va donc examiner $de$ plus pr\‘es le cas des extensions cycliques.
Supposons $\mathfrak{g}$ engendr\’e par un \’el\’ement $\sigma$ d’ordre $n$ . On sait qu’on $pe$ut
alors “ normaliser” tout syst\‘eme de facteuls $x=(x_{\alpha,\beta})$ de $\mathfrak{g}$ dans un
groupe $G$ en nolmalisant le syst\‘eme correspondant $s=(s_{\alpha})$ de repr\’esen-
tants de $\mathfrak{g}$ , dans l’extension de $G$ par $\mathfrak{g}$ d\’etermin\’ee par $x$ , par la condi-
tion $s_{\sigma\mu}=s_{\sigma}^{\mu}$ pour $0\leq\mu\leq n-1$ . Alols, si on pose $s_{\sigma}^{n}=\overline{x},\overline{\chi}$ est un
\’el\’ement de $G$ invariant par $\mathfrak{g}$ ; et, pour $0\leq\mu\leq n-1,0\leq\nu\leq n-1$ , on
a $x_{\sigma_{\mu}\sigma_{\nu}}=1$ ou $\overline{\chi}$ suivant que $\mu+\nu\leq n-1$ ou $\mu+\nu\geq n$ . Pour qu$ex$ soit
$t_{1}$ ivial, il faut et il suffit qu $e\overline{x}$ soit une nolme. On conviendra d’identifier
le syst\‘eme de facteurs $no\iota$ malis\’e $x$ avec $1’\text{\’{e}}^{1}\text{\’{e}} ment\overline{x}$ .

On a d’ailleurs ici $k\subset K\subset A_{k}\subset A_{K)}$ et on sait $([5a])$ que l’image
r\’eciproqu $e$ dans $C_{k}du$ sous-groupe de $G_{k}^{\prime}=C_{k}^{\prime}$ qui colrespond \‘a $K$ n’est autre
que $N(C_{K})$ ; on peut donc identifier canoniquement $\mathfrak{g}$ avec $C_{k}f_{1}V(C_{K})$ . Soit
$a$ un \’el\’ement de $C_{k}$ dont l’image dans $\mathfrak{g}=C_{k}/N(C_{K})$ soit $\sigma_{)}$

. soit $a^{\prime}$ son
image dans $C_{k}^{\prime}$ ; soit $s_{\sigma}^{\prime}$ un \’el\’ement de $G_{K,k}^{\prime}$ ayant $a$

‘ pour image dans
$C_{k}^{\prime}=G_{k}^{\prime}=G_{K,k}^{\prime}/G_{1f,k}^{\prime c}$ . Soit $a^{*}1$ ‘\’el\’ement repr\’esentatif d’un syst\‘eme de facteurs
normalis\’e de $\mathfrak{g}$ dans $C_{R}$ qui se r\’eduise \‘a $a^{\prime}$ modulo $D_{K}$ ; $a^{*}$ est un
\’el\’ement de $C_{K}$ invariant par $\mathfrak{g}$ , donc est dans $C_{k}$ ; alors $a^{*}a^{-1}$ est dans
$D_{K}\cap C_{k}$ ; d’aprcs le \S III, $a^{*}$ est donc $de$ la forme $a^{*}=ab2$ , avec $b\epsilon\gamma_{\dot{\kappa},K}$,
$z\epsilon D_{k}$ .

Soit $\mathfrak{g}^{\prime}$ un sous-groupe de $\mathfrak{g},$ $engend_{1}$ \’e par $\sigma^{rl}$ , o\‘u $d$ est un diviseur
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de $n$ ; soit $k^{\prime}$ le corps correspondant. Supposons le syst\‘eme de re-
pr\’esentants $s^{\prime}$ de $\mathfrak{g}$ dans $G_{K,k}^{\prime}$ no malis\’e par $s_{\sigma\mu}^{\prime}=s_{\sigma}^{;\mu}$ pour $0\leq\mu\leq n-1$ ;
et, pour simplifier, notons aussi $s^{\prime}$ le syst\‘eme de repr\’esentants de $\mathfrak{g}^{\prime}$ dans
$G_{K,k}^{\prime}$ form\’e par les $s_{\sigma^{\prime}}^{\prime r_{\nu}}$ pour $0\leq\nu<n/d$. Alors la condition (B) appliqu\’ee
\‘a $k,$ $k^{\prime}$ et $K$ mo $\iota ltre$ que, si $a^{*}$ est l’\’el\’ement repr\’e$s$entatif d’un syst\‘eme
de facteurs normalis\’e appartenant \‘a l’ensemble $F_{K,k}(s^{t})$ , c’est aussi l’\’el\’ement
repl\’esentatif d’un syst\‘eme normalis\’e appaltenant \‘a $F_{1f,k},$ $(s^{\prime})$ . $D’ aut_{1}e$ part,
le transfert de $s_{\sigma}^{\prime}$ dans $G_{K,k}^{\prime}$, est l’image de $s_{\sigma^{rl}}^{\prime}$ dans $G_{K,k}^{\prime}/G_{K,k}^{\prime c}$, ; comme
nous $\cdot$ savons qu $e$ ces groupes satisfont \‘a (C), il $s’ ensuit$ que cette $derl\dot{u}\text{\‘{e}} re$

image, c’est-\‘a-dire l’automorphisme de $A_{\lambda}$ , induit par $s_{\sigma^{tl}}^{\prime}$ , est l’image dans
$C_{k\prime}^{\prime}$ de l’\’el\’ement $a$ de $C_{k}\subset C_{k;}$ . Dans ces conditions, on v\’erifie aussit\^ot que
$(D^{\prime\prime}.)$ sera satisfaite pour $K$ et $k^{\prime}$ si l’image de $a^{*}a^{-1}$ dans $C_{k}^{\prime}$ est 1,
et r\’eciproquement; cela \’equivaut \‘a dire que $a^{*}a^{-1}=b2$ doit \^etre dans
$D_{k},$ $\cap C_{k}=\gamma_{k,k},D_{k}$ , ou encore que $b$ doit \^etre dans $\gamma_{k,k},$ . Pour $k^{\prime}=k$, cette
condition se r\’eduit \‘a $b=1$ .

Soit $v$ une valuatSon r\’eelle de $k$ qui se ramifie dans $K$, s’il en existe;
soit $w$ l’une des valuations de $K$ qui la prolongent; prenons pour $\mathfrak{g}^{\prime}$ le
sous-groupe de $\mathfrak{g}$ qui laisse $w$ invariante; comme $\mathfrak{g}^{\prime}$ doit \^etre d’ordre 2,
$n$ est alors pair, et on a $\mathfrak{g}^{\prime}=\{\epsilon, \sigma^{n/2}\}$ . Puisque $w$ est invariante par
$\mathfrak{g}^{\prime}=\mathfrak{g}(K/k‘)$ , $w$ induit sur $k^{\prime}$ une valuation r\’eelle; il n’y a donc pas de
valuation l\’eelle de $k$ qui se ramifie $d$ ans $k^{\prime}$ , et on a $\gamma_{k,k},=\{1\}$ . Si donc
$(D$“ $)$ est satisfaite pour $K$ et $k^{\prime}$ , (D’) est satisfaite pour $K$ et $k$, et
l\’eciproquement. Si d’autre part il n’y a pas de valuation r\’eelle de $k$ qui
se ramifie dans $K$, et en particulier si $n$ est impair, on a $\gamma_{k,K}=\{1\}$ ; en ce
cas (D) est v\’erifi\’ee d’elle-m\^eme pour $K$ et $k$ , et (D’) l’est pour $K$ et
tout corps $k^{t}$ interm\’ediaire entre $K$ et $k$ .

Rcvenons au cas d’une extension galoisienne quelconque $K$ de $k$ .
Comme on l’a vu, compte $teiJu$ de (B), il faut et il suffit, pour que (D)
soIt satisfaite pour $K$ et tout corps intelm\’ediaire entre $K$ et $k$ , que $(D^{\prime\prime})$ le
soit pour tout sous-groupe cyclique de $\mathfrak{g}$ , ou, ce qui revient au m\^eme, que
(E) le soit; et de plus notre \’et\mbox{\boldmath $\iota$}:de des extensions cycliques nous a
mont] \’e qu’il en sera ainsi poulvu qu $e(D^{r/})$ le soit pour les sous-groupes
d’ordre 2, c’est-\‘a-dire que (E) le soit pour les \’el\’ements d’ordre 2.

Pour appliquer cette condition, nous supposerons d\’esolmais tout syst\‘eme
de facteurs $x=(x_{\alpha,\circ})$ de $\mathfrak{g}$ dans un groupe $G$ normalis\’e par la condition que
$x_{\epsilon,\alpha}=x_{\alpha,e}=1$ quel qu $e$ soit $a$ ; cela revient, comme on sait, \‘a llormaliser le
syst\‘eme correspondant $s=(s_{\alpha})$ de repr\’esentants de $\mathfrak{g}$ , dans l’extension de
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$G$ par $\mathfrak{g}$ d\’etermin\’ee par $\dot{x}$, par la condition que $s_{5}$ soit l’\’el\’ement neutre de
cette $e$ xtension. Sur un groupe \‘a deux \’el\’ements, cette normalisation
coincide avec celle qui l\’esulte des conventions faites ci-dessus pour les
groupes cycliques. Cela \’etant entendu une fois pour toutes, on voit qu’au
lieu de (E) il suffit de s’imposer la condition suivante:

(F) Quel qu $e$ soit l’\’el\’ement $\sigma$ d’ordre 2 dans $\mathfrak{g}$ , soit $k_{\sigma}$ le corps
correspondant au sous-groupe $\{e, \sigma\}$ de $\mathfrak{g}$ ; alors l’automorphIsme $i$ nduit sur
$A_{k\sigma}$ par $s_{\sigma}^{\prime}$ doit \^etre celui qui est d\’etermin\’e par l’image dans $C_{k\sigma}^{\prime}$ de l’\’el\’ement
$a_{\sigma,\sigma}$ de $C_{k_{\sigma}}$ .

V. Solution du probl\‘eme.

Avec les m\^emes notations que plus haut, nous allons montrer mainte-
nant, en $pre$mier lieu, qu’il existe un syst\‘eme de facteurs $a=(a_{\alpha,\triangleright})$ de $\mathfrak{g}$

dans $C_{K}$ qui se r\’eduit \‘a $a^{\prime}$ modulo $D_{K}$ et qui satisfait \‘a (F), et que ces
conditIons $\dot{d}\acute{e}terminent$

$a$ au cobord pr\‘es d’une cochaine de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}$.
L’ensemble des syst\‘emes de facteurs qui $y$ satisfont \’etant d\’esign\’e par
$F_{A,k}(t)$ , les groupes $G_{K,k}$ et 1es homomorphismes $\varphi$ d\’etermin\’es par les
$F_{K,k}(s^{\prime})$ satisfont trivialement \‘a (B); nous ferons voir qu’ils satisfont aussi
\‘a (A) et \‘a (C).

Pour cela, soient $a_{\alpha}^{*}.$

’ des \’el\’ements de $C_{K}$ se r\’eduisant respectivement
aux $a_{\acute{\alpha},\beta}$ modulo $D_{X}$ ; comme $\partial a^{\prime}=1,$ $\partial a^{*}$ est une cochaine de $\dim e$nsion 3 de
$\mathfrak{g}$ dans $D_{X}$ ; c’est \’evidemment un cocycle; d’apr\‘es le \S III, celui-ci est
trivial dans $D_{K}$, c’est-\‘a-dire de la forme $\partial 2$ , o\‘u 2 est une cochaine de $\mathfrak{g}$

dans $D_{K}$, et par suite $a^{*}z^{-1}$ est un cocycle. Autrement dit, en remplagant
$a^{*}$ par $a^{*}z^{-1}$ , on a le droit de supposer que $a^{*}$ lui-m\^eme est un cocycle.
Supposons le probl\‘eme r\’esolu; soit $a\epsilon F_{K,k}(s^{\prime})$ ; on a $a=a^{*}b$, o\‘u $b$ est un cocycle
de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}$ qu’il s’agit de d\’eterminer, ou plus exactement dont il s’agit de
d\’eterminer la classe d’homologie, puisque $a$ n’est d\’etermin\’e qu’\‘a un cocycle
trivial pr\‘es de $\mathfrak{g}$ dans $D_{K}$. Autrement dit, il s’agit de d\’eterminer un $a\epsilon F_{K,k}(s^{\prime})$

parmi les cocycles $a^{*}b$ quand on fait parcourir \‘a $b$ un syst\‘eme complet de
repr\’esentants des classes de cohomologie de $\mathfrak{g}$ dans $ D_{A}\cdot$. Un tel syst\‘eme
a \’et\’e d\’etermin\’e au \S III; il se compose des images dans $D_{K}^{\prime}$ des cocycles
$I_{i}Jb_{i}^{f_{i}}$ , o\‘u $b_{i}$ est un cocycle non trivial de $\mathfrak{g}$ dans le $‘$ . tore de seconde

sorte ”
$\theta$ , et o\‘u $f_{i}=0$ ou 1, pour $1\leq i\leq r_{0}$ .

Soit maintenant $\sigma$ un \’el\’ement d’ordre 2 de $\mathfrak{g}$ ; soit $a_{\sigma}^{\prime}$ l’automorphisme
de $A_{k_{\sigma}}$ induit par $s_{\sigma}^{\prime}$ ; soit $a_{\sigma}$ un \’el\’ement de $C_{k_{\Phi}}$ ayant $a_{\sigma}^{\prime}$ pour image dans
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$C_{k_{\sigma}}^{\prime}$ Le transfert de $s_{\sigma}^{\prime}$ de $G_{K,,k_{\sigma}}^{\prime}$ dans $C_{K}^{\prime}$ est $a_{\acute{\sigma},\sigma}$ ; en vertu de (A)
appliqu\’ee \‘a $G_{K,k_{O}}^{\prime},$

$a_{\sigma,\sigma}^{\prime}$ est donc l’image de $a_{\sigma}^{\prime}$ par la repr\’esentation cano-
nique de $C_{k_{\sigma}}^{\prime}$ dans $C_{K}^{\prime}$. Autrement dit, $a_{\sigma,\sigma}^{*}$ et $a_{\sigma}$ ont m\^eme image dans $C_{K}^{\prime}$,

c’est-\‘a-dire que, si on pose $a_{\sigma}a_{\sigma,\overline{\sigma}}^{*1}=d_{\sigma}$ , on a $d_{\sigma}\epsilon D_{K}$. Comme d’ailleurs
$a^{*}$ est un syst\‘eme de facteurs normalis\’e, on a $a_{\sigma,\sigma}^{*\sigma}=a_{\sigma,\sigma}^{\star}$ , donc $a_{\sigma,\sigma}^{\$^{l}}\epsilon C_{k_{\sigma}}$ , d’o\‘u,

puisque $a_{\sigma}\epsilon C_{k_{\sigma}},$ $d_{\sigma}\epsilon D_{K}\cap C_{k_{\sigma}}$ .
Soient de plus $a$ quelconque dans $\mathfrak{g}$ , et $\tau=a^{-1}\sigma a$ ; $\tau$ est aussi

d’ordre 2; le cas $\tau=\sigma$ n’est pas exclu. On a, dans ces co:lditions,

$a\tau=\sigma a,$ $s_{\sigma}^{\prime}s_{\alpha}^{\prime}=s_{\acute{\sigma}\alpha}a_{\sigma,\alpha}^{\prime},$ $s_{\alpha}^{\prime}s_{\tau}^{\prime}=s_{\acute{\alpha}\tau}a_{\acute{\alpha},\tau}$ , d’o\‘u:

$s_{\tau}^{\prime}=(s_{\alpha}^{t-1}s_{\sigma}^{\prime}s_{\alpha}^{\prime})a_{\alpha,\tau}^{\prime}a_{\sigma^{-}\alpha^{\rceil}}^{\prime}$ .

Mais, d’apr\‘es la th\’eorie du corps de classes, l’automorphisme de $A_{k_{\tau}}$ induit
par $s_{\alpha^{-1}}^{\prime}s_{\sigma}^{\prime}s_{\alpha}^{\prime}$ est l’image de $a_{\sigma}^{\alpha}$ dans $C_{k_{\tau}}^{\prime}$ ; au moyen du th\’eor\‘eme de trans-
lation, il s’ensuit que $a_{\tau}$ a m\^eme image dans $C_{k}^{r_{\tau}}$ que $a_{\sigma}^{\alpha}N_{K/k_{1}}(a_{\alpha,\tau}^{*}a_{\sigma\alpha}^{*_{r}-1})$ ,

ou autrement dit n’en diff\‘ere que par un facteur $z\epsilon D_{k_{\tau}}$ .
D’autre part,’ comme $a^{*}$ est un syst\‘eme de facteurs normalis\’e, on a

$a_{\dot{\sigma},\sigma}^{Y\cdot\alpha}=a_{\sigma,\sigma\alpha}^{*}a_{\sigma,\alpha}^{*},$ $a_{\alpha,\tau}^{*\tau}a_{\alpha\tau,\tau}^{*}=a_{\tau,\tau}^{*},$ $a_{\sigma,\alpha}^{*\tau}a_{\sigma\alpha,\tau}^{*}=a_{\sigma,\alpha\tau}^{*}a_{\alpha,\tau}^{\star}$ . En $te$ nant compte de $a\tau=\sigma a$ ,

on en tire $a_{\tau,\tau}^{*}=a_{\sigma,\sigma}^{\star.\alpha}N_{K/k\tau}(a_{\alpha,\tau}^{*}a_{\sigma,\alpha}^{\star-1})$ . Par suite, on a $d_{\tau}=d_{\sigma}^{\alpha}z$ , avec
$z\epsilon D_{k_{\tau}}$ . Comme d’ailleurs $d_{\sigma}$ est dans $C_{k_{\sigma}}$ , c’est-\‘a-dire est invariant
par $\sigma$ , $d_{\sigma^{\alpha}}$ est invariant par $\tau$ , donc est dans $C_{k_{\tau}}$ ; donc $d_{\tau}$ et $d_{\sigma^{\alpha}}$

sont tous deux dans $D_{K}\cap C_{k_{\tau}}$ , qui est (\S III) le produit direct de $D_{k_{\tau}}$ et
de $\gamma_{\iota_{\tau^{K}}},$ ; comme ils ne diff\‘erent que par le facteur 2, ils ont donc m\^eme

composante dans $\gamma_{k_{\tau},K}$. Autrement dit, si on pose $d_{\sigma^{=}}\xi_{\sigma}u_{\sigma}$ , avec $\xi_{\sigma}\epsilon\gamma_{kK}0$

’

$u_{\sigma}\epsilon D_{k_{\sigma}}$ , on a $\xi_{\tau^{=}}\xi_{\sigma}^{\alpha}$ .
Cela pos\’e, soit $a=a^{*}b$. Pour que $a$ satisfasse \‘a(F), il faut et il suffit

que, pour tout $\sigma$ d’ordre 2, $a_{\sigma,\sigma}a_{\sigma}^{-1}$ soit dans $D_{k_{\sigma}}$ , ou autrement dit que
l’on ait $a_{\sigma,\sigma}^{*}b_{\sigma,\sigma}a_{\overline{\sigma}}^{1}\epsilon D_{k_{\sigma}}$ , ou encore $b_{\sigma,\sigma}\epsilon\hat{\sigma}_{\sigma}D_{k_{\sigma}}$ .

Posons $b_{i\sigma}=(b_{i})_{\sigma,\sigma}$ ; c’est un id\‘ele de $1_{K},$ invaliant par $\sigma$ puisque les
syst\‘emes de facteurs $b_{i}$ sont suppos\’es normalis\’es. Par suite, $b_{i\sigma}$ est un
id\‘ele de $1_{k_{\sigma}}$ , dont toutes les composantes relatives aux valuations discr\‘etes
de $k_{\sigma}$ ont la valeur 1, et qu’on peut donc mettre sous la forme $b_{i\sigma}^{t}b_{i\sigma}^{\prime\prime}$ avec
$b_{i\sigma}^{t}\epsilon\Gamma_{k_{\sigma}},$ $b_{i\sigma}^{\prime\prime}\epsilon H_{k_{\sigma})}^{\prime}$ posons $b_{\sigma}^{t}=J_{i}Ib_{t\sigma}^{;J_{i}},$ $b_{\sigma}^{\prime\prime}=J_{i}lb_{i\sigma^{f_{i}}}^{\prime\prime}$ . Alors $b_{\sigma,\sigma}$ est le produit

des images de $b_{\sigma}^{\prime}$ et de $\delta_{a}^{\prime\prime}$ dans $C_{x_{\sigma}}$ ; la premi\‘ere est dans $\gamma_{k_{\sigma}},$ la seconde
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dans $D_{k_{\sigma}}$ . Si donc on d\’esigne par $\Xi_{a}$ l’\’el\’ement de $I_{k_{\sigma}}^{\tau}$ qui a pour image
$\xi_{\sigma}$ dans $\gamma_{k_{\sigma}}$

, on voit que la condition $b_{\sigma.\sigma}\epsilon\xi_{\sigma}D_{k\sigma}$ \’equivaut \‘a $b_{\sigma}^{\prime}=\Xi_{\sigma}$ . Donc,

pour toute valuation r\’eelle de $k_{\sigma},$ $b_{\sigma}^{\prime}$ et $\Xi_{\sigma}$ doivent avoir la m\^eme composante,
cette composante ne pouvant \^etre que $\pm 1$ . D’ailleurs, coInme l’imige $\xi_{\sigma}$

de $\Xi_{\sigma}$ dans $\gamma_{k_{\sigma}}$ est dans $\gamma_{k_{O},K}$, les composantes de $\Xi_{\sigma}$ relatives aux valua-
tions r\’eelles de $k_{\sigma}$ non ramifi\’ees dans $K$ ont la valeur 1; et il en est de
m\^eme de $b_{i\sigma}$ , qui, consid\’er\’e comme \’el\’ement de $1_{K}$, est dans $\theta$ , donc a
toutes ses composantes \’egales \‘a 1 \‘a l’exception de celles relatives aux
valuations, toutes complexes, de $K$ qui prolongent la valuatIon r\’eelle $v$

de $k$ . Il s’ensuit qu $e$ notre probl\‘eme consiste \‘a d\’eterminer les $f_{i}$ de telle
sorte que, pour chaque $\sigma$ , les composantes de $b_{\sigma}^{\prime}re$ latives aux valuations
l\’eelles de $k_{\sigma}$ qui se ramifient dans $K$ soient respectivement \’egales aux
composantes correspondantes de $\Xi_{\sigma}$ .

Pour chaque $i$ , choisissons, parmi les valuations de $K$ qui prolongent
$v_{i}$ , une valuation $w_{i}$ ; les autres sont alors les valuations $w_{i}^{\alpha}$ , avec $a\epsilon \mathfrak{g}$ .
Soit $\sigma_{i}$ l’\’el\’ement d’ordre 2 de $\mathfrak{g}$ qui laisse $w_{i}$ invariante; on a $zv_{i}^{\sigma_{i}\alpha}=w:^{\alpha}$

’

de sorte qu’il n’y a bien que $n/2$ valuations $w_{i}^{\alpha}$ distinctes. Toute valuation
r\’eelle de $k_{\sigma}$ qui se ramifie dans $K$ induit sur $k$ l’une des valuations $v_{i}$ , et
la valuation de $K$ qui la prolonge est alors de la forme $zv_{i}^{\alpha}$ ; comme celle-
ci doit \^etre invariante par $\sigma$ , on a donc alors $\sigma=\alpha^{-1}\sigma_{i}a$ . Nous avons donc
\‘a $e$xprimer que, pour chaque $i$ et chaque $a\epsilon \mathfrak{g}$ , les id\‘eles Il $b_{J^{\sigma}}^{\prime J_{j}}$ et $\Xi_{\sigma}$ , o\‘u

$j$

l’on a pris $\sigma=a^{-1}\sigma_{i}a$ , ont m\^eme composante relative \‘a la valuation induite
sur $k_{\sigma}$ par $w_{l}^{\alpha}$ . Mais, pour $j\neq i,$ $b_{J^{\sigma}}$ , donc aussi $b_{J^{\sigma}}^{\prime}$ , a la composante 1
pour cette valuation; d’autre part, pour cette valuation, qui est r\’eelle sur
$k_{\sigma}$ , tout \’el\’ement de $H_{k\sigma}^{\prime}$ , donc en particulier $b_{\sigma}^{\prime\prime}$ , a la composante 1; enfin,
il r\’esulte d’un th\’eor\‘eme d\’ej\‘a cit\’e $(v^{(4)})$ que, pour cette valuation, $b_{i\sigma}$ a
la composante $-1$ , car dans le cas contraire le syst\‘eme de facteurs $b_{i}$ serait
trivIal dans $\theta_{i}$ . En d\’efinitive, on a donc \‘a d\’eterminer les $f_{i}$ par la condition
que la composante de $\Xi_{\sigma}$ relative \‘a la valuation induite par $\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau v^{\alpha}$ sur $k_{\sigma}$ soit
\’egale \‘a $(-1)^{r_{i}}$ . Mais, d’apr\‘es ce qu’on a d\’emontr\’e plus haut, on a
$\xi_{\sigma^{=}}\xi_{\sigma_{i}}^{\alpha}$ , d’o\‘u $\Xi_{\sigma}=\Xi_{\sigma_{i}^{\alpha}}$ . Autrement dit, la composante de $\Xi_{\sigma}$ relative \‘a $w_{i}^{\alpha}$

est \’egale \‘a la composante de $\Xi_{\sigma_{i}}$ relative \‘a $w_{i}$ ; cette derni\‘ere doit donc \^etre

\’egale \‘a $(-1)^{J^{i}}$, et, si on prend les $f_{i}$ tels qu’il en soit ainsi, ils fournissent une
solution du probl\‘eme. Cela ach\‘eve la $pre$mi\‘ere partie de notre d\’emonstration.

On d\’esignera donc par $G_{R,k}$ et $\varphi$ le $g_{1}$ oupe et l’homomorphisme
d\’etermin\’es par $1’ ensemb!e$ de syt\‘emes de facteurs $F_{A,k}(s^{\prime})$ qu’on vient de
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construire; ils satisfont \‘a (D) par construction, et, comme on l’a d\’ej\‘a
observ\’e, ils satisfont trivialement \‘a (B) ; pour $k\subset k^{\prime}\subset K$, on identifiera donc
dor\’enavant $G_{K,,k}$, avec son imige dans $G_{K,k}$ par l’isomorphisme $\omega$ dont il a
\’et\’e question au d\’ebut du \S IV.

teurs qui permet de d\’efinir $G_{K,k}$ dans ce cas.

est ainsi de $C_{K}$, et on a d\’efini au \S I un homomorphisme $d$ de $C_{K}$

sur $R$ , ayant pour noyau le sous-gIoupe compact maximal $C_{B^{0}}$ de $C_{K}$ ;
la d\’efinition de $d$ montre que $d$ est invariant par $to\dot{u}t$ automorphisme de
$K$, de sorte que $\mathfrak{g}$ induit sur $C_{K}/C_{K}^{0}$ l’automorphisme identique. En se
servant du fait que le groupe des repr\’esentations de $R$ dans $C_{K}^{0}$ (et $p1\iota 1S$

g\’en\’eralement dans tout groupe ab\’elien) a la propri\’et\’e d’unique divisibilit\’e,
on v\’erifie alors ais\’ement qu’on peut $\text{\’{e}}_{C1}$ ire $C_{K}$ comme produit direct
$X\times C_{K^{0}}$, o\‘u $X$ est isomorphe \‘a $R$ et a tous ses \’el\’ements invariants par $\mathfrak{g}$ ;
il est clair que $X\subset D_{K}$. Soit $a=(a_{\alpha,\theta})\epsilon F_{X,k}(s^{\prime})$ ; alors les $d(a_{\alpha,\theta})$ forment un
syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}$ dans $R$ , n\’ecessairement trivial, donc de la forme
$\partial b$ , o\‘u $b$ est une cochaine de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}/C_{K}^{0}$ ; en identifiant ce dernier
$g_{1}$ oupe avec $X,$ $b$ devient une cochaine de $\mathfrak{g}$ dans $X\subset D_{R}$ ; on voit donc
qu’en $rem_{P^{la}\sigma}ant$ $a$ par $a(\partial\delta^{-1})$ , on peut supposer que $a$ est un syst\’eme
de facteurs de $\mathfrak{g}$ dans $C_{K}^{0}$. Il est imm\’ediat qu’alors $G_{K,k}$ est le produit
direct de $X$ et $de$ l’extension de $C_{K}^{0}$ par $\mathfrak{g}$ d\’etermin\’ee par ce syst\’eme. Il
s’e suit en particulier que $G_{K^{C},k}$ , adh\’erence du groupe engendr\’e par les
commutateurs de $G_{R,k}$ est compact; et $G_{K,,k}^{a}$ est produit direct d’un groupe
isomorphe \‘a $R$ et d’un groupe compact.

Passons \‘a la v\’erification de (A). Soit $t$ le transfert de $G_{K,k}$ dans $C_{K}$ ;
nous devons faire voir d’abord $q\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}’ et$ applique $G_{K,k}$ sur $C_{k}$ . Nous savons
d\’ej\‘a que $t(G_{X,k})\subset C_{k}$ , et que $t(G_{K,k})\supset t(C_{K})=N(C_{K})$ . Si $K$ est une ex-
tension cyclique, alors, d’apr\‘es la d\’etermination explicite de $F_{K,k}(s^{\prime})$ donn\’ee

pour ce cas, nous savons qu’il $y$ a dans $G_{R,k}$ un rep]\’esentant $s_{\sigma}$ du g\’en\’erateur
$\sigma$ de $\mathfrak{g}$ tel que $s_{\sigma}^{n}=a$ , o\‘u $a$ est dans $C_{K}$ et tel que son image dans
$\mathfrak{g}=C_{k}/\Lambda^{\gamma}(C_{K})$ soit $\sigma$ ; comme on a en ce cas $t(s_{\sigma})=s_{\sigma}^{n}$ , on a donc $bIell$

$t(G_{X,k})=C_{k}$ . Passons au cas g\’en\’eral; posons $T=t(G_{A,k})$ , et soit 7“‘ l’image
de $T$ dans $C_{k}^{\prime}$ . Comme $G_{K,,k}^{\prime}$ satisfait \‘a (A), l’image de $T^{\prime}$ dans $C_{R}^{\prime}$ par
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la $re$pr\’esentation canonique de $C_{k}^{\prime}$ dans $C_{P}^{\prime}$ n’est autre que celle de $C_{k}^{\prime}$ ; il
revient au n]\^em$e$. de dire que $TD_{k}\gamma_{k,K}=C_{k}$ Comme $D_{k}=N(D_{K})\subset T$, il
nous reste donc seulement \‘a montrer que $T\supset\gamma_{k,K}$. Pour cela, $\prime v_{i},$ $w_{i},$ $\sigma_{i}$

ayant le m\^eme sens que pr\’ec\’edemment, soit de nouveau $\overline{a}=(a_{v})$ l’id\‘ele

de $1_{k}$ tel que $a_{c_{i}},=-1$ et $a_{v}=1$ pour $v\neq v_{i}$ . Posons $k=k_{a_{i}}$ ; soit $\overline{c}_{i}=(c_{w})$

l’id\‘ele de $1_{K}$ tel qu $ec_{w_{i}}=-1$ et $c_{w}=1$ pour $r\iota\vee\mp\iota v$ ; $\overline{c}_{i}$ est invariant par
$\sigma_{i}$ , et est donc dans $1_{k_{i}}$ . Le groupe $\gamma_{k,K}$ est engendr\’e par les images $a_{i}$

des $\overline{a}_{i}$ dan $sC_{k}$ . Comme notre r\’esultat est vrai pour les extensions quadra-
tiques, .il l’est pour $K$ et $k$ , et il $y$ a donc un \’el\’ement $s_{i}$ de $G_{K,k_{i}}$ dont
l’image, par le transfert de $G_{K,k_{i}}$ dans $C_{K}$, soit l’image $c_{i}$ de $\overline{c}_{i}$ dans $C_{k_{i}}$ .
La formule (N) du \S IV donne alors $t(s_{i})=N_{\iota_{i}/k}(c_{i})=a_{i}$ , ce qui ach\‘eve la
d\’emonstration.

Montrons maintenant que le noyau de $t$ est $G^{c_{K,k}}$ . Comme $G^{r_{K,k}}$ satisfait
\‘a (A), le transfelt r\’eduit de $G_{K)k}^{\prime}$ dans $C_{R}^{\prime}$ n’est autre que la repr\’esentation
canonique de $C_{k}^{\prime}=G_{K,k}^{\prime a}$ dans $C_{K}^{\prime}$ et a donc pour noyau l’image $\gamma^{t}$ de $\gamma_{k,K}$ dans
$C_{k}^{\prime}$ ; le transfert $t^{\prime}$ de $G_{K,k}^{\prime}$ dans $C_{K}^{\prime}$ a donc pour noyau l’image r\’eciproque
$N^{\prime}$ de $\gamma^{\prime}$ dans $G_{\acute{K},k}$ ; comme $t^{\prime}$ se d\’eduit de $t$ par passage au quotient, le
noyau de $t$ est donc contenu dans 1‘image r\’eciproque $N$ de $N^{\prime}$ dans $G_{R,k}$ .
Le groupe $\Lambda^{\gamma r}$ admet $G_{K,k}^{\prime c}$ comme sous-groupe d’indice \’egal \‘a l’ordre de ’,
c’est-\‘a-dire \‘a $2^{r_{0}}$ . D’autre part, comme l’adh\’erence $\zeta_{J^{\neg}}eK,k$ du groupe des
commutateurs de $G_{K,k}$ est compacte, son image dans $G_{K,k}^{\prime}$ l’set aussi et est
donc l’adh\’erence $G_{K,k}^{;c}$ du groupe des commutateurs de $G_{\acute{K},k}$ ; et $G_{K,k}^{c}D_{K}$ est
un sous-groupe ferm\’e de $G_{R,k}$ , image r\’eciproque de $G_{K,k}^{\prime c}$ dans $G_{K,k}$ . Il
s’ensuit que $N$ admet $G_{K,k}^{c}D_{If}$ comme sous-groupe d’indice $2^{r_{C}}$ . Soient de
nouveau les $s_{i}$ les \’el\’ements introduits tout \‘a $1’ he\iota_{\overline{I}}re$ , tels que $t(s_{i})=a_{i}$ ;
comme $a_{i}\epsilon\gamma_{k,K}$, l’image de $a_{i}$ dans $C_{1f}^{\prime}$ est 1, donc, si $s_{i}^{\prime}$ est l’image de $s_{i}$

dans $G_{K,k}^{\prime}$ , on a $t^{\prime}(s\text{{\it \’{i}}})=1$ , c’est-\‘a-dire $s_{i}^{\prime}\epsilon N$‘, d’o\‘u $s_{i}\epsilon N$. Si d’autre palt
les $e_{i}$ sont des entiers tels que $\prod_{i}s_{i}^{e_{i}}\epsilon G_{K,k}^{c}D_{1i}$, on a $t(JIs_{i}^{e_{i}})\epsilon t(D_{A},)l$ c’est-\‘a-

dire $\Pi a_{i}^{\iota}{}^{t}\epsilon N(D_{Jf})=D_{k}$ , donc $\Pi_{a_{i}^{e_{i}}}=1$ puisque $\gamma_{k,A}\cap D_{k}=\{1,\}$ , et par suite

$e_{i}\equiv 0mod$ . $2$ quel que soit $i$. On voit donc que les $2^{r_{O}}$ \’el\’ements $\prod_{i}s_{i}^{e_{i}}$ de
$\Lambda^{\gamma}$ qu’on obtient en prenant les $e_{i}$ \’egaux \‘a $0$ ou 1 sont tous distincts modulo
$G_{A^{\prime},k}^{o}D_{K}$, et forment par suite un syst\‘eme complet de repr\’esentants des
classes suivant ce groupe dans IV

Tout \’el\’ement $\sim$ de $-\prime V$ est donc de la forme $z=xy_{i}/ls^{e_{i}}$ , avec $x\epsilon G_{B,k}^{c},$ $y\epsilon D_{K}$,

et $e_{*}\cdot=0$ ou 1 pour $1\leq i\leq r_{0}$ ; on a alors $t(2)=N\circ!)J_{:}Ia_{*}^{e}$ . Sup-
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posons qu’on ait $t(2)=1$ ; alors on a $\prod_{i}a_{i}^{\epsilon_{i}}\epsilon N(D_{R})$ , donc, comme plus hatit,

$e_{i}=0$ quel que soit $i$, et $1V(y)=1$ . Le noyau de $t$ est donc l’ensemble des
$2=xy$ , o\‘u $x\epsilon G_{B,k}^{c},$ $y\epsilon D_{K}$, et $N(y)=1$ ; et il reste \‘a montrer qu’alors $y\epsilon G^{c_{K,k}}$ .
D’ailleurs, si $weC_{K}$, on a $s_{\overline{\alpha}}^{1}w^{-1}s_{\alpha}zv=w^{1-\alpha}\epsilon G_{K,k}^{c}$ , et il suffit de faire voir que
$y$ est dans le groupe engendi\’e par les $w^{1-\alpha}$ . Comme $D_{K}/D_{K}^{\prime}$ a la propli\’et\’e
d’unique divisIbilit\’e, on a $y=^{\prime}\angle v^{n}u$ , avec $w\epsilon D_{K},$ $u\epsilon D_{K}^{t}$ , et comme toujours
$n=[K:k]$ . On a alors $N(\ovalbox{\tt\small REJECT} zv)^{n}=N(u^{-1})\epsilon D_{K}^{\prime}$, donc, d’apr\‘es la propri\’et\’e
d’unique divIsibilit\’e, $N(w)\epsilon D_{K}^{\prime}$. En posant $u_{1}=\Lambda^{\gamma}(w)u$ , on aura alors

$i^{\gamma=}(1Iw^{\iota-\alpha})u_{1}au_{1}\epsilon D_{X}^{\prime}$, $\Lambda^{\gamma}(u_{1})=1$ . Il suffit donc de montrer que $u_{1}$ est alors

dans le groupe $engend_{1}\text{\’{e}}$ par les $v^{1-\infty}$ avec $v\epsilon D_{K}^{\prime}$ , $a\epsilon \mathfrak{g}$ ; et, comme $D_{K}^{\prime}$ est
produit diiect des tores de premi\‘ere et seconde sorte d\’efinis au \S III, tout
revient \‘a d\’emontrer que chacun de ces tores poss\‘ede la propri\’et\’e en question,
ce qui ne fait pas de $difficult\text{\’{e}}^{(\S)}$ . Le noyau de $t$ est donc bien $G_{K,k}^{c}$ , c’est-\‘a-

dire que le transfert r\’eduit $\overline{t}$ de $G_{K,k}$ dans $C_{K}$ est une repr\’esentation
biunivoque de $G_{K,k}^{a}$ sur $C_{k}$ . Comme d’ailleurs chacun de ces derniers
groupes est produit direct d’un groupe isomorphe \‘a $R$ et d’un groupe com-
pact, il est facile, soit en examinant plus attentivement la nature de la
repr\’esentation $\overline{t}$ , soit par application de th\’eor\‘emes g\’en\’eraux sur la repr\’esen-
tation des groupes ab\’eliens (cf. [13], chap. VI) de conclure que $\overline{t}$ est un
isomorphisme, ce qui coQlpl\‘ete la v\’erification de (A).

Passons \‘a (C) ; soit $K^{\prime}$ une extension de $K$, galoisienne sur $k$ ; il s’agit
de d\’efinir un isomorphisme $\eta$ de $\Gamma=G_{X}/G_{K}^{c}$ sur $G_{K,k}$ , ayant les propri\’et\’es
indiqu\’ees au d\’ebut du \S IV. Le groupe $\Gamma$ admet $G_{K}^{a}=G_{K,K}/G_{K^{\prime},K}^{c}$ comme
sous-groupe invariant ferm\’e, le groupe quotient \’etant $G_{K}/G_{IpK}=\mathfrak{g}(K/k)$ ;
en vertu de (A), le $transfelt_{1}$ \’eduit $\acute{t}$ de $G_{K}$ dans $C_{K}$ est un isomorphisme
de $G_{K,K}^{a}$ sur $C_{K}$. Soit $\varphi^{\prime\prime}1’ homomorphisme$ de $G_{K\prime,\kappa}$ sur $G_{K}^{\prime}$ attach\’e \‘a $K^{\prime}$

et $k$ ; on a vu que $\varphi^{\prime\prime}(G_{K^{\prime},K}^{C})=G_{K/,K}^{\prime c}$ ; par passage au quotient, $\varphi^{\prime\prime}$ d\’efinit
donc un homomorphisme $\mu$ de $I$

‘ sur $G_{K\prime,k}^{\prime}/G_{K}^{\prime_{c}}=G_{K,k}^{\prime}$ . Si on identifie
$G_{K^{\prime},K}^{a}$ avec $C_{K}$ au moyen de $\overline{t},$ $1^{\tau}$ devient une extension de $C_{K}$ par $\mathfrak{g}(K/k)$ ,

munie d’un homomorphisme $\mu$ sur $G_{\acute{K},k}$ ; et il r\’esulte de (D) appliqu\’ee
\‘a $K^{\prime}$ et $K$ que $\mu$ coincide sur $C_{K}$ avec l’homomorphisme canonique
de $C_{K}$ sur $C_{K}^{\prime}$. Dans ces conditions, tout revient \‘a v\’erifier que $\Gamma$,
muni de cet homomorphisme $\mu$ , satisfait \‘a (F). Il revient au m\‘eme de

(5) On notera l’analogie entre cette d\’emonstration et celle qui a servi \‘a d\’eterminer les
groupes de cohomologie de $\mathfrak{g}$ dans $D_{A^{\prime}}$ ; il ser.ait \‘a souhaiter qu’on p\^ut les r\’eunir toutes deux en
une seule.
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v\’erifier (C) pour les syst\‘emes de corps $pK,$ $k^{\prime}$ , o\‘u $x^{j}$ est interm\’ediaire

entre $k$ et $K$ et tel que $[K:k^{\prime}]=2$ , ou encore de v\’erifier (C) pour $K^{\prime}$ ,
$K$ et $k$ dans le cas o\‘u $[K:k]=2$ . Supposons m\^eme, plus g\’en\’eralement,
que $K$ soit cyclique de degr\’e $n$ sur $k$ ; soient $\sigma$ un g\’en\’erateur de $\mathfrak{g}(K/k)$ ,
et $\rho$ un repl\’esentant de $\sigma$ dans $\mathfrak{g}(K^{\prime}/k)$ . Soient $(s_{\alpha})$ un syst\‘eme de re-
$P^{1}\text{\’{e}} sentants$ de $\mathfrak{g}(K^{\prime}/k)$ dins $G_{K}$ , et $(s_{\alpha}^{\prime})$ son image dans $G_{K}^{\prime}$ ; posons
$a_{\alpha_{I}\$}=s_{\alpha\beta}^{-1}s_{\alpha}s_{s}$ . Alors $(a_{\alpha,n})$ est un syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}(K^{\prime}/k)$ dans
$C_{K}$, qui satisfait \‘a $(D$ ‘

$)$ ; en particulier, l’automorphisme de $A_{k}ind\iota\prime it$ par
$s_{\rho}$ est celui qui est d\’etermin\’e par l’image de $a=\prod_{\alpha}a_{\rho,\alpha}$ dans $C_{k}^{\prime}$ , le produit $//\alpha$

\’etant \’etendu aux \’el\’ements $a$ de $\mathfrak{g}(K^{\prime}/k)$ . Mais, comme $G_{K^{\prime},k}/G_{K^{\prime},K}$ n’est autre
que le groupe cyclique $\mathfrak{g}(K/k)$ , le transfert de $s_{p}$ de $G_{K^{\prime},k}$ dans $G_{K,K}$ est
l’image de $s_{P}$

“ dans $G_{K\prime,K}^{a}$ par l’homomorphisme canonique de $G_{K}$ sur
$G_{K,K}^{a}$. Le transfert r\’eduit \’etant transitif, il s’ensuit que le transfert de $s_{\rho}^{n}$

de $G_{K}$ dans $C_{K^{\prime}}$ n’est autre que le transfert de $s_{\rho}$ de $G_{K^{;},k}$ dans $C_{K}$ , qui
est \’egal \‘a l’\’el\’ement $a$ de $C_{k}$ d\’efini plus haut. Autrement dit, quand on
identifie $G_{K^{l},K}^{a}$ avec $C_{K}$ au moyen de $\overline{t}$, l’image de $s_{\rho}^{n}$ dans $G_{K^{\prime},K}^{a}$ se trouve
identifi\’ee avec $a$ . Cela ach\‘eve la d\’emonstration.

Nous avons donc bien construit les groupes $G_{K,k}$ poss\’edant les pro-
pri\’et\’es annonc\’ees, et montl\’e qu’ils sont seuls \‘a les poss\’eder. Il faut
avouer que la $v\text{\’{e}}_{1}$ ificati\‘on qui pr\’ec\‘ede a \’et\’e assez p\’enible (encore certains
points ont-ils \’et\’e seulement esquiss\’es) ; peut-\^etre pourra-t-on Ia simplifier,
mais il ne faut sans cloute pas s’attendre \‘a obtenir une d\’emonstration
vraiment naturelle tant qu‘on n’aura pas r\’esoln le probl\‘eme fondaInental de
l’interpr\’etation des groupes $C_{k}$ .

Tout ce qui $p\iota\text{\’{e}} c\grave{e}de$ s’appliqu $e$ en particulier si on prend pour $k$ le
corps $Q$ des nombres rationnels. Si en m\^eme temps $ 0\iota\iota$ prend une suite $K_{n}$

de corps galoisiens sur $Q$ , tels que $K_{n}\subset K_{n+1}$ quel que soit $n$ , dont la $\iota$ \’eunion

soit le corps de tous lcs nombres alg\’ebriques, on pourra construire les
groupes $G_{n}=G_{K_{n},Q}$ , et, au moyen de (C), d\’efinir pour tout $n$ un homo-
morphisme de $G_{n+1}$ sur $G_{n}$ , permettant de passer \‘a la “ limite projective ”

(cf. [13]) ; celle-ci est alors un groupe qui, en un sens qu’il est facile de
pr\’eciser, est “ universel ” pour tous les groupes $G_{X,k}$ , ceux-ci \’etant des
groupes quotic $\iota\rceil ts$ de sous-groupes du ” groupe universel ‘’ (de m\^eme qu $e$

le groupe de Galois sur $Q$ du corps de tous les nombres alg\’ebriques est
“ universel “ pour les groupes $G_{If,k}^{\prime}$ ).

$-\overline{p}-$



Sur la \mbox{\boldmath $\iota$}h\’eorie $du$ corps de classes 25

VI. Application aux fonctions $L$ .
Les r\’esultats $q\iota i$ pr\’ec\‘edent permettent d’obtenir une d\’ecomposition en

facteurs des fonctions $L$ de Hecke (” mit Gr\"ossencharakteren,’’ c’est-\‘a-dire
d\’efinies sur un corps $K$ au moyen d’un caract\‘ere quelconque de $C_{K}$),
d\’ecomposition qui contient comme cas particulier celle qu’Artin a obtenue
pour les fonctions $L$ ordinaires (d\’efinies sur un corps $K$ au moyen d’un
caract\‘ere de $C_{K}^{\prime}$). Pour cela, quelques $P^{1}\text{\’{e}} liminai_{1}$ es sont n\’ecessaires.

Tout d’abord, soit $\Omega$ une extension finie ou infinie d’un colps de nom-
bres $k$ ; soit $v$ une valu\’ation de $\Omega$ , non archim\’edienne, c’est-\‘a-dire telle que
$v(x+y)\geq\inf[v(x), v(y)]$ ; soit $\mathfrak{p}$ l’id\’eal premier de $k$ associ\’e \‘a la
valuation discr\‘ete induite par $v$ sur $k$ ; on posera $q=\Lambda^{\gamma_{k/Q}}(\mathfrak{p})$ . Soit $\overline{Q}$ le
corps compl\’et\’e de $\Omega$ au moyen de la valuation $v$ (c’est-\‘a-dire au moyen de
la distance $e^{-?(x-y)}$ ) ; pour toute extension finie $K$ de $k$ , contenue dans $\Omega$ ,

on d\’esignera par $K_{l},$ $1’ adh\text{\’{e}}_{1}$ ence de $K$ dans 9; $K_{v}$ est isomorphe au com-
pl\’et\’e de $K$ par la valuation induite par $v$ sur $K$ ; de plus, le compos\’e
$k.,(K)$ de $k_{J}$ et $K$ dans S2 est un sous-espace vectoriel de $K_{v}$ sur le corps $k_{v}$ ,

donc est ferm\’e dans $K_{v}$ , et contient $K$, donc $n’ e$st autre que $K_{v}$ . Si donc
on d\’esigne par $\Omega.,$ la l\’eunion de tous les colps $K,$ . on aura $\Omega_{t},=k_{?},(\Omega)$ , et
$\Omega,$ , sera une extension $a_{l}^{1}g\text{\’{e}} brique$ , finie ou infinie, de $/\iota\gamma_{x_{\gamma)}}$ On d\’esignera par
$\Omega_{v}^{\ell}$ la plus grande extension non ramifi\’ee de $k_{v}$ , contenue dans $\Omega_{v}$ ; c’est
l’extension de $k_{v}engend_{1}$ \’ee par toutes les racines de $1^{)}unit\text{\’{e}}$ d’ordre
premier \‘a $q$ contenues dans $\Omega_{v}$ . On posera $\Omega_{t}=\Omega n\Omega_{v}^{t}$ , et $\Omega_{z}=\Omega\cap k_{v}$ ; $\Omega_{\ell}$

et $\Omega_{z}$ s’appelleront le corps d’inerlie et le corps de d\’ecomposition de $v$ dans
$\Omega$ , relativement \‘a $k$ .

Supposons de plus, \‘a partir de maintenant, que $\Omega$ soit galoisien sur $k$ ;
soit $\Gamma$ son groupe $de$ Galois, topologis\’e comme \‘a $1’ ordinai_{1}e$ ; les sous-
groupes $\Gamma_{l},$ $\Gamma_{z}$ de $l^{7}$ qui correspondent respectivement \‘a $\Omega_{t}$ et $\Omega_{z}$ s’appel-
leront les groupes d’inertie et de d\’ecomposition de $v$ dans $\Gamma$. Si $\Omega$ est de
degr\’e fini $s\dagger_{\vee}\iota rk$ , ces notions coincident avec celies qu‘on d\’efinit ordinaire-
ment sous ces m\^emes noms. En veitu d’un th\’eor\‘eme g\’en\’eral de th\’eorie
de Galois ([3], chap. V, \S 10, $n^{o}4$), $\Omega$ et $k_{c}$ , sont lin\’eairement disjoints
sur $12_{z}=\Omega nk_{v}$ , et on peut identifier le groupe de Galois $\Gamma_{z}$ de $\Omega$ sur $!2_{z}$ avec
celui de $J2_{r},=k_{v}(J2)$ sur $k_{v}$ , un \’el\’ement de ce dernier \’etant identifi\’e avec
$1^{)}\text{\’{e}} 1\text{\’{e}} ment$ de $\Gamma_{z}$ , c’est-\‘a-dire avec l’automorphisme de 2, qu’il induit sur $\Omega$ ;
de plus, dans ces conditions, la lelation $\Omega_{l}=\Omega n\Omega_{v}^{t}$ implique $\Omega_{v}^{\ell}=k_{v}(\Omega_{t})$ ,

et le groupe de Galois de $\Omega_{v}$ sur $\Omega_{l}^{l}$, peut \^ette identifi\’e avec $\Gamma_{l}$ . Comme
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$\Omega_{v}^{t}$ est ab\’elien sur $k.,$ , il s’ensuit que $\Gamma_{t}$ est un sous-groupe invariant de $\Gamma_{z}$ ,

et que $\Gamma_{z}/\Gamma_{t}$ est ab\’elien. Plus pr\’ecis\’ement, on d\’efinit un automorphisme
$\varphi$ (dit “ de Frobenius “) de $\Omega_{v}^{t}$ sur $k_{v}$ en posant $\epsilon^{\varphi}=\epsilon^{q}$ pour toute racine
$\epsilon$ de l’unit\’e d’ordre premier \‘a $q$ dans $\Omega^{\prime}$, ; et le groupe engendr\’e par $\varphi$ est
partout dense dans le groupe de Galois de $\Omega_{z^{\ell,}}$ sur $k.$ , ; ce dernier \’etant identifi\’e
avec $\Gamma_{z}/I_{t}$ , on appellera classe de Frobenius de $7^{\prime}$ dans $I^{\prime}$ l’image r\’eciproque
$\Phi$ de $\varphi d_{J}ns\Gamma_{z}$ . Si $\sigma\epsilon\Phi$ , on a $\Phi=\sigma\Gamma_{\ell}$ ; et $J_{z}^{\tau}$ est l’adh\’erence, dans $\Gamma,$ $du$

groupe $\Gamma_{f}$ engendr\’e par $\Phi$ , ou, ce qui revient au m\^eme, par $\Gamma_{t}$ et $\sigma$ .
Comme d’ailleurs la valuation $v$ de $k.$ , ne peut \^etre prolong\’ee que

$d^{)}une$ seule mani\‘ere \‘a toute extension alg\’ebrique de $k_{t},$ , et par suite \‘a $\Omega_{v}$ ,

tout automorphisme de 9,, $S^{1}trk.$, laisse $v$ invariante; d’autre part, tout
automorphisme de $\Omega$ sur $k$ qui laisse $v$ invariante peut \^etre prolong\’e par
continuit\’e \‘a un automorphisme de $\Omega.$ , qui laisse invariante l’adh\’erence
$k.,$ de $k$. Il s’ensuit que $1_{z}^{\tau}$ n’est autre que le sous-groupe de $I$

’ qui
laisse $v$ invariante. Quant \‘a $J_{\ell}$ , c’est le sous-groupe de $\Gamma_{z}$ qui laisse
invariantes toutes les racines de l’unit\’e d’ordre premier \‘a $q$ dans $\Omega_{v}$ . Mais,
dans toute extension alg\’ebrique de $k,$ , \‘a tout \’el\’ement $x$ tel que $v(x)=0$

correspond une racine $\epsilon$ de l’unit\’e d’ordre premier \‘a $q$ , et une seule, telle
que $v(x-\epsilon)>0$ ; de plus, comme $J2_{v}=k,,(\Omega)$ , il correspond \‘a tout $x\epsilon\Omega_{t}$ ,

un $ y\epsilon.\rho$ tel que $v(x-y)>0$ . Donc $J_{t}^{7}$ peut \^etre d\’efini comme le sous-
groupe de $\Gamma_{z}$ qui $transfolm^{a}\vee$ tout $ y\epsilon\Omega$ tel que $v(y)\geq 0$ en un $y^{\prime}$ tel que
$ v(y-y^{\prime})>0;\Phi$ peut \^etre d\’efini comme l’ensemble des $\acute{e}!\acute{e}ments$ de $I_{z}^{v}$

qui transforment tout $ y\epsilon\Omega$ tel que $v(y)\geq 0$ en un $y^{\prime}$ tel que $v(y^{\prime}-y^{q})>0$ ;
et le groupe $I_{J}^{\urcorner}$ engendi\’e par $\Phi$ est l’ensemble des \’el\’ements $\sigma$ de $I_{z}^{\prime}$

tels qu’il existe un entier $n\epsilon Z_{\Gamma}$-our lequel on ait $v(y^{\sigma}-y^{q^{n}})>0$ pour
tout $y\epsilon.I2$ tel que $v(y)\geq 0$ . Soit alors $K$ une extension finie de $k$ , con-
tenue dans $\Omega$ , et appartenant \‘a un sous-groupe $\Gamma$ de I‘; il r\’esulte de ce
qui pr\’ec\‘ede que les groupes de d\’ecomposition et d’inertie de $v$ dans $I^{v}$

sont $\Gamma_{\vee}^{\prime}\sim=\Gamma_{z}\cap\Gamma$ et $ I_{\ell}^{\prime}=\Gamma_{t}\cap\Gamma$ . Soit de plus $\mathfrak{P}$ l’id\’eal premier de $K$ associ\’e
\‘a la valuation induite sur $K$ par $v$ ; et soit $N_{X/k}(\mathfrak{P})=\mathfrak{p}^{J}$, d’o\‘u $N_{K/c)}(\mathfrak{P})=q^{\prime}$ ;
alors la classe de Frobenius de $v$ dans $I^{v}$ est $\Phi^{\prime}=\Phi^{f}\cap\Gamma$ ; et $K_{v}$ contient
une racine primitive d’ordre $q^{f}-1$ de l’unit\’e, d’o\‘u il suit que $\Phi^{m}\cap\Gamma=\phi$

pour $m\not\equiv Omod$ . $f$. Par suite, le groupe $\Gamma_{f}^{\prime}e\iota lgend_{1}$ \’e par $\Phi^{\prime}$ est donn\’e
par $ I_{J}^{v}=\Gamma_{f}\cap\Gamma$ .

On notera de plus que toutes les valuations de $\Omega$ qui prolongent une
valuation donn\’ee de $k$ sont transform\’ees les unes des autres par les auto-
morphismes de $\Omega$ sur $k$ , comme il r\’esulte aussit\^ot du fait qu’il en est ainsi
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$po\iota\iota r$ toute extension galoisienne de $k$ de degr\’e fini contenue dans $\Omega$ . Par
suite, si $\mathfrak{p}$ est donn\’e, les $gro\iota\Phi es\Gamma_{z},$ $\Gamma_{\ell},$ $\Gamma_{f}$ , et la classe $\Phi$ , sont d\’etermin\’es
\‘a un automorphisme int\’erieur pr\‘es de $\Gamma$ ; ils sont compl\‘etement d\’etermin\’es
si $\Gamma$ est ab\’elien.

Appliquons ce qui pr\’ec\‘ede au cas o\‘u $K$ est une extension galoisienne
finie $d’ u.n$ corps de nombres $k$ , et o\‘u on prend $\Omega=A_{K}$. Avec nos notations
ordinaires, le groupe de Galois de $\Omega$ sur $k$ sera $\Gamma=G_{K,k}^{\prime}$ , et $K$ appartiendra au
sous-groupe $\Gamma=G_{K}^{\prime}=C_{K}^{\prime}$ de $\Gamma$. La valuation $v$ \’etant comme ci-dessus, soit $U_{v}$ ,

comme au \S I, le sous-groupe de $I_{K}$ form\’e des id\‘eles dont la coordonn\’ee
relative \‘a $v$ (ou plut\^ot \‘a la valuation induite sur $K$ par v) est une unit\’e

de $K_{v}$ , et dont toute autre coordonn\’ee est 1 ; soit $\overline{p}$ un id\‘ele dont la coor-
donn\’ee $p_{v}$ relative \‘a $v$ engendre l’id\’eal premier adh\’erence de $\mathfrak{P}$ dans $K_{v}$

(c’est-\‘a-dire est telle qu $ev(p_{v})$ soit $>0$ et engendre le groupe des valeurs
prises par $v$ sur $K$ ), et dont toute autre coordonn\’ee soit 1; $U_{v}$ et $\overline{p}$

engendrent le groupe des id\‘eles dont toute coordonn\’ee, sauf celle relative
\‘a $v$ , est 1, groupe qu’on peut identifier avec $K_{v^{*}}$ . Soient $V,$ $V_{0},$ $p$ les
images de $K_{v}^{A^{d}}\backslash ,$ $U_{2}$ , et $\overline{p}$ dans $C_{K}$ ; il est imm\’ediat que $V$ est un sous-
groupe ferm\’e de $C_{K}$, engendr\’e par $V_{0}$ et $p$ , et que l’homorphisme canonique
de $1_{A}$ sur $C_{K}$ induit sur $I\zeta_{v^{*}}$ un isomorphisme de $K_{v}^{*}$ sur $V$ Soient $V^{\prime}$ ,
$V_{0}^{\prime},$ $p^{\prime}$ les images ’de $V,$ $V_{0},$ $p$ dans $C_{K}^{\prime}$. 11 r\’esulte de la th\’eorie du corps
de classes (cf. $\lfloor 5a]$) que le groupe d’inertie de $v$ dans $\Gamma^{\prime}=C_{\acute{R}}$ est $\Gamma_{t}=V_{0}^{\prime}$ ,

que la classe de Frobenius de $v$ dans $\Gamma^{\prime}$ est $\Phi^{\prime}=p^{\prime}V_{0}^{\prime}$ , et par suite que le
groupe de d\’ecomposition $\Gamma_{l^{\prime}}$ de $v$ dans $\Gamma$ est l’adh\’erence du groupe $\Gamma_{f}=V^{\prime}$

engendr\’e par $\Phi^{\prime}$ . De plus, la repr\’esentation de $K_{v^{*}}$ sur $V^{\prime}$ , induite par
l’homomorphisme canonique de $1_{R}$ sur $C_{K}^{\prime}$, est fournie par le symbole de
restes normiques; comme d’ailleurs on sait ([11]) que $\Omega_{v}$ est l’extension
ab\’elienne maximale de $K_{v}$ , on conclut de l\‘a, et de la th\’eorie du corps de
classes local, que Ja repr\’esentation en question est biunivoque, donc en
particulier, puisque $U_{v}$ est compact, qu’elle induit sur $U,$, un isomorphisme
de $U_{v}$ sur $V^{\prime}$

Avec les m\^emes notations que plus haut, on a donc, dans ces condi-
tions, $l_{f}^{7l}=V^{\prime}=\Gamma_{f}nG_{K}^{\prime}$ ; on a aussi S2. $\cap K=K_{z}$ , c’est-\‘a-dire que $\Gamma_{z}G_{K}^{\prime}$ est
1‘image l\’eciproque, dans $G_{K,k}^{\prime}$ , du groupe de d\’ecomposition $\mathfrak{g}_{z}=\mathfrak{g}(K/K_{z})$

de $v$ , ou autrement dit de $\mathfrak{P}$ , dans $\mathfrak{g}(K/k)=G_{\acute{K},k}/G_{K}^{\prime}$. Comme $G_{K}^{\prime}$ est
ouvert dans $G_{K,k}^{\prime}$ , et que $I_{J}^{\prime}$ est partout dense dans $I_{z}^{\gamma}$ , on a donc
$\Gamma_{J}G_{K}^{\prime}=I_{z}G_{K}^{\prime}=G_{K,K_{e}}^{\prime}$ , d’o\‘u il suit que l’image de $\Gamma_{J}$ dans $\mathfrak{g}(K/k)$ est $\mathfrak{g}_{z}$ .
Par suite, $\Gamma_{f}$ est une extension de $\Gamma_{j}^{t}=\nabla^{\prime}$ par $\mathfrak{g}_{z}$ .
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Choisissons donc dans $\Gamma_{f}$ un syst\‘eme de repr\’esentrnts $s_{\alpha}$ des \’el\’ements

$a$ de $\mathfrak{g}_{\sim}\vee;$ ce seront en m\^eme $te$ mps dcs repr\’esentants des $a$ dans $G_{K,,K_{z}}^{\prime}$ .
Si on pose $a_{\alpha,9}^{\prime}=s_{\alpha^{-1}}^{\prime},’ s_{\alpha}^{\prime}s_{\beta}^{\prime}$ , $(a_{\alpha,\beta}^{\prime})$ est un syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}_{z}$ dans
$r\nearrow\subset C_{K}^{\prime}$ ; soit $a=(a_{\alpha,a})$ le syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}_{z}$ dans $V\subset C_{K}$ dont $(a_{\alpha,\beta}^{\prime})$

est l’image dans $V^{\prime}$ ; on va montrer que $a\epsilon F_{K,K_{z}}(s^{\prime})$ . D’apr\‘es le \S V, il
suffira pour cela de faire voir qu’il en est bien ainsi dans le cas o\‘u $k=K_{\epsilon}$

et $[K:1_{\iota}^{J}]=2$ . Supposons m\^eme plus g\’en\’eralement que $K$ soit cyclique
de degr\’e $n$ sur $k$ , et que $k=K$. ; soit $\sigma$ un g\’en\’erateur de $\mathfrak{g}(K/k)=\mathfrak{g}_{z}$ ;
soit $s_{\sigma}$ un repr\’esentant de $\sigma$ dans $\Gamma_{f}$ ; soit $a^{\prime}=s_{\sigma^{n}}^{\prime}$ . Alors $a^{\prime}$ est dans $V$

et est invariant par $\sigma$ ; c’est donc l’image dans $V^{\prime}$ d’un \’el\’ement $a$ de $k_{v}^{*}$ .
Il s’agit de prouver que l’automorphisme de $A_{k}$ induit par $s_{\acute{\sigma}}$ est celui qui
est d\’ete\mbox{\boldmath $\iota$}min\’e par l’image de $a$ dans $C_{k}^{\prime}$. On a vu en effet qu’on peut identifier
$\Gamma_{z}$ avec le groupe de Galois de $\Omega_{v}=k,,(\Omega)$ sur $k_{t},$ , et aussi que le sous-
corps $\gamma_{\triangleright^{\prime}}l(A_{k})$ de $\Omega_{v}$ est l’extension ab\’elienne maximale de $k_{v}$ . 11 r\’esulte
alors du $th\acute{e}0_{1}^{\cdot}\text{\‘{e}} me$ de transfert $1_{0_{\vee}^{\wedge}}a1^{(f)}$

) que l’automorphisme $de\nearrow_{\iota_{v}}(A_{k})$ induit
par l’automorphisme $s_{\sigma}^{\prime}$ de $\Omega_{f}$ , est celui qui correspond \‘a $a$ par le symbole
de restes normiques; l’automorphisme de $A_{k}$ induit par $s_{\acute{\sigma}}$ est donc bien
celui qui est d\’etermin\’e par l’image de $a$ .

Par cons\’equent on a en g\’en\’eral $a\epsilon F_{KK_{z}}(s^{\prime})$ ; on peut donc choisir des
repr\’esentants $s_{\alpha}$ des $s_{\alpha}^{\prime}$ dans $G_{K,k}$ de telle sorte que $s_{\overline{\alpha}\beta}^{1}s_{\alpha}s_{\beta}=a_{\alpha,\beta}$ quels
que soient $a,$ $\beta$ dans $\mathfrak{g}_{z}$ Soit $H_{z}$ le sous-groupe de $G_{K,k}$ engendr\’e par $V$

et par 1es $\text{\’{e}}_{A}^{1}ements$
$s_{\alpha}$ ainsi choisis; c’est un groupe ferm\’e, puisqu’il admet

le sous-groupe ferm\’e $V$ de $C_{K}$ comme sous-gioupe d’indice fini. Il est
clair que l’homomorphisme canonique de $G_{K,k}$ sur $G_{K,k}^{\prime}$ induit sur H. une
repr\’esentation biunivoque de H. sur $\Gamma_{f}$ ; soient $H_{t}$ et $F$ les images l\’ecipro-
ques de $\Gamma_{t}$ et de $\Phi da\iota lsH_{z}$ par cette repr\’esentation; $F$ est une classe dans
$H_{z}$ suivant $H_{\ell}$ , et $H_{z}$ est engendr\’e par $F$. On a d’ailleurs $\Gamma_{t}^{\prime}=\Gamma_{\ell}nG_{K}^{\prime}=V_{0}^{\prime}$ ;
et on a $\Omega_{t}\cap K=K_{t}$ , c’est-\‘a-dire que $I_{t}^{7}G_{K}^{\prime}$ est l’image l\’eciproque $G_{K,K_{t}}^{\prime}$ ,

dans $G_{K,k}^{\prime}$ , du groupe d’inertie $\mathfrak{g}_{t}$ de $\mathfrak{P}$ dans $\mathfrak{g}(A^{\prime}/k)$ ; on en conclut
qu $e$ $1^{\tau,}$ est une extension de $V_{0}^{\prime}$ par $\mathfrak{g}_{t}$ , d’o\‘u il suit que $H_{t}$ est une
$e$ xtension de $V_{0}$ par $\mathfrak{g}_{t}$ , et est donc compact. Comme $\Gamma_{l}$ est invariant

(6) C’est le th\’eor\‘eme local analogue \’a notre propri\’et\’e (A) du \S $n$ ; pour la d\’emonstration,
$v$. $[5c]$ . On notera que, pour les besoins de notre d\’emonstration, il suffirait de connaitre ce
th\’eor6me pour les extensions quadratiques; le cas g\’en6ra1 r\’esulterait alors de ce qui suit.
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dans $\Gamma_{z}$ , donc dans $\Gamma_{f},$ $H_{t}$ est invariant dans H. ; et $H_{z}/H_{l}$ est engendi \’e

par l’image dans ce gloupe d’un \’el\’ement quelconque de F. D’ailleuls
$H_{z}/H_{t}$ n’est pas fini, puisque $H_{t}$ est compact et que H., qui contient le

groupe non compact $V$, n’est p.ts compact. Donc $H_{z}/H_{l}$ est isomorphe \‘a

$Z$.
Le $g_{1}$ oupe $H_{z}$ d\’epend d’ailleuls du choix des $s_{\alpha}$ , choix que les condi-

tions \’enonc\’ees ci-dessus ne suffisent pas \‘a $d\text{\’{e}}_{te1}$ miner. Mais tout autre choix,

conforme \‘a ces conditions, ne peut consister qu’\‘a remplacer les $s_{\alpha}$ par
$s_{\alpha^{2}\alpha}$ , avec $2_{\alpha}\epsilon D_{K}$ et $\partial 2=1$ ; comme le groupe de cohomologie de dimension
1 de $\mathfrak{g}_{z}$ dans $D_{K}$ est tiivial, on aura donc $2_{\alpha}=u^{\alpha-1}$ , avec $u\epsilon D_{K}$, d’o\‘u
$s_{\alpha}z_{\alpha}=us_{\alpha}u^{-1}$ . Autrement dit, tout autre choix des $s_{\alpha}$ conduit \‘a remplacer $H_{z}$

par $uH_{z}u^{-1}$ , avec $u\epsilon D_{K}$ ; l’un quelconque de ces groupes s’appellera un
groupe de d\’ecomposition de la valuation $v$ dans $G_{K,k}$ . Si $H_{z}$ est fix\’e, $H_{t}$ et
$F$ sont compl\‘etement d\’etermin\’es et s’appelleiont le groupe d’inerlie et la
classe $ d\ell$ Frobenius de $v$ dans $H_{z}$ .

Si donc $H_{1}$ est un groupe de d\’ecomposition de $v$ dans $G_{K,k}$ , on a
$H_{1}\cap C_{K}=V$, et l’image de $H_{1}$ dans $G_{K,k}^{\prime}$ est $I_{f}^{\prime}$ . R\’eciproquement, si un sous-
groupe $H_{1}$ de $G_{K,k}$ a pour image $f_{f}^{\prime}$ dans $G_{K,k}^{\prime}$ , et si $H_{1}\cap C_{K}\subset\nabla,$ $H_{1}$ est
un groupe de d\’ecomposition de $v$ dans $G_{K,k}$ . En $effe\zeta$ soit $t_{\alpha}$ , pour chaque
$a\epsilon \mathfrak{g}_{z}$ , un repr\’esentant de $s_{\acute{\alpha}}$ dans $H_{1}$ ; comme $t_{\alpha}$ a m\^eme image que $s_{a}$ dans
$G_{K,k}^{\prime}$ , on a $t_{\alpha}=s_{\alpha^{2}\alpha}$ , avec $z_{\alpha}\epsilon D_{K}$, d’o\‘u $t_{\alpha}^{-I}/t_{\beta}=a_{\alpha},,’(\partial 2)_{\alpha,\beta}$ . Comme $H_{1}\cap C_{K}\subset V$,

$t_{\overline{\alpha}\beta}^{1}t_{\alpha}t_{\beta}$ doit $\text{\^{e}} t_{1}e$ dans $V$, donc $(\partial z)_{\alpha,\beta}$ dans $D_{K}nV$. Comme l’homomor-
phisme canonique de $C_{K}$ sur $C_{K}^{\prime}$ induit sur $V$ une $rep_{1}$ \’esentation biunivoque
sur $V^{\prime}$ , on a $V\cap D_{K}=\{1\}$ , d’o\‘u $\partial z=1$ , et par suite, comme tout \‘a

l’heure, $2=\partial u$ , avec $u\epsilon D_{K}$. De plus, comme $\Gamma_{f}$ contient $V^{\prime}$ qui est
image biunivoque de $V$, on doit avoir $H_{1}\cap C_{K}=V$. On a donc
$H_{1}=uH_{z}u^{-1}$ .

Si on suppose seulement donn\’e l’id\’eal premier $\mathfrak{p}$ , ou, ce qui revient
au m\^eme, la valuation induite par $v$ sur $k$ , alors, comme on a vu, $\Gamma_{z},$ $\Gamma_{j}$ ,
$\Gamma_{t},$

$\Phi$ sont $d\text{\’{e}}_{te1}$ min\’es seulement \‘a un automorphisme int\’erieur pr\‘es de
$G_{K,k}^{\prime}$ ; il s’ensuit qu’alors $H_{z},$ $H,$ $F$ sont d\’etermin\’es seulement \‘a un auto-
morphisme int\’erieur pr\‘es de $G_{K,k}$ ; leurs $transf_{01}$ m\’es par un tel auto-
molphisme seront dits un groupe de d\’ecomposition, un groupe $d’ ine|tie$ , et
une classe de Frobenius de $\mathfrak{p}$ dans $G_{K,k}$ . De m\^eme, si $\mathfrak{P}$ est donn\’e, c’est-
\‘a-dire si $v$ est donn\’ee sur $K$ seulement, $H_{z},$ $H_{t}$ et $F$ sont d\’ete\mbox{\boldmath $\iota$}min\’es \‘a un
$autom_{01}\cdot pi\ddagger ismc$ int\’erieur pr\‘es de $G_{K,k}$ laissant $\mathfrak{P}$ invaliant, c’est-\‘a-dire de
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la forme $x\rightarrow uxrl^{-1}$ avec $u\epsilon G_{KK_{z},)}$.
Avec les m\^emes notations, soit de plus $\mathfrak{g}^{\prime}$ un sous-groupe de $\mathfrak{g}(K/k)$ ,

et soit 4 le sous-corps correspondant de $K$. Comme, d’apr\‘es ce qui
pr\’ec\‘ede, le groupe $H_{z}^{\prime}=H_{z}nG_{K,k}$ , a pour image dans $G_{K,k}^{\prime}$, le groupe
$\Gamma_{f}\cap G_{K,k^{\prime}}^{\prime}$ , qui est le soui-groupe de $G_{K,k}^{\prime}$ , d\’efini comme $\Gamma_{f}$ l’est dans $G_{K,k}^{\prime}$ ,

et qu’on a $H_{z}^{\prime}\cap C_{K}=V,$ $H_{z}^{\prime}$ est un groupe de d\’ecomposition de $v$ dans $G_{K,k},$ .
Soit $\mathfrak{p}^{r}$ l’id\’eal premier de $f_{\vee^{2}}^{\prime}$ associ\’e \‘a la valuation induite par $v$ sur $k^{\prime}$ ; et
soit $N_{k/k}(\mathfrak{p}^{\prime})=\mathfrak{p}^{f}$ . Comme on a vu que la classe de $F_{1}$ obenius de $v$ dans
$G_{K,k}^{\prime}$ , est $\Phi^{f}\cap G_{K,k}^{\prime},$ , et qu’on a $\Phi_{f}^{m}\gamma G_{K,k}^{\prime},=\phi$ pour $m\neq 0mod.f$, il s’ensuit,
par la correspondance biunivoque entre $H_{z}^{\prime}$ et son image dans $G_{K,k}^{\prime},$ , que
la classe de Frobenius de $v$ dans $H_{z}^{\prime}$ est $d$ onn\’ee par $F^{\prime}=F^{f}\cap G_{K,k}$, et qu’on
a $F^{\prime\prime l}\cap G_{K,k},$ $=\phi$ pour $m\frac{\perp}{1}0mod$ . $f$ ; il s’ensuit que $F^{\prime n}=F^{nf}nG_{K,k},$ , et en
paiticulier, pour $n=0$ , que $H_{\ell}^{\prime}=H_{\ell}\cap G_{K,k}$, est le groupe d’inertie de $v$ dans
$H_{z}^{\prime}$ . En particulier, si $k^{\prime}=K$, on a $H_{z}^{\prime}=V,$ $H:=V_{0},$ $F^{\prime}=pV_{0}$ .

Soit maintenant $W$ l’image dans $C_{k}$ du groupe des id\‘eles de $1_{k}$ dont
toutes les composantes ont la valeur 1 $\overline{\mathfrak{c}^{\backslash }}1$ l’exception au plus $de$ celle relative
\‘a la valuation induite par $vSU1k$ ; $W$ est le groupe de d\’ecomposition,
dans $C_{k}$ , de la valuation $’\ell/$ induite par $v$ sur $A_{k}$ . Soit $t$ le $transfe\downarrow t$ de
$G_{K,k}$ dans $C_{K}$ ; on a $\wedge t(V)=\Lambda^{\gamma}(V)\subset lV$ ; et, pour $a\epsilon \mathfrak{g}_{z}$ , la folmule (A1) $du$

\S IV
$don_{1A}\neg et(s_{\alpha})=N_{K_{z}/k}(,Jla_{\alpha,8})\epsilon W;qe\mathfrak{g}_{z}$

on a $d$onc $t(H_{z})\subset W$ Les I\’esultats

qui pr\’ec\‘edent, ainsi que l’application de la propri\’et\’e (A) \‘a $G_{K,k}^{\prime}$ , montrent
d’ailleurs que l’image de $l(F)$ dans $C_{k}^{\prime}$ est la classe de Frobenius de $zv$

dans $C_{k}^{\prime}=G_{k}^{\prime}$ , et que par suite l’image de $t(H_{z})$ dans $C_{k}^{\prime}$ est le $gl\cdot onpe$

engendr\’e par cette classe, c’est-\‘a-dire l’image de $W$ dans $C_{k}^{\prime}$ . On en con-
clut imm\’ediatement que $t(H_{z})=ll^{\prime}$, et que $t(H_{\ell})$ et $t(F)$ sont lespectivement
le gioupe d’ineltie et la classe de Fiobenius de $’\iota v$ dans $C_{k}$ .

Soit de plus $K^{\prime}$ une extension de $K$ de $\deg_{1}$ \’e fini, galoisienne sur $k$ ;
au moyen de (C), identifions $G_{K,k}$ avec $G_{K^{\prime},k}/G_{K,K}^{c}$. Soit $\overline{v}$ une valuation
de $A_{K},,$

$p_{1}$ olongeatlt la valuation $v$ de $A_{K)}$ soit $\overline{H}_{z}$ un groupe de d\’ecom-

position de $\overline{v}$ dans $G_{K,k}$ , et soient $\overline{H_{t}}$ et $\overline{F}$ le groupe d’inertie et la classe
de $F_{1}$ obenius de $\overline{v}$ dans $\overline{H_{z}}$ . On va montrer qu $e$ les images de $\overline{H}_{z},\overline{H}_{\ell},\overline{F}$

dans $G_{K,k}$ , par l’homomorphisme canonique de $G_{K^{\prime},k}$ sur $G_{K,k}=G_{K^{\prime},k}/G_{K^{f},K}^{r}$ ,

sont respectivement un groupe de d\’ecomposition de $v$ dans $G_{K,k}$ , et

le groupe d’inertie et la classe de Frobenius correspondants. En effet,

d’apr\‘es ce que nous savons d\’ej\‘a, les images de ces images dans $G_{K,k}^{\prime}$ sont
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les groupes $\Gamma_{z},$ $\Gamma_{l}$ et la classe $\Phi$ ; d’autre part, d’apr\‘es ce qu’on a d\’emon-

tr\’e $pl\iota \mathfrak{s}s$ haut, $H\cap G_{K^{t},K}$ est un groupe de $d\text{\’{e}} com_{L}$) $osit\downarrow$ on de $\overline{v}$ dans $G_{K^{\prime},K}$ ,

et par suite son image dans $C_{K}=G_{K,K}/G_{K^{\prime},K}^{o}$ , au moyen du tlansfert de
$G_{K^{\prime},K}$ dans $Cff,$ , est $V$. Cela suffit, comme nous savons, pour d\’emontre $r$

notre assertion au sujet de l’image de $H_{z}$ dans $G_{K,k}$ ; le reste s’ensuit
imm\’ediatement.

Par un caract\‘ere de $G_{K,k}$ , on entendra la trace d’une rep:\’esentation
irr\’eductible de $G_{K,k}$ par des matrices unitaires; comme $G_{K,k}$ est produit
direct d’un gronpe isomorphe \‘a $R$ et du groupe compact $G_{K,k}^{0}$ , l’\’etude des cal ac-
t\‘eres de $G_{K,k}$ se ram\‘ene \‘a celle des caract\‘eres de $G_{K,k}^{0}$ . Soit $\varphi$ une fonction
continue sur $G_{K,k}$ , \‘a valeurs num\’eriques complexes, invariante par les auto-
molphismes $int\text{\’{e}}_{1}ieuls$ de $G_{K,k}$ ; ce pourla \^etle par exemple un caract\‘ere

de $G_{K,k}$ , ou une combinaison lin\’eaire de tels caract\‘eres. Pour chaque id\’eal

premier $\mathfrak{p}$ de $k_{)}$ choisissons une classe de Frobenius $F\mathfrak{p}$ de $\mathfrak{p}$ dans $G_{K,k}$ ;
si $H\mathfrak{p}$ est le $g\downarrow oupe$ d’ineltie correspondant, $F\mathfrak{p}$ est une classe suivant $H\mathfrak{p}$

dans $G_{K,k}$ , et il en est de m\^eme de $F_{\mathfrak{p}^{n}}$ quel que soit l’entier $n$ . Comme
$H\mathfrak{p}$ est un sous-groupe compact de $G_{K,k}$ , on peut d\’efinir sur $H\mathfrak{p}$

’ d’une
mani\‘ere unique, la valeur moyenne des fonctions continues sur $H\mathfrak{p}$ de facon
que cette moyenne soit invariante par translation (ce seia l’int\’egrale prise
au moyen de la mesure de Haar sur $H\mathfrak{p}$ , norm\’ee de telle solte que l’int\’e-

grale de la constante 1 soit 1) ; et on peut transporter, par translation, cette

notion de moyenne \‘a toute classe suivant $H\mathfrak{p}$ dans $G_{K,k}$ , donc en particulier
aux classes $F\mathfrak{p}^{n}$ . Dans ces conditions, soit $M(\varphi, \mathfrak{p}^{n})$ la moyenne de $\varphi$ sur
$F\mathfrak{p}^{n}$ ; tout autre choix de $F_{\mathfrak{p}}$ reviendrait \‘a $t_{1}ansf_{01}merH\mathfrak{p},$ $F\mathfrak{p}’ F\mathfrak{p}^{n}$ par
un automorphisme int\’erieur de $G_{K,k}$ , donc ne changerait pas $\lrcorner\nu I(\varphi, \mathfrak{p}^{n})$

puisque $\varphi$ est invariante par un tel automorphisme. Nous definirons alors
une fonction $L(s, \varphi)K/k)$ par la formule

$\log L(s, \varphi;K/k)=\sum_{\mathfrak{p},n}\frac{M(\varphi,\mathfrak{p}^{n})}{n(1V\mathfrak{p})^{ns}}$ ,

o\‘u l’on a pos\’e $N\mathfrak{p}=N_{k/Q}(\mathfrak{p})$ , et o\‘u la somme est \’etendue \‘a tous les
$id\text{\’{e}}_{q}ux$ premiers $\mathfrak{p}$ de $k$ , et \‘a tous les entiers $n>0$ .

Il est clair que $\log L(s, \varphi;K/k)$ d\’epend lin\’eai $\iota$ ement de $\varphi$ . Si $I\zeta^{\prime}$

est une extension de $K$ de degr\’e fini, galoisienne sur $k$ , soit $\varphi^{\prime}$ la compos\’ee
de $\varphi$ et de $1’ h_{omomo1}$ phisme de $G_{x/,k}$ sur $G_{K,k}$ , d\’efini en veltu de (C) ;
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en particulier, si $\varphi$ est un caract\‘ere de $G_{K,k},$ $\varphi^{\prime}$ en sera un de $G_{K,k}$ . On
a vu que l’imagc $cla_{1}\cdot\iota sG_{K,k}$ d’unc classc de Frobenius de $\mathfrak{p}$ dans $G_{K,k}$ est
une classe $de$ Frobenius de $\mathfrak{p}$ dans $G_{K,k}$ . On en conclut aussit\^ot qu on a,

dans ces conditions:

$L(s, \varphi^{\prime} ; p/k)=L(s, \varphi)K/k)$ .

D’autre palt, soit $k^{\prime}$ un corps interm\’ediaire entre $k$ et $K$ ; soit $\chi$ un ca-
ract\‘ere de $G_{K,k},$ , soit $\psi$ la trace de la repl\’esentation imprimitive de $G_{K.k}$

(irr\’eductible ou non) qui est “ induite ” par la $rep_{1}$ \’esentation de $G_{K,k}$, de
trace $\chi$ . Si on tient com te des r\’esultats d\’emontl\’es plus haut, on trouve,

au moyen d’un calcul tout \‘a fait analogue \‘a celui d’ArtIn ([1a]), et qui
n’offre pas de difficult\’e:

$L(s, \psi;K/k)=L(s, \chi;K/l^{\prime})$ .

Bien entendu, si $K=l$ , et si $\chi$ est un caract\‘ere de $C_{k},$ $L(s, \chi;k/k)$

n’est autre qu’une fonction $L$ de Hecke ( mit Gr\"ossencharakteren’’)
attach\’ee au corps $k$ ; si $\chi$ est la constante 1, c’est la fonction z\^eta de $k$ ;
sinon, c’cst une fonction enti\‘ere satisfaisant \‘a l’\’equation fonctionnellc \’etablie

par Hecke ([8]). D’autre part, si la repr\’esentation de $G_{K,k}$ de caract\‘ere
$\chi$ a un noyau contenant $D_{K},$

$\chi$ peut \^etre consid\’er\’e comme un caract\‘ere de
$G_{K,k}^{\prime}$ , et $L(s, \chi;K/l_{\iota},)$ est 1‘une des $s\text{\’{e}}_{1}iesL$ “ non ab\’eliennes) introduites
et \’etudi\’ees dar $A\iota\cdot tin$ ([1a], [1c]).

Il n’y a alors qu’\‘a suivre Artin pas \‘a pas pour obtenir toute la th\’eorie
des fonctions $L(s, \chi;K/\nearrow_{\iota^{\prime}})$ attach\’ees aux caract\‘ercs de groupes $G_{K,k}$ . Le
seul raisonnement dont l’extension n’est pas imm\’ediate est la d\’emonstra-
tion donn\’ee par Artin du caract\‘ere alg\’ebroide de ses fonctions. Mais
nous allons m\^eme $d\text{\’{e}} montre1^{-}$ , au moyen du $th\text{\’{e}}_{01}$ \‘eme de Brauer ([4]), que
les fonctions $L(s, \chi;I\zeta/k)$ sont m\’eromorphes. D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede, il
suffit de consid\’erer les fonctions $L(s, \chi;K/k)$ attach\’ees aux caract\‘eres
des repl\’esentations irl\’eductIbles $P^{1}$ imitives de $G_{K,k}$ . Soit ne une telle
$rep_{1}$ \’esentation, de degr\’e $r,$ de caract\‘ere $\chi$ ; un raisonnement classique (cf.
[I2], th. 168, p. 192) montre que $1\psi$ doit alols induire sur $C_{K}$ une repr\’e-
sentation de $C_{K}$ de la $f_{01}mc\omega(x)\cdot 1_{r}$ , o\‘u $1_{r}$ d\’esigne la matrice unit\’e \‘a $r$

lignes et $r$ colonnes, et o\‘u cti est un caract\‘ere de $C_{K}$ invariant par les
automorphismes de $\mathfrak{g}(K/k)$ . Soient $s_{\alpha}$ des rep\mbox{\boldmath $\iota$}\’esentants dans $G_{K,k}$ des
\’el\’ements de $\mathfrak{g}(K/l^{\prime})$ , et soit $a_{\alpha,6}=s_{\alpha_{\backslash }}^{-1}s_{\alpha}s_{\beta}$ ; alors les $\omega(a_{\alpha_{l}},’)$ forment un
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syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}(K/k)$ dans le groupe multiplicatif $\gamma$ des nombres
complexes de valeur absolue 1, $\mathfrak{g}(K/k)$ op\’erant trivialement sur \gamma (c’est-\‘a-

dire que tout \’el\’ement de $\mathfrak{g}(K/k)y$ induit l’automorphisme identique).
Soit $\gamma_{0}$ le sous-groupe de $\gamma$ form\’e dcs racines n-i\‘emes de l’unit\’e, o\‘u

$n=[K : k]$ ; on sait que tout syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}(K/k)$ dans $\gamma$ est
\’equivalent \‘a un syst\‘eme de facteurs de $\mathfrak{g}([\zeta//’\triangleright^{\prime})$ dans $\gamma_{0}$ , et on peut donc
\’ecrire $\omega(a_{\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT} 9})=\eta_{\overline{\alpha}}{}^{t}\eta_{\alpha}\eta_{3}C_{\alpha,p}$ , o\‘u $\eta_{\alpha}\epsilon\gamma$ et $\zeta_{\alpha,\beta}\epsilon\gamma_{0}$ quels que soient $a,$ $\beta$ . Alors
le syt\‘eme de facteurs $\zeta_{\alpha,\beta}$ d\’efinit une extensioll $E$ de $\gamma_{0}$ par $\mathfrak{g}(K/k)$ , qui est
un groupe fini d’ordre $n^{-}$ dont le $celltl\cdot e$ contient $\gamma_{0}$ . $Soient’ t_{a}$ des lep:\’e-
sentants dans $E$ des \’el\’ements de $\mathfrak{g}(K/^{/}k)$ ; soit $\omega_{0}$ l’automorphisme identique
de $\gamma_{0}$ , qu’on peut consid\’erer comme un caract\‘ere de $\gamma_{0}$ . Alors il $y$ a une
correspondance biunivoque entre les repr\’esentations 1V de degr\’e $s$ de $G_{K,k}$ ,

induisant sur $C_{f}$ la $repr\text{\’{e}} s^{\circ}ntation\omega(x)\cdot 1_{s}$ , et les $rep_{1}$ \’esentations $N_{0}$ de
degr\’e $s$ de $E$ , induisant sur $\gamma_{0}$ la $repr\text{\’{e}} sentat_{1}on\omega_{0}(\neg-\wedge)\cdot 1_{s},$ correspondance
d\’etermin\’ee par la $fol$ mule $N(s_{\alpha})=\eta_{\alpha}N_{0}(t_{a})$ ; si $\Lambda^{\Gamma}$ est irl\’ed\mbox{\boldmath $\iota$}lctible, il en est
de m\^eme de $N_{0}$ , et $r\text{\’{e}} ci_{P^{1}}$ oquement. So’t en partiCulier ua la repr\’esenta-
tion $de$ degr\’e $r$ de $E$ qui correspond ainsi \‘a $ j\psi$ et soit $\chi_{0}$ son caract\‘ere.

D’autre part, si $\lambda$ est une repr\’esentation de clegr\’e 1 d’un sous-groupe
$g$ de $E$, il est facile de v\’erifier que la repr\’e.sentation monomiale de $g\gamma_{0}$ ,
induite par $\lambda$ , est r\’eductible et somme directe de repr\’esentations de degr\’e
1 de $g\gamma_{0}$ ; et par suite Ia repl\’esentation monomiale de $E$, induite par $\lambda$ , est
somme directe de repr\’esentations monomiales induites par des repr\’esentations
de degr\’e 1 de $g\gamma_{0}$ . $D’ a_{P^{1}}$ \‘es le th\’eor\‘eme de Brauer, on peut \’ecrire le
caract\‘ere $\chi_{0}$ de $M_{0}$ comme combinaison lin\’eaire $\sum_{l}a_{i}\psi_{i}$ , \‘a coefficients entiers,

de caractcres $\psi_{i}$ de $\iota ep_{1}\text{\’{e}} sentati_{011}s$ monomiales induites par des $repr\text{\’{e}} se\ddagger^{-}ta-$

tions $\lambda_{i}$ de degr\’e 1 de sous-gi oupes $g_{i}$ de $E;d^{)}apr\text{\‘{e}}_{\backslash }-$ ce qu’on vient de
dire, on a le droit de supposer de pius qne chacun des $\delta^{0}f$ contient $\gamma_{0}$ . On a
alors, quels que soient $x\epsilon E$ et $\xi\epsilon\gamma_{0},$ $\gamma_{0}(1^{\prime}\backslash ^{\wedge}’)=\gamma_{0}(x)\omega_{0}(\xi)$ et $\psi_{i}(x\xi)=!\psi_{i}(x)\lambda_{i}(\xi)$ ,
d’o\‘u $\chi_{0}(x)=\sum_{i}a_{i}\psi_{i}(x)\lambda_{i}(\xi)cu_{0}(\xi-|)$ ; en vertu de l’ind\’ependance lin\’eaire

des caract\‘eres de $\gamma_{0}$ , cette relation subsisle si $ot1$ ne conselve $a\iota\iota$ second
membre que les termes pour $1esque]_{S}i_{i}(\xi)=\omega_{0}(\xi)$ . Autrement dit, on
a le droit de supposcr de plus que chacun des $)_{i}$ coincide avec $\omega_{0}$ sur
$\gamma_{0}$ . Cela \’etant, soit $\mathfrak{g}_{i}$ l’iInage de $g_{i}$ dans $\mathfrak{g}([\{’/k)=E/\gamma_{0}$ ; soit $k_{i}$ le sous-
corps de $K$ correspondant \‘a $\mathfrak{g}_{l}$ . A la repr\’esentation monomiale de carac-
t\‘ere $\psi_{i}$ , qui induit sur $\gamma_{0}$ la $repr\text{\’{e}} sen1_{\dot{\iota}}\iota tio;l\omega_{0}(\xi)\cdot 1_{s}$ avec $s=[G:g_{i}]$ ,

correspond, comme il a \’et\’e $e$xpliqu\’e, une repr\’esentation de $G_{K,k}$ , induisant
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$\omega(x)\cdot 1_{s}$ sur $C_{K}$ ; il est imm\’ediat que cette repr\’esentation sera, elle aussi,

monomial $e$ , et induite par une representation $\theta_{i}$ de degr\’e 1 de $G_{K,k_{i}}$ ; si
$\varphi_{i}$ en est le calact\‘ere, on aura $\chi=\sum_{i}a_{i}\varphi_{i}$ , et par suite:

$L(s, \chi;K/k)=1\dot{l}L(s, \varphi_{i} ; K/k)^{a_{i}}=JlL(s, \theta_{i} ; K/k_{i})^{a_{i}}$ .

$Com\downarrow 1le$ les $L(s. \theta_{i)}K/k_{i})$ sont des fonctions de Hecke, cela ach\‘eve la
d\’emonstration.

Bien entendu, il $y$ a lieu de conjecturer, comme le fait Artin au sujet
de ses fonctions $L$ non ab\’eliennes, que les fonctions $L$ introduites ici sont
des fonctions enti\‘eres. M.iis, comme la d\’emonstration des conjectures
analogues dans les corps $de$ fonctions l’a fait apparaitre nettement, la
conjecture d’Artin est \’ettoitement li\’ee \‘a l’hypoth\‘ese de Riemann; c’est
assez dire qu’elle d\’epasse les moyens de d\’emonstration dont nous disposons
\‘a ce jour.
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