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\"Uber die Quotientenbildung von Schiefringen.
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(Received Nov. 28, 1947)

Es ist bekanntlich ein im allgemeinen $\cdot no_{\vee}\neg h$ nicht gel\"ostes Problem,

einen. nicht kommutativen Ring in einem ouotientenbereich einzubetten.

In einer fr\"uheren Arbeiti) habe ich eine gewisse Ouotientenbildung von

Schiefringen untersucht. In der vorliegenden Note soll das Hauptresultat

jener Arbeit etwas verallgemeinert $U1$} $d$ mit einem anderen Beweis erg\"anzt

werden.
Defnition ;. Es sei $0$ ein Nichtnullteiler enthaltender Schiefring und

$\mathfrak{m}$ sei eine Halbgruppe, welche aus gewissen Nichtnullteiler von $\mathfrak{o}$ besteht.

Ein Erweiterungsring $\mathfrak{S}$ von $0$ heisst ein linksseitiger $O_{\sim}\iota\rceil otientenri_{Il}gVO1$

$0$ nach $\mathfrak{m}$ , wenn die folgenden. Bedingungen erf\"ullt s’nd:

1. $\mathfrak{S}$ hat das Einselement 1.
. 2. Die Elemente von $\mathfrak{m}$ sind Einheiten von S.

3. Fur $jede^{\prime}x\chi$ aus $\mathfrak{S}$ gibt es ein $\lambda$ aus $\mathfrak{m}$ mit $\lambda x\epsilon 0$

Jedes Element $\chi$ aus $\mathfrak{S}$ l\"asst sich also in der Form $\lambda^{-l}a(\lambda\epsilon \mathfrak{m}, a\epsilon 0)$ dar-

stellen. Hat $0$ ein linksseitiges ( $re$chtsseitiges) Einselement $e$ , so stimmt

es mit dem $E\iota^{4}nselement\{1$ von $\mathfrak{S}$ \"uberein. Ist n\"amlich $\lambda$ ein Element von
$\iota\iota\iota,$ . so ist $)$

$l=e\cdot 1=e\lambda\lambda^{-1}=\lambda\lambda^{-I}=1$ . $(\ell=1\cdot e=\lambda^{-1}\lambda e=\lambda^{-1}\lambda=1)$

Hilfssats $I$ . Wenn es f\"ur jedes $\lambda$ cm und jedes $a\epsilon_{0}$ ein $\rho^{\prime}e0$ und ein
$\lambda^{\prime}\epsilon \mathfrak{m}$ mit $a^{\prime}\lambda=\lambda^{\prime}agibt_{k}$ so gibt es f\"ur endlich viele $\lambda_{1},$ $\text{{\it \‘{A}}}_{\underline{9}}$ , ......, $\lambda_{n}$ aus rn
ein $\mu\epsilon \mathfrak{m}$ , so dass $\mu=c_{1}\lambda_{1}=\ldots\ldots=c_{n}l_{n}(c_{i}\epsilon 0)$ .

Beweis. Es sei f\"ur $\lambda_{1}$ , ......, $\lambda_{n-1}$ ein $\mu^{\prime}$ mit $\mu^{\prime}=c_{1^{\prime}}\lambda_{1}=\ldots\ldots=c_{\acute{n}-1}\lambda_{n-1}$

gegeben. $\cdot$ F\"ur $\mu$ und $\lambda_{n}$ gibt es dann ein $r^{\epsilon}\mathfrak{m}$ und e.in $/_{n}\epsilon_{0}$ mit $c_{n}\lambda_{n}=\gamma\mu^{\prime}$ .
Es gilt also $\mu=\gamma\mu^{\prime}=c_{1}\lambda_{1}=..\sim\ldots.=c_{n}\lambda_{n}(c_{i}=\gamma c_{i}^{\prime}, i=1, ...... n-1)$

$ Sat\approx$ I. Die $notwendi_{\wedge^{t^{\prime}}}e$ zrrd $/linreic/l\mathcal{E}’\ell dcBcc[ingllg$ dafur, dass es
einen linksseitigen $Quot\dot{r}\ell ntenring\mathfrak{S}$ von 6 $\eta plC/\iota \mathfrak{m}\mathscr{L}^{i[\gamma j}$ , ist, dass es f\"ur $jed\ell^{\prime}s$

$l.\in \mathfrak{m}\iota ld$ jedes $ae_{0}$
$ema^{\prime}\epsilon \mathfrak{c}\downarrow und$ $em\lambda^{\prime}\in \mathfrak{m}$ mit $a^{\prime}\lambda=\lambda^{\prime}a_{\grave{c}^{0}}.ii\prime t$. $\mathfrak{S}’\iota C!lrdda^{\prime}/ei$

(1) K. Asano, Arithmetisehe Idcaltheorie in nichtkomm.utativen Ringen, Jap. Journ. of Math.

16 (1939).
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bis $al/f$ Isom $c$)$rpflie$ durck $onnd\mathfrak{m}eind\ell uti_{\wedge}\sigma$ beslimml.
Beweis. Wenn es einen Ring $\mathfrak{S}$ gibt, so gibt es ein $\lambda^{\prime}$ , so dass

$a^{\prime}=\lambda^{\prime}a\lambda^{-l}\epsilon_{0}$ , also $a^{\prime}\lambda=\lambda^{\prime}a$ . Bedingung des Satzes ist somit notwendig. Wir
beweisen nun, dass sie auch hinreichend ist.

Ein Linksideal von $0$ heisse regul\"ar, wenn es Elemente von $\mathfrak{m}$ enth\"alt.
Nach Hilfssatz 1 ist der Durchschnitt von endlich vielen regul\"aren Links-
idealen ist ein regul\"ares Linksideal. Es s\‘ei a ein regul\"ares Linksideal von
0. Es gibt fur jedes $c\epsilon_{0}$ ein $\mu$ cm,mit $\mu c\epsilon_{0}$ , da es fur ein RG $\mathfrak{a}_{\rightarrow}\mathfrak{m}$ ein $\mu$

mit $\mu c=c^{\prime}\lambda$ gibt. Wir betrachten $\overline{n}un$ denjenigen Operator (d.h. Homo-
morphismus) $\theta$ , welcher $\mathfrak{a}$ in $0$ (als o-Linksm’odul) o-homomorph abbildet.
$\mathfrak{a}$ heisst dann der Definitionsbereich von $\theta$ . Bezeichnet man das Bild $\vee on$

$\chi CQ$ bei der Abbildung $\theta$ mit $ x\theta$ , so ist $(rx)\theta=c(x\theta)$ (ceo). Zwei Opera-
toren $\theta_{1}$ , $\theta_{2}$ mit den I)efinitionsbereichen

$\mathfrak{a}_{1},$ $\mathfrak{a}_{2}$ heissen gleich; $\theta_{1}=\theta_{2}$ , wenn
$ x\theta_{1}=x\theta.)\wedge$ fur jedes $xc\mathfrak{a}_{1\wedge^{Q}\supseteq}$ ist. $G$ bt es f\"ur zwei Operatoren $\theta_{1},$ $\mathfrak{l}\theta_{\underline{\supset}}$ ein $\lambda$

aus $\mathfrak{m}$ mit $\lambda\theta_{1}=\lambda\theta_{2}$ , so ist $\theta_{1}=\theta_{\underline{2}}$ ; denn es gibt fur jedes $x\epsilon \mathfrak{a}_{1\wedge}\mathfrak{a}_{2}$ ein $\lambda^{\prime}$

mit $\lambda^{\prime}x=x^{\prime}\lambda$ , also ist $\lambda^{\prime}(x\theta_{1})=x^{\prime}(\lambda\theta_{1})=x^{\prime}(\lambda\theta_{2})=\lambda^{\prime}(x\theta_{2})und\cdot\cdot\dot{f}olglichx\theta_{1}=x\theta_{2}$ .
Die so definierte Gleichheit ist offenbar reflexiv und symmetrisch; sie ist auth
transitiv. Sind n\"amlich $\theta_{1}=\theta_{2}$ und $\theta_{\underline{o}}=^{\backslash }\theta_{3}$ , so ist fur ein $\lambda$ aus $\mathfrak{a}\mathfrak{a}\mathfrak{a}.\mathfrak{m}$

$\lambda\theta_{1}=\lambda\theta_{2}=\lambda\theta_{3}$ , es ist also $\theta_{1}=\theta_{3}$ .
Wir definieren jetzt Summe und Produkt von zwei Operatoren $\theta_{1},$ $\theta_{2}$

mit den Definitionsbereichen $\mathfrak{a}_{1},$ $\mathfrak{a}_{2}$ durch

$x(\theta_{1}+\theta_{\underline{o}})=x\theta_{1}+x\theta_{2}(x\epsilon \mathfrak{a}_{1-}\mathfrak{a}_{2})$ , $x(\theta_{1}\theta_{2})=(x\theta_{1})\theta_{1},$ $(xc_{0})$ .

Dabei bedeutet $\mathfrak{a}$ das Urbild von $()_{\rceil 1_{\rightarrow}}\theta \mathfrak{a}_{2}$ bei der Abbildung $\theta_{1}$ . $0$ ist
naturlich ein regul\"ares Linksideal von. $0$ ; da es f\"ur ein $\lambda\epsilon \mathfrak{a}_{1-}\mathfrak{m}$ ein $\mu\epsilon \mathfrak{m}$

mit $\mu(\lambda\theta_{1})\epsilon_{0_{2}}$ gibt, ist $t^{\ell\lambda}$ in $Q$ enthalten. Sind $\theta_{1}=\grave{\theta}_{J}^{\prime},$
$\theta_{2}=\theta^{\prime}\underline{1}$ , so sind

$\theta_{1}+\theta_{2}=\theta_{1}^{\prime}+\theta_{-)}^{\prime}$ , $\theta_{1}\times\theta_{2}=\theta_{1^{\prime}}\times\theta^{\prime}$

Denn es gilt fur ein $\lambda$ aus $\mathfrak{a}\mathfrak{a}_{\underline{r}}\rightarrow 1^{\prime}\rightarrow\underline{9}$

$\lambda\theta_{1}+\lambda\theta_{0,\sim}=\text{{\it \‘{A}}}\theta_{1^{\prime}}+\lambda\theta_{2^{\prime}}$ , $(\mu\theta_{J})\theta_{,\wedge},=(\mu\theta_{1}^{\prime})\theta_{2^{\prime}}$ ,
$\iota$ wo $\mathfrak{a}^{\prime}da^{\prime}s$ Urb\’ild von $\mathfrak{a}_{1^{\prime}}\theta_{1^{\prime}\wedge}\mathfrak{a}_{\underline{o}^{\prime}}$ bei der Abbildung $\theta_{1^{\prime}}$ bede $\iota\iota tet$ .

$hQan$ sieht leicht, dass die s\"amtlichen Operatoren durch die oben defi-
nierten Kompositionsregeln einen Schiefring $\mathfrak{S}_{0}$ bilden. Ist $ce$ in Element
aus $0$ und bedeutet $\varphi_{c}$ das Element von $\mathfrak{S}_{0}$ , derart dass $x\varphi_{c}=xc(x\epsilon 0)$ ist,
so ist die Zuordnung $c\rightarrow\varphi_{c}$ ringisomorph’. Identifiziert man $\varphi_{c}$ mit $c;\varphi_{c}=c$ ,
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so umfasst unser Ring $\mathfrak{S}_{0}$ den $Ring_{\$}o$ . Und (1) $\mathfrak{S}_{0}$ enth\"alt das $Einsele-|$

ment 1, n\"amlich den Einheitsoperator; (2) da die Abbildung $x-x\lambda(xc_{0}$ ,
$x\lambda\epsilon 0\lambda)$ fur jedes $\lambda$ aus $\mathfrak{m}$ eineindeutig ist gibt es eine inverse Abbildung $\theta$ :
$x\lambda\sim x$, und es gilt $\lambda\times\theta=\varphi_{\lambda}\times\theta=\theta\times\varphi_{\lambda}=\theta\times J=1$ ; $(\iota;)$ fur. jedes ( $i\epsilon \mathfrak{S}_{0}$ ist
$\lambda\times\theta=\varphi_{\lambda}\times\theta=\varphi_{\lambda\theta}=\lambda\theta\epsilon \mathfrak{o}$ , wenn $\lambda$ ein Element aus $\mathfrak{a}_{\wedge}\mathfrak{m}$ ist. Damit ist
gezeigt, $das_{1}s\mathfrak{S}_{0}$ ein linksseitiger $Quotiente\grave{n}$ring von $\mathfrak{o}\prime nach\mathfrak{m}$ ist.

Jetzt sei $\mathfrak{S}$ ein beliebiger linksseitiger Ouotiehtenring von $\mathfrak{o}$ nach $\mathfrak{m}$

und $c\epsilon \mathfrak{S}$ Bedeutet a ein regul\"ares Linksideal von $\mathfrak{o}$ mit $\mathfrak{a}c\underline{\subset}\mathfrak{o}$ (etwa $\mathfrak{a}=0\lambda$ ,
$\lambda\epsilon \mathfrak{m},$ $\lambda c\epsilon 0$), so definiert die Zuordnung $x\rightarrow xc(x\epsilon \mathfrak{a})$ ein Element $\theta_{c}$ aus $\mathfrak{S}_{0}$ ;
ferner gibt es fur jedes $\theta_{k}\mathfrak{S}_{0}$ ein $\mathcal{E}^{\prime}$ aus $\mathfrak{S}$ mit $\theta=\theta_{c}$ . (Sei etwa $c=\lambda^{-1}(\lambda\theta)$ ,‘
$\lambda$ ein Element aus $\mathfrak{m}$ ; dann ist $\lambda\theta=\lambda c=\lambda\theta,.$). Die Zuordnung $c\rightarrow\theta_{c}$ . ist ein
Isomorphismus von $\mathfrak{S}$ auf $\mathfrak{S}_{0}$

Sat22. $S$ sei der llnksseilige Quotientenring von $0$ naclt $\mathfrak{m}$ . Zu vor-
gegebenen endliclt vieleti $\chi_{1},$ $\ldots\ldots,$ $x_{n}$ aus $\mathfrak{S}$ gilt es ein $\lambda\epsilon \mathfrak{m}*$ so dass $\lambda x_{i}\epsilon 0$

$(i=1, \ldots\ldots, n).|$

Beweis. Es sei $\lambda_{i}x_{i}\epsilon o(i=1, \ldots\ldots, n)$ . Nach Hilfssatz 1.gibt$\cdot$ es ein
$\lambda\epsilon \mathfrak{m}$ , so dass $\lambda=c_{1}\lambda_{1}=\ldots\ldots=c_{n}\lambda_{n}(c_{i}\epsilon 0)$ . Es ist also $\lambda x_{i}eo(i=1, \ldots\ldots, n)$ .

Defnition 2. Besteht $\mathfrak{m}$ in Definition 1 aus den s\"amtlichen $Ni^{}chtnul1-$

teiler von $0$ , so heisst $\mathfrak{S}$ ein linksseitiger Quotientenring von $0.$.
Jeder $N^{1}ichtnullteiler$ von $\mathfrak{S}$ hat dann die Form $\lambda^{-1}\mu(\lambda, \mu\in \mathfrak{n}\tau)$ , also ist

er.eine Einheit von S.
Sal23. Die $notwendi_{A^{\gamma}}e$ und $hinreic/tend\ell i$ Bedingnng dafiir, dass es einen

linksseitigen Quolientenring $\mathfrak{S}$ von $0$ gibt, ist, dass es $fi/rJ^{\prime_{\vee}}\rho derNic/ltnulfteiler$

$\lambda_{\iota}undjecfes$ Elemenl $a$ aus $0$ ein Element $a^{\prime}$ und einen $1Vic/1tnullteiJer\lambda^{\prime}$ aus
$\mathfrak{o}$ mit $a^{\prime}\lambda=\lambda^{\prime}a$ gibt. $\mathfrak{S}’\iota virdda\delta ei$ bis auf $Isomorp/ne$ durclt $01indei_{\ell tl}g$

$\delta es/immt$.
$SafZ^{}4$ . Die no. $wendi_{a^{0}}\cdot e$ und $hinreic/ltncfe$ Bedingung.dafiir, dass ein

$Sc/\iota iefrl’\iota g$ ohne $J4^{\gamma}nl1teiler$ einen linlisseitigen $Quotiente;k\ddot{o}rl^{er}$ [jesitzt, ist, dass
es fiir $ljel\iota ef_{J}ig\cdot e$ Ringelemente $a,$

$\delta$ Elemente $a^{\prime},$ $\delta^{\prime}(\frac{1}{\urcorner^{-}}0)m\ell ta^{\prime}a=l^{\prime}\delta$ gibt.
$Sat_{\sim}^{\alpha}5$ . .Es sei $0$ ein $m\iota llteilc^{y}r_{J^{1}}reier$ Scliiefring: $mlt$ Ernselement. Ist

$]^{\zeta}des$ Lrnksjdeal von $0$ ein ffanptideal, so liat $0$ einen $lir\iota^{-}ksseitig\cdot en$ Quotienten-
$k\ddot{0}rl^{\ell}r$ .

Beweis. F\"ur beliebige (von $NulI$ verschiedene) $a,$ $b$ aus $\mathfrak{o}$ gibt es ein
Element $d$ mit $(oa, 0\text{{\it \’{o}}})=0/z^{\prime}$. Es ist also

$a=a_{1}d$, $\phi_{=}l_{d}$, $d=pa+q\delta=(pa_{1}+q\delta_{1})d$, $1=pa_{1}+q\delta_{1}$ .
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Da $l$ oder $q$ von Null verschieden ist, sei $p\neq 0$ . Es ist dann

$\delta_{1}pa_{1}=b_{1}(1-q\delta J)=(1-t_{1}q)b_{1}$ , $ b_{1}pa=(1-b_{1}q)\delta$ .

Demnach $\dot{y}bt$ es Elemente $a^{\prime},$ $b^{\prime}$ mit $ a^{\prime}a=b^{\prime}\delta$ .
Bemerkung. Ebenso wie der linksseitige Quotientenring wird der

rechtsseitige Quotientenring definiert. Die $Exi_{S}tenz$ des rechtsseitigen
Quotientenrings ist $t$ aber $\iota^{1}nabh\ddot{a}$ngig von der des linksseitigen. Es sei
n\"amlich $K$ ein K\"orper, der einen mit sich selbst isomorphen Teilk\"orper $K^{\prime}$

enth\"alt, und $\sigma$ sei ein Isomorphismus von $K$ auf $A^{\prime}$ . Bedeutet $\chi$ .eine Un-
$bestimnlte\iota^{1_{1}}nd$ definiert man durch die Relationen $xa=a^{o}x$ (a $K,$ $a^{\sigma}\epsilon K^{\prime}$ )

$c$

einen $111chtkom\iota rlutat_{\dot{i}}ven$ Polynombereich $0=K[x]$ , so ist jedes Linksideal
von $0$ ein $Hau_{f^{\prime tidea1}}$ . $0$ hat also den linksseitigen $Q\iota\cdot otientenring$ Es
$g:bt$ aber kei en rechtsseit\’igen Quotientenring von $0$ . Denn es gibt keine
Elemente $y,$ $g$ aus $0$ mit $(ax)y^{1}=x^{\sim}$ , wenn $a$ ein in $K^{\prime}$ nicht enthaltenes-
Element von $K$ ist.

Satz 6. $I\prime Veni_{l}$ der $lirl1_{\iota}.\sigma-$ sowie der $r\ell c/\iota tsseitigeQuotlen\iota^{l}tnring\prime z;ono$

nach $\mathfrak{m}ex\iota sti\ell rt$, so ist $d^{p\gamma}li’\iota 4sseiti_{5}\sigma eQ_{l}e’$ . der rtc//ts-

, seitzge.
Be $\iota veis$ . $\mathfrak{S}$ sei der linksseitige $Q^{\tau_{\llcorner}}\iota$ otientenring von $0$ nach $\mathfrak{m}$ und.

$x\cdot=\lambda^{-l}a$ sei ein beliebiges Element von $\mathfrak{S}$ Da der rechtsseitige Ouotienten-
ring von $0$ nach $\mathfrak{m}$ existiert, so gibt es $ejn$ Element $a^{\prime}e0$ und ein Element
$\lambda^{\prime}(\mathfrak{m}\backslash mita\lambda^{\prime}=J_{\llcorner}a^{\prime}$ . Es ist also $x\text{\‘{A}}’=J^{-1}a\lambda^{\prime}=J_{4}^{-1}\lambda a^{\prime}=n^{\prime}\epsilon_{0}$ .

$S_{l}\iota t’\sim 7$ . Es sei $oe\iota n$ Scfifring $rm$ Satcr I zind $\mathfrak{S}spidc\gamma linkss^{\backslash }eit\ell ge$

$Q_{lt0Ji\iota’ 71}tenrmgZ^{\prime}0l0nac/l\mathfrak{m}$ . Ist $\mathfrak{M}$ tiii $0- Lrn/\iota^{\urcorner}smodufd\ell rart$, dass $ltlS$

$\lambda u_{\overline{\infty}}0(\lambda\epsilon \mathfrak{m}, u\epsilon \mathfrak{M})stc’ tsu=0$ folgt, so lasst $\dot{S}l\mathcal{E}/l\mathfrak{M}$ in $cinc^{J}Jl\mathfrak{S}- Li,I1_{v^{2}\backslash }\ell no/;_{l_{\backslash }l}l$

Ms $einl^{\gamma}ettcn$ , so dass $\mathfrak{S}\mathfrak{R}t=\mathfrak{M}_{\mathfrak{S}}$ ist. $\mathfrak{R}\mathfrak{i}_{\mathfrak{S}}$ ist \’ois auf $Isc\prime mi^{\prime}rp/\iota ie$ eindeutig
festirnmt.

$1^{1}\backslash )eweis$ . Wir definieren f\"ur die Flementenpaare ( $x$ , u) $xc\mathfrak{S},$ $n\mathfrak{M}$ ,

Gleichheit $\iota,nd$ Summe folgendermasseii:
1. $(x, u)=(\gamma, v)$ dann und nur darm, wenn f\"ur jedes $\lambda \mathfrak{m}$ mit $\lambda x\epsilon_{0}$ ,

$\lambda yc_{0}$ stets die Gleichung $lx\cdot n=iy\cdot v$ gilt.
Gibt es $e^{\prime}\dot{i}n\mu\epsilon \mathfrak{m}\iota nit\mu x^{(}o,$ $\mu yod\mu x\cdot n=\mu y\cdot v$ , so ist $(x, u)=(y, v)$ .

Denn es gibt fur jedes $\lambda\epsilon m$ mit $\lambda xe0,$ $\lambda_{f^{J(}}0Elemente_{\sim}\mu^{\prime}\mathfrak{m}$ und $c\epsilon 0$ mit

$\mu^{\prime}\lambda=c\mu$ , $\mu^{\prime}$ ( $\lambda x$ . it) $=c\mu x\cdot\iota\ell=c\mu y\cdot v=\mu^{\prime}(\lambda_{J}/\cdot v)$

’also $\lambda x\cdot\iota=\lambda_{J^{\prime}}\cdot v$ . Dieser Begriff der Gleichheit ist offenbar eine Aquivalenz-
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relation. Es ist insbesondere $(0, u)=(O, v)$ ; $(0, u)$ wefde mit $0$ be-

zeichnet. Es gilt ferner

$(x, \iota l)=(\lambda^{-1}, \lambda x\cdot u)(\lambda\not\in \mathfrak{m}, \lambda x\epsilon 0)$ ;

denn es ist $\lambda^{2}x\cdot u=\lambda^{2}\lambda^{-1}(\lambda x\cdot u)$ .
2. $(x, u)+(y\cdot v)=(\lambda^{-1}, \lambda x\cdot u+\lambda y\cdot z’)(\lambda e\mathfrak{m}, \lambda x\epsilon 0, \lambda y\epsilon 0)$ . Diese Defini-

tion ist unabh\"angig von der Wahl von 2. Ist n\"amlich $\mu$ ein Element aus

$\mathfrak{m}$ mit $\mu x\epsilon 0,$ $\mu y\epsilon 0$ , so ist $\iota$

$\gamma\lambda^{-1}(\lambda x\cdot u+\grave{x}y\cdot v)=\gamma\mu^{-l}(\mu x\cdot u+\mu y\cdot v),$ $\gamma=c\lambda=d\mu$ ,

d.h. $(\lambda^{-1}, \lambda x\cdot u+\lambda y\cdot v)=(\mu^{-1}, \mu x\cdot u+\mu y\cdot v)$

Sind $(x, u)=(x^{\prime}, u^{\prime}),$ $(y, v)=(y^{\prime}, v^{\prime})$ , so

$(x, u)+(y, v)=\cdot(x^{\prime}, u^{\prime})+(y^{\prime}, v^{\prime})$ .

Denn es gibt ein $\lambda e\mathfrak{m}$ mit $\lambda x,$ $\lambda x^{\prime},$ $\lambda y,$ $\lambda y^{\prime}e_{0}$ und es gilt

$J_{\iota}x\cdot u=\lambda x^{\prime}\cdot u^{\prime},$ $\lambda y\cdot v=\lambda y^{\prime}\cdot v^{\prime}$ ,

$(x, u)+(y,v)=(\lambda^{-l}, \lambda x\cdot u+\lambda y\cdot v)=(’\dot{o}^{\prime}\cdot$

Es gilt ferner
$l$

$(x+y, u)=(x, u)+(y, u)$ .

Denn es ist f\"ur $\lambda\epsilon \mathfrak{m}$ mit $\lambda x\epsilon_{0},$ $\lambda y\epsilon_{0}$ (also $\lambda(x+y)\epsilon_{0}$)

$(x+y, u)=(\lambda^{-1}, \lambda(x+y)\cdot u)=(\lambda^{-1},$ $\lambda x\cdot u+\lambda y\cdot\grave{t}\iota=(x, ll)+(y, u)$ .

Man sieht leicht, dass die Menge $M$ aller Svmbolen $(x, u)$ nach. der

obigen Addition einen Modul bildet.
3. Wir definieren endlich das Produkt von $2\epsilon \mathfrak{S}$ und $(x, u)$ durch

$\sim \mathfrak{c}x,$ $u$) $=(?x, u)$ .

Ist $(x, u)=(x^{\prime},u^{\prime})\backslash $ ’ so ist $z(x, u)=z(x^{\prime}, u^{\prime})$ . Es ist n\"amlich

$(zx, u)=(\mu^{-1}, \mu^{\alpha}x\cdot u)=(\mu^{-1}, \mu z\lambda^{-1}\lambda x\cdot u)$

$=(\mu^{-1}, t\&\sim\lambda^{-l}\lambda x^{\prime}\cdot u^{\prime})=(\mu^{-1}’’ i\alpha_{\vee}\sim x^{\prime}\cdot u^{\prime})=(\sigma\chi^{\prime}ll^{\prime})$ ,

wenn man $\lambda,$

$\mu$ aus $\iota \mathfrak{n}$ so annimmt, dass $\lambda x\in 0,$ $\lambda y\epsilon_{0}$ und $\mu_{\sim}^{r\grave{A}^{-1}}\epsilon o$ sind. $JI$

ist dann ein S-Linksmodul. Denn es gilt
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$\sim((x, u)+_{\backslash }(y, v))=r’(\lambda^{-1}, \lambda_{X\cdot Tl}+\lambda y\cdot v)=(r\lambda^{\tau 1}, \lambda x\cdot u+\lambda y\cdot v)$

$=(\mu^{-1}, .\mu_{\sim}^{p}\lambda^{-1}(\lambda x\cdot u+\lambda y\cdot a))=(\mu^{-1}, \mu^{p}x\cdot u+\varphi y\cdot v)$

$=(\approx x, u)+(z_{l}\gamma, v)=z(x, u)+\mathcal{P}(y, v)$ ,

$(\nu+\nu^{\prime})(x, u)=(\alpha\chi+\alpha^{\prime}x, u)=(\sigma x, u)+(\alpha^{\prime}x, u)=\underline{\alpha}(x, u)+z^{\prime}(x, u)$ ,

$z^{\prime}(’(x^{\prime}u))=(z^{\prime}zx, u)=(\sigma^{\prime}\sim)(x, u)$ .

Es $gi$ lt insbesondere .
$a(1, u)=(a, u)=$ ( $1$ , au) $(a\in 0)$ .

In $\wedge^{/}1\mathcal{I}$ bildet also die Gesamtheil aller FAement (1., u) einen mit $\mathfrak{M}o^{L}iso-$

morphen o-Linksmodul. Identifiziert man (1, u) mit $u$ , so ist $jtf$ ein Er-
weiterungsmodul von M. Ferner ist $(x, u)=x(1, u)=xu$ , also $\wedge^{/}\gamma I=\mathfrak{S}\mathfrak{M}$ .
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