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Dans la note sous le méme titreV nous avons établi le tableau 1.
Maintenant nous allons faire quelques applications de ce tableau. Nous
emploierons les notations et les définitions de la note précédente.

1. Applications du tableau 1 aux ensembles plans uniformes. Soit
U un ensemble plan uniforme, et posons
X =qU, Y =+'U.
Par la représentation paramétrique d’ensembles (Voir [5])?, on sait bien
que:
Uec(A) > X et Y e (A,
Uec(A) > U XetYe€(B,);
.en particulier si U est une courbe (4,) il est (B,).
Il est a remarquer que ces résultats s’obtiennent par le tableau 1. En
-effet, comme
(1) X=qyU=8U, ¥ =9U-= LU,
(2) U=TU—-(X+Y7),
.on peut estimer les classes de X et Y d’aprés la classe de U, et en suite
réestimer la classe U méme.
Un ensemble uniforme (B,) est un ensemble uniforme (B;), on en obtient
ie tableau suivant:

- i i | |
’i U ¥ i B | Fo 1 B, ‘ Ay l Ap
| |
Xy Fp ) |
——1—=-| B Ey B, B, 4
! J I | [
Tableau 2

En particulier nous avons le

CoroLLAIRE 1. Toute courbe (F,) est (B}‘,l).

N.Lusin a étudié l'estimation des classes des ensembles U et Y en

1) Tohoku Math. Journ, 4(1952), 38-48.

2) Pour lss chiffres entre crochets, voir la table des travaux cités 4 la fin de ma
note précédente.
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donnant la classe de I'ensemble X; et en donnant les classes des ensembles
X et Y il a obtenu l'estimation de la classe de I'ensemble U et la réestima-
tion des classes des ensembles X et Y (Voir [57).

2. Application du tableau 1 aux ensembles d’unicité des ensembles
plans. Soit E un ensemble plan donné. On dit, d’aprés N. Lusin ([6] p.255),
lensemble d’unicité de E I'ensemble de tous les points (x,y) de E tels que
la droite P, ne coupe E en aucune point distinct de (x,y). Désignons cet
ensemble par E;. Il est bien connu que E; € (C,) si E € (B,) et E, € (Axp)
si E € (A,), mais ce qui sont encore des conséquences faciles des égalités.

3) E,=E —(BE + BE) = (8E)«(8'E)

et du tableau 1.
Si un ensemble E est (G) on a E < BE. Nous avons le tableau suivant:

| ! ' |
E | @ ’ P F Fy } Bo |y 1 4n l
|
v ’ 0 ! Gs Fop t Cy 1 Anp !
Tableau 3

Il est bien connu que si un ensemble £ est semi-uniforme et (B;), on &
E.€(B,;) (Voir [6] p.239). Ce résultat s'obtiendra de (3) et du remarque a
la fin du §1 de la partie I.

3. Applications du tableau 1 a l'uniformisation d’ensembles plans.

TuEOREME 1. Tout ensemble plan (F,j [(F;)] peut 2tre uniformisé¢ par
un ensemble (Fyp) [(Gs)].

DEMONSTRATION. Soit E un ensemble plan (F,). Il existe une suite des

ensembles E, € (K) (n=1,2,....) tels que E = 2 E.. Posons

(4) U=CE1+Z{§EH+1— i(El"l‘ +‘En)}

Comme l'ensemble CE, est évidemment un uniformisateur de 1’ensemble-
E, € (K), on voit facilement que I'ensemble U est un uniformisateur de-
lT'ensemble E. Or on a aisément

®) U= 1E~|BE + 3 {BEw — 1B+ ... +En)

n=1

+ VB + D 7Enr = DE+ oo+ En)

n=1

(6) U=E—T e 7.
L’ensemble E étant (F,) on a [E € (F,), et pourl'ensemble E, € (K) —
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«donc a fortiori E, € (F) —on a 8E, € (F,) et yE, € (F,) daprés le tableau
1. Comme [(E:+ -... + E,) € (F) puisque I'ensemble E; + .... 4 E, € (K),
il en résulte que l'ensemble U est (F,,) d'aprés (5). En particulier si
E € (F,)ona Uc&(Gs), car [E € (B;,) dapres la définition de F;, c.q.f.d.

Nous ne pouvons décider l'exactitude de Il'estimation(F,,) de 'unifor-
misateur. Nous remarquons qu'il existe'un ensemble plan (F,) qui ne peut étre
uniformisé par ni F, par ni Gs. Désignons, en effet, par R I'ensemble de
tous les points (7,0) o —1< 7 <0 et  est rationnel. Il est évidemment
(eF,). Posons E= R+ S ou S est I'ensemble (K) de Me"® S.Braun défini a
la fin de la Partie I. Comme l'ensemble E est (F;), il ne peut étre uniformisé
par ni F, par ni Gs. L'ensemble U défini par (5) pour cet ensemble E, est
(Fyp) et (CFyp) & la fois.

Sur les théorémes de Me'® S. Braun cités au début de I'introduction
-dans la partie I, nous faisons quelques remarques :

ReEMARQUE 1. Comme ¢E, = (G;) on obtient U € (Gs,) en estimant sa
.classe d’aprés (4). Cest le théoréme B.2.

REMARQUE 2. Si E € (F)on a U < (G;) d'aprés (6). C'est le théoréme
B.3.

TuEOREME 2. Tout ensemble plan (G) peut etre uniformisé par un
-ensemble (B; ;).

DEMONSTRATION, Soit £ un ensemble plan (G). Il existe une suite des

cercles fermés E, (n=1,2,....) tels que E = ZE" Par la méthode em-
n=1
ployée dans la démonstration du théoréme précédent, on voit que 'ensemble
U défini par (4) est un uniformisateur de l'ensemble E. Or, dans ce cas
L E,c (F),donc on a U € (F,). Dautre part JU = JE € (G) et 'ensemble
aniforme U est (F,). Nous avons alors U &€ (Bi‘l) d’aprés le tableau 2, ou
U € (Gs) d’aprés (6), c.q.f.d.
4. Applications du tableau 1 aux séparations des ensembles plans.
THEOREME 3. Soint M et N deux ensembles plans et uniformes tels que
(7) McyN, IM= TN,
IMe (B,)[(A), (Fs), (Gs), (G), (F)] et que les deux ensembles M et N
wappartiennent pas a la classe (B,) [(Asn), (Fsp), (Gs), (Fp), (F)]. Alors il
wexiste pas toujours un ensemble plan S € (A,) I[(Az), (Fs), (Fs), (G), (G)]
tel que
18) McéS, Nc#&'S.

DEMONSTRATION. Soit M un ensemble plan uniforme et non-(B,) tel
que [ M < (B,). Désignons par M, et M; les ensembles qui sont obtenus au
moyen des déplacements de l’ensemble J/ aux directions positive et négative
respectivement par ordonné 1/k (k= 1,2,....). Chaque couple des ensembles
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(M., Mys,) et (M,,,, M,) satisfait aux conditions de la forme (7).

D’autre part, il existe un couple pour lequel il n'existe aucune ensemble
plan S € (A,) qui jouit de la condition de la forme (8). Supposons, en
effet, qu’il existe un tel ensemble S pour chaque couple des ensembles. Et
soient S; et S; les ensembles qui correspondent respectivement aux couples
(M, Mysr) et (M],,, M)).

On a évidemment

©) M= (IM)- I] @S@Ss),

(10 M= M- Il &S)yS),
k=1

an M= IM— 3 (@S, + asy.

k=1
Comme oS, et « S; sont des ensembles (A,) d’'aprés le tableau 1. et
comme [ M € (B,) par Vhypothése, l'ensemble iuniforme M appartient 2
(A4;): et il en résulte d’aprés le tableau 2 qu’il est un ensemble (B]). ce qui
contredit hypothése que M € (B). Remarquons que 'on a M € (C,) d’aprés
(11) et il en résulte immédiatement, sans usage du tableau 2, que l'ensemble
M appartient a (B,) d’apreés (9) et (11).
La premiére partie du théoreme est ainsi démontrée.
Les parties qui restent seront démontrées de la maniire analogue.

c.q.f.d. :
Pour le probléme L de N.Lusin cité dans l'introduction de la partie I®»

nous avons d’apras ce théoréme une réponse négative que voici:
COROLLAIRE 2. Entre deux courbzs données dont Uune est située au-dessus

de Uautre et dont aucune »appartient a la classe (B,) [(Gs), (F)], il nexiste

Das toujours un ensemble plan (A,)[(F,), (G)] qui est coupé par toute droite

paralléle & Vaxe OY.
Une démonstration du théoréme suivant peut se déduire d'une fagon

analogue.
THEOREME 4. Soient M et N des ensembles plans uniformes qui wab-
Dartiennent a la classe (B)) [(Ay), (Fsp), (Gs), (F), (F,)] et tels que
McyN, M= TN.
Il wexiste pas toujours un ensemble plan S € (A})[(Az), (F.), (F.), (F), (G)J

tel que
Mc38S, N=&'S, [S=1IM.

THEOREME 5. I existe deux ensembles plans M € (Gs) £(G), (Fy), (Cp-:>
(n = 273y .. "):I et NE (Cl) E(E); (65)7 (Cn) (n = 273’ te ")] tels que
12 IM=IN= T{(yM)-(y'N)} = T(y=0)

3) H. Watanabe, loc.cit. I).
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et qu'il wWexiste aucun ensemble S € (A:)[(G) + (F), (F,), (Ax) (n=2,3,-...)]
tel que
(13) IS=T@=0), Sc(@M)N).

DEMONSTRATION. Désignons par M l'ensemble E! € (G;) donné dans 4,

§2 de la partie I, et posons N = oM. On a
IM=IN=T{M= T(y=0),
Ne (C), LM € (eAyp).

Soient M, et M, les ensembles obtenus au moyen des déplacements de
l'ensemble M respectivement a la direction positive et a la direction
négative par ordonnées 1/k (k= 1,2,....).

De méme deux ensembles N, et N, seront définis a partir de ’ensemble
N.

Pour les couples M,,;, N, et M, N;,, dont chacun est constitué de
deux ensembles (Gs) et (C,;), la condition de la forme (12) est satisfaite, au
contraire, pour au moins une valeur des indices £, il n’existe aucun ensemble
S € (A)) qui satisfait a la condition de la forme (13). Si, en effet, il existait
un tel ensemble S pour tout k£, le raisonnement employé dans la démonstration
du théoréme 4 déduirait que 'ensemble M € (eA,,) appartient a la classe

(B,), ce qui est une contradiction.
Les autres parties du théoréme pouvent se démontrer d'aprés le

raisonnement du §2 de la partie I, c.q.f.d.

La méthode, qui vient d’étre employée du déplacement d'un ensemble
est aussi utile aux problémes de séparations de deux ensembles uniformes
Met N tels que Ny M et IM= ] N au moyen de deux ensembles S et
T tels que M S, N T, TcySet [S= IT= M Par exemple, nous
avons facilement :

THEOREME 6. Pour deux courbes M et N <y M qui w'appartiennent a la
cl sse (F¥)[(G#+Y), (B,)]1(0 < E < ), il nexiste pas loujours deux ensembles
S et T tels que

McS, NcT, TcyS
et S, T € (F¥) [(G**), (An)].

Au contraire nous pouverons le suivant

THEOREME 7. Pour deux ensembles plans M € (Fa’) [(El) et semi-uniforme’)
et N € (F;) [(B,) et semi-uniforme] tels que
(14) oy M)-(/ N)} = (L M)-(IN),
il existe une courbe L € (B,) telle que

McqyL, NcwylL.
LEMME. Pour deux ensembles plans uniformes U et V tels que
V-IUcyU.
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il existe une courbe L € (B)) telle que
Ucy L, VcoylL.

DEMONSTRATION DU LEMME. Posons U, = U- 1V, V,;=V.JU, U,=U
~U, Vo=V—-Viet W =(y=0)— {(U+V), et désignons par U, [V,]
Uensemble obtenu en déplacant U,[V.] parallelement a l'axe OY par
Pordonnée 1[ — 1]. Les ensembles U,, Vi, W,U, et V, sont -uniformes et
appartiennent a la classe (B;). Pour les ensembles U, et Vi, pour lesquels
ona VicyU etl]U,= [V, il existe un ensemble uniforme L, € (B,) tel
que U<’ L, VicyL et TLi= JU,= }V, En effet, chacun des deux
ensembles U, et V, est situé sur une courbe (B,): nous les désignons par U,
et V, et ses équations par y = f(x) et y = g(x). Désignons par L, Ia courbe
(B;) a Téquation y = é—{f (x) + g(x)}. Alors il suffit de poser L, = L,- } U,.

Posons maintenant L= L, + U, + V, + W, et le lemme sera démontré
facilement.

REMARQUE 3. Dans ce lemme on peut remplacer & [§'] au lieu de [y'].

DEMONSTRATION DU THEOREME 7. Si deux points (x, y,) et (x, ¥,) sont
contenus dans les ensembles uniformes {M et {'N respectivement, on verra
. <y, ou bien y, =y, Et dans le dernier cas le point (x, »,) = (x, ¥.)
n’'appartient ni 4 I'ensemble M ni a I'ensemble N.

Nous montrons d’abord que I'inégalité y, >y, est impossible. Supposons,
en effet, que y, >y, Les points de l'ensemble y M qui sont situés sur la
droite P, ils ont les ordonnées =y, car le point (x, y,) est supérieur ¢ a
I'ensemble M. De méme les points de 'ensemble ' N qui sont situés sur la
droite P, ils ont les ordonnées <y,. Donc les deux ensembles v M et ¢ N
n‘ont pas de point commun sur la droite P, comme y, >¥,. 1l en résulte
que

P: € 1{(y M)-(y N)}.
D’autre part, comme (x, ¥) € {M et (x, 3:) € 'N, chacun des deux
ensembles M et N contient un point d’abscisse x. On a donc P, &€ [ M et
P,c INou P, €(IM)-(IN), contrairement a la condition (14). On sait
donc 3, =< y..

Dans le cas y, = y, le point (x, y,) = (¥, ¥.) n’appartient ni a 'ensemble
M ni 3 Iensemble N. Si, en effet, il appartenait a I'ensemble M, il étant
supérieur » a M, les points de I'ensemble y M qui sont situés sur la droite
P, auraient les ordonnées >y,. D’autre part les points de I’ensemble ' N
qui sont situés sur la droite P, ont les ordonnées <y,, comme le point
(%, y) = (x, »,) est inférieur ¢ a N. Par conséquent on a

P, € I{(y M)- (v N)}
contrairement a la condition (14). On a donc
(x, )= (x, 3) € M+ N.
Les deux ensembles uniformes ¢M et ¢’ N de cette nature sont (Fs)
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par le tableau 1 comme M et N sont (F,). Par le méme raisonnement que
celui de la démonstration du lemme on voit qu'il existe une courbe L qui
est (B,) et telle que:

i) si(x, y)E€EM, (x, y) €L et (x, )€ N, on a »<y<y: ou
bien y; = y,= ¥,, dans le dernier cas le point (x, )= (x, y) = (x, ¥,
n'appartient ni a M ni a N;

ii) si(x, »1) € LM, (x, y)€ L et x € Proj {'N, on a y, < y;

iii) si x€ Proj tM, (%, yo) € L et (x, 3,) €& N, on a 3, < ¥..

Nous montrerons que cette courbe L est une cherchée. Pour tout point
(x, m) € M, il existe un seul point situé sur la courbe L et d’abscisse x, soit
ce point (x, ¥;). Comme M & (~), il existe un (x, y,) € £ M tel que m < y,
ou bien m = y;.

Dans le cas m < y,, en vertu de i) et de ii) on a y, <y, s’il existe ou
non un point d’abscisse x dans l'ensemble £’ N. On obtient m < y;, dans ce
cas.

Dans le cas m = y,, s’il existait un point (x, y,) dans ’ensemble ¢’ N,
et si ¥, = ¥, =y, alors par la propriété i) le point (x, ¥.) n'appartiendrait a
I'ensemble M, ainsi que le point (x, m) d’aprés m = y;.. Cest évidemment
une contradiction. Donc par les propriétés i) et ii) on a 31 <y, ou m < y,.
Par conséquent on a facilement

Mc«' L.
De méme on obtient Ny Z. La premiére partie du théoréme est ainsi
démontrée.

Dans le cas ou M & (El) et N € (B)) qui sont semi-uniformes, le méme
raisonnement s’applique, c.q.f.d. -

En terminant, jadresse mes vifs remerciements a M. T. Tsuchikura qui,
pendant la rédaction de ce travail, m’a donné des précieux conseils.
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