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Dans la note sous le meme titre l ) nous avons etabli le tableau 1.
Maintenant nous allons faire quelques applications de ce tableau. Nous
emploierons les notations et les definitions de la note precedente.

1. Applications du tableau 1 aux ensembles plans uniformes. Soit
U un ensemble plan unif orme, et posons

X=yU, Y=y'U.

Par la representation parametrique d'ensembles (Voir |ΊΓ|)2), on sait bien
•que*.

Ue(An) - > I e t Ye (An),
U € (A;) -> U, XetYe (Bn)

en particulier si U est une courbe (An) il est {Bn)
II est a remarquer que ces resultats s'obtiennent par le tableau 1. En

effet, comme
<1) X = γU = βU, Y = 7'Σ7 = β'U,

on peut estimer les classes de X et Y d'apres la classe de U, et en suite
reestimer la classe U meme.

Un ensemble unif orme (Bλ) est un ensemble unif orme (#*), on en obtient
le tableau suivant:

u

V V

i T 7:

A; An

Tableau 2

En particulier no as avons le

COROLLAIRE 1. Toute courbe (Fσ) est (B\Ύ).

N.Lusin a etudie Γestimation άes classes des ensembles U et F e n

1) Tόhoku Math. Journ,, 4(1952), 38-48.
2) Pour les chiffres er.tre crochets, voir la table des travaix cites a la fin de ma

note precedents.
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donnant la classe de Γensemble X; et en donnant les classes des ensembles
X et Y il a obtenu Γestimation de la classe de Γensemble U et la reestima-
tion des classes des ensembles X et Y (Voir

2. Application du tableau 1 aux ensembles d'unieite des ensembles
plans. Soit E un ensemble plan donne. On dit, d'apres N. Lusin ([6] p. 255j,
Γensemble d'unicite de E Γensemble de tous les points {x,y) de E tels que
la droite Px ne coupe E en aucune point distinct de (x,y). Designons cet
ensemble par EΊ. II est bien connu que £Ί 6 (Cn) si E € (Bn) et Ei € (Anp)
si E € (A*), mais ce qui sont encore des consequences faciles des egalites

(3) E, = E-(βE + β'E) = (8EΠSΈ)
et du tableau 1.

Si un ensemble Z? est (G) o n a £ c βE. Nous avons le tableau suivant:

E G

0

F F;

Gs

Fσ

Fσp

An

An,

Tableau 3

II est bien connu que si un ensemble E est semi-unif orme et (BΊ), on a

EI€L(BI) (Voir C6] p.239). Ce resultat s'obtiendra de (3) et du remarque a
la fin du § 1 de la partie I.

3. Applications du tableau 1 a. Γuniformisation d'ensembles plans.

THEOREME 1. Tout ensemble plan (Fσ) [(FJ)] pent etre uniformise par

un ensemble (Fσp) C(Ge)l

DEMONSTRATION. Soit E un ensemble plan (Fσ). II existe une suite des
oo

ensembles En € (K) (n = 1,2, ) tels que E = 2 »̂* Posons
n=i

(4) U =

Comme Γensemble ξB» est evidemment un uniformisateur de Γensemble
En € (-K), on voit facilement que Γensemble U est un uniformisateur de
Γensemble E. Or on a aisement

(5) - \&U= IE - \&Eι + n+1 - UEx + . . - . + £ „ ) }

L'ensemble E etant (Fσ) on a (Fσ), et pour ΓensembleEn € fΛΓ) —
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<ionc a fortiori En € ( F ) - o n a β'En € (Fσ) et yEn € (FP) d'apres le tableau
1. Comme t (Ei + . + En) <Ξ (F) pυisque Γensemble Eλ + . . . . + £ n <Ξ (X),
il en resulte que Γensemble U est (Fσp) d'apres (5). En particulier si
E e (F;) on B. U € (Gβ), car J E € (JBM) d'apres la definition de F*9 c.q. f.d.

Nous ne pouvons decider Γexactitude de Γestimation (Fσp) de Γunifor-
misateur. Nous remarquons qu'il existe un ensemble plan (Fσ) qui ne peut etre
uniformise par ni Fσ par ni Gs. Designons, en effet, par R Γensemble de
tous les points (r, 0) oίi — 1 < r < 0 et r est rationnel. II est evidemment
(eFσ). Posons E= R+ S oh S est Γensemble (K) de M e l l θ S.Braun defini a
Ja fin de la Partie I. Comme Γensemble E est (Fσ), il ne peut etre uniformise
par ni Fσ par ni G§. L'ensemble U defini par (5) pour cet ensemble E, est
(Fσp) et (CFσp) a la fois.

Sur les theoremes de Me l l e S. Braun cites au debut de Γintroduction
dans la partie I, nous faisons quelques remarques:

REMARQUE 1. Comme ζEn = (Gs) on obtient U €i (Gδσ) en estimant sa
•classe d'apres (4). Cest le theoreme B. 2.

REMARQUE 2. Si E € (F) on a U € (Ga) d'apres (6;. Cest le theoreme
B.3.

THEORJEME 2. Toẑ ί ensemble plan (G) peut etre uniformise par un
ensemble (B\ λ).

DEMONSTRATION. Soit E un ensemble plan (G). II existe une suite des
oo

cercles fermes En (n = 1,2, ) tels que E = 2 £ κ . Par la methode em-

ployee dans la demonstration du theoreme precedent, on voit que Γensemble
U defini par (4) est un uniformisateur de Γensemble E. Or, dans ce cas
ζ En € (F), done on a [ /€ (Fσ). D'autre part X U = J E € (G) et Γensemble
uniforme C/ est (Fσ). Nous avons alors U €: (J3I?i) d'apres le tableau 2, ou
£/ € (Gδ) d'apres (6), c. q. f. d.

4. Applications du tableau 1 aux separations des ensembles plans.

THEORέME 3. Soint M et N deux ensembles plans et uniformes tels que

<7) MczryN, I M = IN,

ZMe(Bn)t(An), (Fσ), (Gδ), (G), (F)H ef ^ ^ les deux ensembles M et N
riappartiennent pas a la classe (B*) t(An), (Fσp), (Gδ), (Fp), (F)]. A/ors tf
Λ'esίste ί^s toujours un ensemble plan S € (Λn) ι[f-An), (Fσ), (Fσ), (G), (G)]
Ŷ / que

<8) MciδS, Naδ'S.

DEMONSTRATION. Soit M un ensemble plan uniforme et non-(Z?*) tel
que I M € (B«). Designons par M7l. et M^ les ensembles qui sont obtenus au
moyen des deplacements de Γensemble M aux directions positive et negative
respectivement par ordonne 1/k (k = 1,2, ). Chaque couple des ensembles
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{Mi., Mk+i) et (M;+1, Mk) satisfait aux conditions de la forme (7).
D'autre part, ii existe un couple pour lequel il n'existe aucune ensemble

plan 5 6 (An) qui jouit de la condition de la forme (8). Supposons, en
effet, qu'il existe un tel ensemble S pour chaque couple des ensembles. Et
soient Sk et SI les ensembles qui correspondent respectivement aux couples-

(Mi , ΛfΛ+3) et (MUv M0-
On a evidemment

(9) M=(IM) Π (<*'St)(oίSΪ),

(10) M= Π

(11) M = I M - 2

Comme #'SΛ. et # SA' sont des ensembles (AJ d'apres le tableau 1. et
comme J M ζ (i?w) par Γhypothese, Γensemble ίuniforme M appartient a
{A*n); et il en resulte d'apres le tableau 2 qu'il est un ensemble (2?*), ce qui
contredit Γhypothese que Λf €~(-B*). Remarquons que Γon a M € (Cw) d'apres
(11) et il en resulte irnmediatement, sans usage du tableau 2, que Γensemble
M appartient a (Bn) d'apres (9) et (11).

La premiere partie du theoreme est ainsi demontree.
Les parties qui restent seront demontrees de la mani^re analogue,

c.q. f.d.
Pour le problέme L de N.Lusin cite dans Introduction de la partie I3>

nous avons d'apres ce theoreme une reponse negative que voici:
COROLLAΪRE 2. Entre deux courbes donnees drnt I une est sit nee au-dessus

de Vautre et dont aucune riappartient a la classe (Bn) ΠGs), (F)], il n existe
pas toujours un ensemble plan (An) Z(Fσ)7 (Gy\ qui est coupe par toute droite
parallele a Vaxe OY.

Une demonstration du theoreme suivant peut se deduire d'une faςon
analogue.

TiίέoREME 4. Soient M et N des ensembles plans uniformes qui n'ap-
partiennent a la classe {B*n) Z{An), (Fσp), (Gδ), (F), (FP)j et tels que

MdyN, JΛf = IN.

II n'existe pas toujours un ensemble plan S € {A*) Z{An), {Fσ), (F;), (F), ( G ) J
tel que

MczSS, Naδ'S, 1 5 = IM.
THBOREME 5. // existe deux ensembles plans Me (Gs) l(G), (Fσ), (Cn-:>

(Λ = 2,3, . . . . 0 et N € {CO C(F), (C«), (CΛ) (n = 2,3, . . ..)D tels que

(12)

3) H. Watanabe, loccit. 1>
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et qu'il rϊexiste aucun ensemble S € (A,) [(G) + (F), (Fσ), (An) (n = 2,3, .. .)H

(13) I S = I(y = 0), S c (8M)(δ'N).

DEMONSTRATION. Designons par Λf Γensemble Eι € (Gδ) donne dans 4,
§2 de la partie I, et posons N - yM. On a

I?Af= l(y= 0),
ζMe{eAιP).

Soient Mte et Mfc les ensembles obtenus au moyen des deplacements de
Γensemble M respectivement a la direction positive et a la direction
negative par ordonnees 1/k (k = 1,2, ).

De meme deux ensembles Nk et N% seront definis a partir de Γensemble
N.

Pour les couples MA+1, N^ et M%, N*+l dont chacun est constitue de
deux ensembles (Gs) et (Cj), la condition de la forme (12) est satisfaite, au
contraire, pour au moins une valeur des indices k, il n'existe aucun ensemble
S € (Aι) qui satisfait a la condition de la forme (13). Si, en effet, il existait
un tel ensemble S pour tout k, le raisonnement employe dans la demonstration
du theoreme 4 deduirait que Γensemble f M € (eAlP) appartient a la classe
(Bι), ce qui est une contradiction.

Les autres parties du theoreme pouvent se demontrer d'apres le
raisonnement du § 2 de la partie I, c. q. f. d.

La methode, qui vient d'etre employee du deplacement d'un ensemble
est aussi utile aux problemes de separations de deux ensembles υniformes
M et N tels que ΛΓcγΛf et 2M- IN au moyen de deux ensembles S et
T tels que MaS, Na T, T c γ S e t I S = XT= JM. Par exemρle? nous
avons f acilement:

THEOREME 6. Pour deux courbes M et N czy M qui n'appartiennent a la
cl sse (F^)[(G2S+1), (-Bn)D(O^f < Ω), il riexiste pas ίoujours deux ensembles
S et T tels que

MczS, NaT, TayS

Au contraire nous pouverons le suivant

THBQREIVIE 7. Pour deux ensembles plans M € {Fσ) [(Bi) et semi-uniformed
et N € {Fσ) C(J5]) et semi-wnifarme~] tels que

(14) X{(yM)'{yN)y^{lM)'{lN),

il existe une courbe L € (Bj telle que

Mczy'L, N c γ Z ,

LEMME. Pour deux ensembles plans uniformes U et V tels que

V ZUcyU.
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il existe une courbe L ̂  (Z?:) telle que

UaΎ'L, VczyL.

DEMONSTRATION DU LEMME. Posons UΛ = U- t V, VΊ - V- XtΛ CΛ = U
~Ul9 V2 = V - Vτ et W = O = 0 ) - l(U+ TO, et designons par C/2"[F^

Γensemble obtenu en deplaςant U2\Ύ.J par all element a Γaxe OY par
Γordonnee 1 [ - 1 ] . Les ensembles Uu Vu W,U2 et V'2 sont uniformes et
appartiennent a la classe (BJ. Pour les ensembles C7i et Vτ, pour lesquels
on a Fi c: 7 C/T e t l C/i = I Fi, il existe un ensemble uniforme Lx € (#i) tel
que UjCiy'L,, VΛdyLι et J L ι = IC7Ί = ί F l β En effet, chacun des deux
ensembles Uλ et F x est situe sur une courbe {Bλ): nous les designons par Uo

et Vo et ses equations par y = /(A:) et jy = (̂A:). Designons par Lo la courbe
(β,) a Γequation y = ^-{/(AT) + #(*:)}. Alors il suffit de poser Lλ^ Lo- I 17,.

Posons maintenant Z = Z7 + U2 + V!2 + W, et le lemme sera demontre
facilement.

REMARQUE 3. Dans ce lemme on peut remplacer δ [δ'D au lieu de 7C7Ί
DEMONSTRATION DU THEOR^ME 7. Si deux points (x, yj et (AT, y.2) sont

contenus dans les ensembles uniformes ζM et ζ'N respectivement, on verra
jy. < y, ou bien 3̂  = yz. Et dans le dernier cas le point (x, yΛ) = (AT, ̂ a)
n'appartient ni a Γensemble M ni a Γensemble iV.

Nous montrons d'abord que Γinegalite yλ >y2 est impossible. Supposons,
en effet, que yx > y2. Les points de Γensemble 7 M qui sont situes sur la
droite Px, ils ont les ordonnees > yu car le point (x, jvO est superieur ζ a
Γensemble M De meme les points de Γensemble 7' N qui sont situes sur la
droite PX} ils ont les ordonnees <^y2. Done les deux ensembles γ M e t </N
n'ont pas de point commun sur la droite Px, comme yx >y2. 11 en resulte
que

A € li(yM) (Ύ'N)}.

D'autre part, comme {x, yλ) € ζM et (#, ̂ ) € ?W, chacun des deux
ensembles M et N contient un point d'abscisse x. On a done Ĵ c € X M et
P^ € I A/" ou Px € (IM) ( t ΛO, contrairement a la condition (14;. On sait
done yλ tgy>.

Dans le cas yx = y2 le point (A:, 3̂1) = (#, ^2) n'appartient ni a Γensemble
M ni a Γensemble N. Si, en effet, il appartenait a Γensemble M, il etant
superieur η a M, les points de Γensemble 7 M qui sont situes sur la droite
Px auraient les ordonnees >yλ. D'autre part les points de Γensemble <y' N
qui sont situes sur la droite Px ont les ordonnees g JΊ, comme le point
{x, yύ = (x, y>) est inferieur ζ a N. Par consequent on a

contrairement a la condition (14). On a done

ίJf, 3>J)= (ΛΓ, >>)€ M+ N.

Les deux ensembles unif ormes £M et ζ' N de cette nature sont (Fσs)
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par le tableau 1 comme M et N sont (Fσ). Par le meme raisonnement que
celui de la demonstration du lemme on voit qu'il existe une courbe L qui
est (B}) et telle que:

i) si (x, yx) e ζM, (x, y0) € L et (x, y2) 6 ζ N, on a yι < y0 < y2 ou
bien yτ = y0 = jy2, dans le dernier cas le point (#, j>3) = (Λ:, >Ό) = (x, y>)
n'appartient ni a M ni a N

ii) si (x, yx) € ζM, (x, y0) € Ẑ  et x € Proj fW, on a ^j < 3>0

iii) si x € Proj fM, (Λ, J>0) € Ẑ  et (x, y2) € ζ' N, o n a ) Ό < 2̂
Nous montrerons que cette courbe L est une cherchee. Pour tout point

(x, ni) £Ξ M, il existe un seul point situe sur la courbe L et d'abscisse x, soit
ce point (x, y,}). Comme M € (~), il existe un (Λ:, y^) ̂  ζ M tel que m < ^3

ou bien m = j ^ .
Dans le cas m<yu en vertu de i) et de ii) on a yx <^yo s'il existe ou

non un point d'abscisse x dans Γensemble ζ' N. On obtient m < yo dans ce
cas.

Dans le cas rn = yit s'il existait un point (x, yΛ) dans Γensemble ζf N,
et si .Vi = .Vo = yz, alors par la propriete i) le point (x, yj n'appartiendrait a
Γensemble M, ainsi que le point (x, m) d'apres m ~ yx. Cest evidemment
une contradiction. Done par les proprietes i) et ii) on a yΎ < y0 ou m < y0.
Par consequent on a facilement

De meme on obtient Ndy L. La premiere partie du theoreme est ainsi
demontree.

Dans le cas oα M 6 (BL) et N € (#0 qui sont semi-unif ormes, le meme
raisonnement s'applique, c. q. f. d.

En terminant, j'adresse mes vifs remerciements a M. T. Tsuchikura qui,
pendant la redaction de ce travail, m'a donne des precieux conseils.
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