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1. On appelle contraction normale du plan complexe toute fonction T’
qui diminue la distance et conserve origine, c’est & dire |T(2)—T(2")|<|2—=2|
quels que soient les nombres complexes z, 2" et T(0)=0. .

Soit G un groupe abélien localement compact et soit ds la mesure de
Haar sur G. On appelle, d’aprés Beurling-Deny [1], espace de Dirichlet
spécial relativement & G un espace hilbertien complexe D = D(G) dont les
éléments sont des fonctions a valeurs complexes localement sommables, les
quatre axiomes suivants étant vérifiés:

a. llu, |l =0 entraine f| u,(x) | de — 0 pour tout compact KcG .
K

b. CND est densz dans C et dans D.

c. Si u est un élément de D et si T est une ccntracticn normale, alors
TueDet |[Tul| <|ul.

d. Si u est un élément de D) et s un point de G, alors la translatée
de u par s est un élément U de D, |Uul| = ||u| et Uau est une
fonction continue de s.

Dans cette définiticn C est 1’espace des foncticns continues sur G, 4 valeurs
complexes et a support compact. On désigne par ||«| la norme de 1’élément

u de D.
Suivant un théoréme de Beurling-Deny on a: D est un espace de Dirichlet
sur le groupe G abélien localement compact, si et seulement si il existe une

N\
fonction A définie-négative réelle sur le groupe dual G de G, dont l'inverse

PAN
1/A est sommable sur tout compact de G et telle que, pour tout élément
uweCND, on ait

el = ( f POIRYG) ds;)';’
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On appelle anneau de Dirichlet un espace de Dirichlet D qui satisfait a
luvl<cllullivl

quels que soient les éléments », v de D, ¢ étant une constante indépendante
de u et v.

Sous ces conditions on peut facilement établir que
lul-<clleul.

Donc on peut supposer que toute fonction d’un anneau de Dirichlet est
continue.

Nous rappelons le théoréme des condensateurs de Beurling-Deny : soient
®, et o, deux ouverts de G, d’adhérences disjointes, w, étant relativement
compact. L’ensemble

E={ueD: Reu>1 sur o, Re <0 sur o,

est convexe, fermé non-vide. Donc il existe un élément unique « de E dont
la norme soit minimum et en considérant la contraction normale de la pro-
jection du plan complexe sur le segment (0, 1), on a 0<Cu <1 dans G.

2. THEOREM. Soit G un groupe abélien compact qui n'est pas totalement
discontinu et soit D un anneau de Dirichlet sur G et soit @ une fonction sur

le plan complexe a wvaleurs complexes. Alors pour que @ opére sur D, il

faut et il suffit que @ satisfasse a la condition de Lipschitz sur tout ensemble
compact du plan complexe.

LEMME 1. Soit N la fonction définie-négative associée a anneau de
Dirichlet du théoréme. Pour chaque entier N assez grand, il existe un élément

N\
z de G tel que
8 < MZ) < 8™

4 . —~ 71 7 ) 3 . A
DEMONSTRATION. Soit ¥ un élément d’ordre infini de G et suppcsons
que

MO) < 8 et AMF) L 8.
On pose

I'={ny: Mxny) <8, n=0,£1,£2,---}.
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Or cn a, comme une propriété bien connue des fonctions définies-négatives,
MZ — ) <4AMD) + 47F).

Dcnc §'il n’existe pas d’élément dans I" satisfaisant & notre exigence, alors I'

est un sous-groupe infini de G. Soit H lannihilateur de T, alors T' est
isomorphe et homéomorphe au dual de G/H. Si f est la fonction caracté-
ristique d'un ensemble ouvert de G/H de mesure plus petite que 1/¢*8" et si
on prolonge f commodément sur G, alors:

1<cifll=c (fﬁlﬂf)lzh(i)dﬂ?)%_ = C(frl%’)“(") d”ﬁ

c8""

» A 1
< c8% ([ 1Forar) <55 =1,

ce qui est absurde.
Soit ny (n=-1,2,—2,3,—3,---) le premier élément de 1' tel que
Mny) > 8%, On suppose que #>2. Alors on a
8% < Mny) << AN(n—=1)y) + ANM—7) L 8.
LEMME 2. Soit (x,¥) un caractere de G. Si lon pose
o = {x: Re(x, ¥) > 1/3},

alors mes (0) >1/8.

DEMONSTATION.

1 1 1 A"Z | 1 A.Z
9'+ 5 <‘[G;—3—+§Rc(x,y)l dx = <L+‘/;w)|43+§)'ie(x,y)i dx

d’ot le lemme.

LEMME 3. Pour chaque nombre positif a assez grand, il existe deux
ouverts wy, w; de G tels que la fonction ¢ de norme minimum dans ’ensemble

E={u:Reu>1 sur o,, Re u <0 sur oy}
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satisfait a
al|o1<24 3 a.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 1, pour a assez grand il existe un
Ay
élément ¥ de G tel que

24a* < NB) < 8-244* .

On pose

o, = {x: Re(x,y)>1/3} et w,= {x: Re(x, y) <0} .
Comme 3(x, y)< E, on a

161< 1132 9) I <3G} T <348 /2 a=241/3 a.

D’autre part, comme é est a valeurs réelles et 0 <A <1, on a

Re Lﬁ(.r)(ifff) dr = j;(;'(x) Re(x, y)dx = [ % dx = \13 mesiw,) = ;4

dés que mes(w,) >>1/8. Donc

o= ([ Be@ds) =Y =,

ce qui démontre notre lemme.

DEMONSTRATION DU THEOREME. Démontrons la nécessité de la con-
dition : notre démcnstration s’inspire de [2].
Soient V,, V,, « - - des ouverts non-vides de G tels que ’'adhérence de V,

est disjointe de 1’adhérence de UVI' Alors il existe des fonctions &, de D

Ik
telles que & = 1 sur V, et & = 0 sur V({ # k).
Notre démonstration se fera en quatre parties:
(1) “Pour chaque z complexe, il existe deux constantes 8., M, et un ouvert
V', tels que si « est a support dans V. et |lull <38, alors l@(z+u) || << M.”.
Suppcsons au contraire que cet énoncé ne soit pas vrai. Alors il existe
une suite {«;} de D telle que

support de #,CVy, llu |l <1/k% et || @lz+u) | = kIl &l .
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Comme || Zu,ll <Zllwupll <Z1/k* u = Su, appartient & D, donc || @(z+u)ll
est finie. En notant que les supports de #; sont disjoints, on voit que

Elp(z+u) — @(2)] = @p(z+u) — @(2).
Donc on a

lglztu) | <l Eep(z+u) | + €N @(z)] + 111D

<&l (el elz+w) |l + [@(z)| + 1111]).
ce qui est contraire a || @(z+u)ll =kl &l .

(2) “Pour chaque = complexe, il existe deux constantes &, M. telles que si
le) <&, alors [|@(z+u)ll << M;”.

Soient U, W deux ouverts de G tels que WcUcUcV. Alors il existe
des translatés finis de W, W,, .-, W, dont la réunion couvre G. Soient
U,+-+,U, et V,,++.,V, les translatés correspcndants et soient «; et B; des
fonctions de D non négatives telles que ay=1 sur U, a,=0 hors de V) et
Bi=1 sur Wy, B,=0 hors de U,. Si ’on pose

_ A
e T T ey

alors 3¢, = 1 et comme 38; > 0 sur G, Y, appartient a D. On pcse

& =inf —% M= cM.S vl

1<ksn CH Ay H

avec les constantes 8. et M, de 1’énoncé (1).

Si|lull <8, alors au est a support dans V. et ||au|| < 8., donc d’aprés
(1) et V'invariance de la norme par translation, on a | @(au+2)|<<M,. D’autre
part

Vip(z+u) = yp(z+au) ,
d’ot 'on a
le(z+u)l| = ZEuwp(z+u) | <3 | Yep(z+au)l

Kl lloplz+asn) || < M.

De I’énoncé (2), on a facilement.
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(3) “Si Nlul <

tolp?

|1I|L’ alors | gp(z+ 2" +u)—@lz+2)l < 2M”

(4) “Pour chaque

z complexe, @ satisfait a la condition de Lipschitz dans
un voisinage de 2.

Supposons que |z’ [<2H1H et |2'—2"| est sufisamment petite, alors d’aprés

le lemme 3, il existe une fonction ¢ telle que 8;/48¢/ 3 < ll(z"—2")6| < 8;/2.
Par conséquent en vertu de (3) et de la propriété de #, on a

2M: = || @p(z+2'+(2"—2)0) — p(z+2)
= @p(z+2") — p(z+2)1 18]

-~ _ &  |plz+2)—e(z+2)|
~ 4873 |2’ —2"|

ce qui démontre notre assertion.

Donc ¢ satisfait 4 la condition de Lipschitz dans tout ensemble compact
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