
SUR LES FONCTIONS QUI OPERENT SUR L'ANNEAU

DE DIRICHLET D(G)

SATORU IGARI

(Received March 17, 1965)

1. On appelle contraction normale du plan complexe toute fonction T
qui diminue la distance et conserve Γorigine, c'est a dire \T(z) — Ί\z')\ <^.\z—z'\
quels que soient les nombres complexes z, z et T(0)=0.

Soit G un groupe abelien localement compact et soit ds la mesure de
Haar sur G. On appelle, d'apres Beurling-Deny [1], espace de Dirichlet
special relativement a G un espace hilbertien complexe D — D(G) dont les
elements sont des fonctions a valeurs complexes localement sommables, les
quatre axiomes suivants etant verifies :

a. II un || —> 0 entraine / | un(x) \ dx-+Q pour tout compact Kc G .

JK

b. COD est dense dans C et dans D.

c. Si u est un element de D et si T est une contraction normale, alors

TuzD et || Tu\\ < | | u\\ .
d. Si u est un element de D et 5 un point de G, alors la translatee

de u par s est un element Usu de D, \\ Usu || = || u || et Usu est une
fonction continue de s.

Dans cette definition C est Γespace des foncticns continues sur G, a valeurs
complexes et a support compact. On designe par || u || la norme de Γelement
u de D.

Suivant un theoreme de Beurling-Deny on a : D est un espace de Dirichlet
sur le groupe G abelien localement compact, si et seulement si il existe une

A

fonction λ definie-negative reelle sur le groupe dual G de G, dont Γinverse

1/λ est sommable sur tout compact de G et telle que, pour tout element

u £ CΠD, on ait
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On appelle anneau de Dirichlet un espace de Dirichlet D qui satisfait a

II uv\\<c\\u II || v II

quels que soient les elements u, v de D, c etant une constante independante
άe u e\. v.

Sous ces conditions on peut facilement etablir que

II u\U<c\\u II .

Done on peut supposer que toute fonction d'un anneau de Dirichlet est
continue.

Nous rappelons le theoreme des condensateurs de Beurling-Deny: soient
ω0 et ω{ deux ouverts de G, d'adherences disjointes, ω{ etant relativement
compact. L'ensemble

E = [u€ D: 3?c u^1 sur ω,, 9ϊc u < 0 sur ω{)]

est convexe, ferme non-vide. Done il existe un element unique u de E dont
la norme soit minimum et en considerant la contraction normale de la pro-
jection du plan complexe sur le segment (0,1), on a 0 <^ u <J 1 dans G.

2. THEOREM. Soit G un groupe abelien compact qui rtest pas totalement
discontinu et soit D un anneau de Dirichlet sur G et soit φ une fonction sur
le plan complexe a valeurs complexes. Alors pour que φ opere sur D, il
faut et il suffit que φ satisfasse a la condition de Lipschitz sur tout ensemble
compact du plan complexe.

LEMME 1. Soit λ la fonction dέfinie-nέgative associee a Vanneau de

Dirichlet du theoreme. Pour chaque entier N assez grand, il existe un element

x de G tel que

DEMONSTRATION. Soit y un element d'ordre inήni de G et suppesons
que

λ(0) < SN et λ(5>) < 8" .

On pose

T = {ny:\(ny)<8^ w = 0, ± 1 , ±2, • } .
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Or en a, comme une propriete bien connue des fonctions definies-negatives,

Dene s'il n'existe pas d'element dans Γ satisfaisant a notre exigence, alors Γ

est un sous-groupe infini de G. Soit H Γannihilateur de Γ, alors Γ est

isomorphe et homeomorphe au dual de G/H. Si f est la fonction caracte-

ristique d'un ensemble ouvert de G/H de mesure plus petite que 1/c2SN et si

on prolonge f commodement sur G, alors:

:il/ll =

<c8~*Ί \f(ΊψdyY < ^ ^ r = l

ce qui est absurde.

Soit ny (n = — 1,2, — 2, 3, — 3, ) le premier element de Γ tel que

> 8y. On suppose que n ̂  2. Alors on a

8* < X(ny) < 4λ((/ί-1)3/)

LEMME 2. *SΌ/ί (̂ ,5 )̂ un caractere de G. Si Von pose

ω = [x: ^(x,y)> 1/3} ,

alors mes (ω) ̂  1/8 .

DEMONSTATION.

1
9

C r
iχ = [ +

< (-^-) mes(ω) + ί-^-J mes (Qω) = ~Q- + -Q- mes(ω) ,
\ ύ / \ ό I yy

d'oύ le lemme.

LEMME 3. Pour chaque nombre positif a assez grand, il existe deux

ouverts ω0, ωλ de G tels que la fonction θ de norme ?ninimuin dans V ensemble

E — {u: 9ϊe u ̂  1 sur ωu 9ϊe u <! 0 sur ω0]
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satisfait a

a < II θ | | < 24v/ΊΓ α .

DEMONSTRATION. D'apres le lemme 1, pour a assez grand il existe un

element y de G tel que

24α 2 <λ(5>)<8.24α 2 .

On pose

ω{ = {x : 3ϊc O, 5>) > 1/3} et ω0 •-=-- {x : 3ΐe (>> 3)) < 0} .

Comme 3(x,y)zE9 on a

II 0 I K II 3(x, 50 I K 3{λ(5))}-T- < 3 χ/8"^24" α - 24^/"3"α .

D'autre part, comme θ est a valeurs reelles et 0^/9=<l, on a

3ϊc Γ θ{x)(x^) dx - / 6 (^) $le(jc, y)dx > ί ^ rfα: = • \ mes^O > 7 ^
JG Ja Jm ό ό Z4

des que mes(ω!) ^ 1/8. Done

*11=

ce qui demontre notre lemme.

DEMONSTRATION DU T H E O R E M E . Demontrons la necessite de la con-
dition : notre demonstration s'inspire de [2],

Soient Vl9 V2y des ouverts non-vides de G tels que Γadherence de Vk

est disjointe de Γadherence de \JVt. Alors il existe des functions £A de D
l*k

telles que ^ =.1 sur Vk et ξk = 0 sur y^(/ ̂  έ).
Notre demonstration se fera en quatre parties:

( 1) "Pour chaque z complexe, il existe deux constantes 8Σ, Mz et un ouvert
Vz tels que si u est a support dans Vz et \\u\\ <! Bz, alors \\φ(z-\-u)\\ ̂  M/'.

Suppcsons au contraire que cet enonce ne soit pas vrai. Alors il existe
une suite {uk} de D telle que

support de ukcVk9 \\uk\\ < l/k2 et
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Comme || ΣwJI <^ Σ II uk\\ <J Xl/k2, u = Σuk appartient a D, done \\φ(z-\-u)\\
est finie. En notant que les supports de uk sont disjoints, on voit que

- φ(z)] = φ(z + uk) - φ(z) .

Done on a

M * + « * ) ι ι < ii &*<*+«) ii + ι ι ^ ι i ( i ^ ) i + mil)

<ιι**ιι wι ?>(«+«) 11 + \Ψ(Z)\ + i n n ) .

ce qui est contraire a H

( 2 ) "Pour chaque z complexe, il existe deux constantes h'Σ9 M'z telles que si
|| ft || < ^ , alors \\<p(z+u)\\ <^ Mz".

Soient U,W deux ouverts de G tels que WdUdUdV. Alors il existe
des translates finis de W, Wi9 , Wn dont la reunion couvre G. Soient
Ul9 , Un et Vl9 ,Vn les translates correspcndants et soient ak et βk des
fonctions de ϋ non negatives telles que oίk = l sur Uk9 oίk~0 hors de Vk et
βk — l sur Wk, βk — 0 hors de Uk. Si Γon pose

+* = o-7-^ - -

alors Σψ * = 1 et comme Σ/βt > 0 sur G, ψk appartient a D. On pese

avec les constantes δ, et Mz de Γenonce (1).
Si || u || <C B'z, alors aku est a Support dans Vk et || aku || ^ δΓ, done d'apres

(1) et Γinvariance de la norme par translation, on a || φ(atku + z)\\^.Mz. D'autre
part

d'oύ Γon a

| | ^ + M ) I 1 = Σ ψ * ^ + « ) IK ΣI

<cX\\ψk\

De Γenonce (2), on a facilement.
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( 3 ) "Si | | κ | | < f ~ e t \z\ <~n> alαrs II φ(z + z' + u)-φ(z + z)\\ < 2 M Γ .

(4) "Pour chaque 2: complexe, <p satisfait a la condition de Lipschitz dans

un voisinage de z\

Supposons que | z \ <J •—p— et \z—z"\ cst suffisamment petite, alors d'apres
1̂11II

le lemme 3, il existe une fonction θ telle que δ;/48χ/~3~ < \\(z" — z)θ\\ <δi/2.

Par consequent en vertu de (3) et de la propriete de #, on a

+(z"-z')θ) -

- φ(z+z)\\\θ\\

^ 48,/ 3 U'-«

ce qui demontre notre assertion.

Done φ satisfait a la condition de Lipschitz dans tout ensemble compact.
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