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1. Einleitung. Fur die Approximation stetiger, 2π-periodischer
Funktionen auf der reellen Achse durch trigonometrische Polynome wurde
ein direkter Satz von D. Jackson 1911 [8] und die Umkehrung von S. N.
Bernstein 1912 [1] bewiesen und die Ergebnisse von A. Zygmund [25]
1945 verallgemeinert. 1949 stellte M. Zamansky [25] eine Beziehung
zwischen der Approximationsordnung und dem Wachstum bezϋglich n der
Ableitungen der Approximationspolynome her; auf die Approximations-
ordnung fίir die Ableitungen der Funktion schloβ S. B. Steckin 1951.
Die Umkehrung des Ergebnisses von M. Zamansky bewies G. Sunouchi
1968 [21,22], womit die Aquivalenz aller Aussagen gezeigt ist.

Die Ubertragung der Ergebnisse auf Approximationsoperatoren in
Banachraumen stammt von K. Scherer und P. L. Butzer [3, 4], wobei
gewisse Voraussetzungen an die Operatorfolge (eine verallgemeinerte
Bernsteinsche Ungleichung und eine sogenannte Jacksonsche Ungleichung)
gestellt werden. An die Stelle der strukturellen Eigenschaften der
Funktion, die durch das Verhalten des Stetigkeitsmoduls der Funktion
charakterisiert werden, treten in allgemeinen Banachraumen Eigenschaften
des von J Peetre [17] eingefϋhrten i£-Funktionals.

In dieser Arbeit wird die Approximation von Funktionen, die auf der
Einheitskugel Sk im Rk definiert sind, durch Linearkombinationen von
Kugelfunktionen untersucht. Es wird fur diesen Fall eine Bernstein-
Ungleichung und die Jackson-Ungleichung bewiesen, wenn man die
Ableitung durch den Laplace-Operator auf Sk ersetzt. Damit ist der
oben zitierte allgemeine Satz von Butzer-Scherer anwendbar. Weiter kann
man hier an Stelle des ίΓ-Funktionals einen verallgemeinerten Stetigkeits-
modul setzen. Anschlieβend wird der Spezialfall der zonalen Funktionen
und ihre Approximation durch algebraische Polynome untersucht.

2. Bezeichnungen und elementare Eigenschaften. Es sei Sk die
Oberflache der Einheitskugel im Λ-dimensionalen euklidischen Raum Rk;
x, y sind Punkte auf Sk und (xf y) ihr euklidisches Skalarprodukt. Mit
C(Sk) bezeichnet man den Banachraum der auf Sk deίinierten stetigen
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Funktionen mit der Norm

| | / 11, = max \f(x)\,
xeSk

Lp(Sk), 1 ̂  p < oo, ist der Banachraum der auf Sk definierten und dort
beziiglich des Oberflachenelements ds zur p-ten Potenz integrierbaren
Funktionen mit der Norm

wobei Ωk die Oberflache von Sk ist. Mit X wird immer einer der Raume
C(Sk) oder Lp(Sk) bezeichnet.

Banachunterraume dieser Raume sind die zonalen Funktionen d.h.
Funktionen, die invariant sind gegenuber Drehungen um eine Achse durch
einen festgewahlten Nordpol auf Sk. Es besteht ein Isomorphismus
zwischen den zonalen Funktionen und den Funktionen f(θ) der einen
Veranderlichen θ mit 0 ̂  θ <L π. Der Unterraum der stetigen zonalen
Funktionen wird mit Cz bezeichnet mit der Norm

(2.1) || / \\On - m a x | f(θ) | .

Den Unterraum der zonalen Funktionen in Lp bezeichnen wir mit L\ mit
der Norm

(2.2) || / IU = {%± Γ I f(θ) \* (sin θ)" dβY* (2λ = k - 2) .
I Uk Jo )

Mit dieser Norm ist der erwahnte Isomorphismus isometrisch. Mit A wird
der Laplace-Beltrami-Operator auf der Kugel Sk bezeichnet (s. [6, 14]).
Yn(x) ist eine Kugelfunktion vom Grade n.

{Yϊ(x); m = l,2, -- ,H(n,k)}

ist die Menge der H{n, k) linear unabhangigen Kugelfunktionen vom Grade
n. Es ist

Pn(x) ist ein Polynom der Form

H(l,k)

Σ Σ almYr(χ)
1=0 m = l

und ^ n der lineare Raum aller Polynome Pn(x) vom Grade ^ n (s. [6, 14]).
Jeder Funktίon / e l kann man eine Entwicklung nach Kugelfunktionen
zuordnen, die sogenannte Laplace-Reihe von / :
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(2.3) f(x) ~ Σ YJJ-, x) ,

wobei Yn(f; x) (n = 0, 1, 2, •) gegeben ist durch

(2.4) Yn(f; x) = Γ°i{n

λ+tX) \ t Pi[(*, y)\ f(y)ds(y) ,

wobei Pi(t) die Gegenbauer-Polynome sind, die durch Orthonormalisierung
der Funktionen {1, t, f, •••,<*, •} auf [ — 1,1] bzgl. der Gewichts-
funktionen (1 — t2)λ~~112 entstehen [14] Die Cesaro-Mittel der Ordnung r
der Reihe (2.3) sind definiert durch

(2.5) σl (/; x) = (AQ-1 Σ A;_m Ym(f; x)
m=0

mit A\ — {nV).
Die Polynome bester Approximation P%* der Funktion / sind definiert

durch

Un(X, J) = | | / — Γn \\z = int^ 11/ — ^ ||χ .

Die Existenz der Polynome P* ist gesichert, da ^ n endlichdimensional
ist. Wie der Satz von Mairhuber (s. [13]) zeigt, sind sie im Falle C(Sk)
(k ^ 3) nicht eindeutig. Eindeutigkeit ist dagegen im Falle Lp(Sk),
1 < p < °°, gegeben [13], da Lp(Sk)y fur 1 < p < °o strikt konvex ist.

Wir wollen nun den Definitionsbereich des Operators Δ wie folgt
angeben. Fur jede Kugelfunktion Yn(x) gilt

(2.6) ΔYn(x) = -n(n + 2X)Yn(x) .

Man sagt nun, feXist im Definitionsbereich des Operators Δ enthalten
(f e D(Δ) und Δf = g), falls eine Funktion geX existiert, so daβ gilt
— n(n + 2λ) Yn(f; x) = Yn{g\ x) Man kann leicht zeigen, daβ J in I
abgeschlossen ist und D{Δ) ein Banachraum ist unter der Graphennorm
|| / \\D = II / \\x + II Δf \\z. Mit Δr wird die r-te Potenz des Operators Δ
bezeichnet.

3. Die Ungleichungen von Jackson und Bernstein. Als erstes de-
finieren wir die verallgemeinerte Translation Thf einer Funktion feX.
Sie wird auch als das spharische Mittel von / bezeichnet und ist gegeben
durch

(3.1) (Thf) (x) = Ω * j ( e y)_coshf(y)dt(v) ( 0 < h ^ π ) ,

wobei dt das (k — 2)-dimensionale Oberflachenelement der Flache (α?, y) =
cos h auf Sk ist. Die Integration wird auf dem Rand der Kugelkappe
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D(x, h) mit dem Mittelpunkt x ausgefϋhrt, wobei D{x, h) gegeben ist durch
D(x, h) = {y; y e Sk, (x, h) ̂  cos h}. Eigenschaften von Thf sind (s. [15])

(3.2) Yn(Thf; x) = P«{™*h) YΛf; *)
)

(3.3) l i n / I U ^ I I / l l x (h>0,feX)
(3.4) lim || 2 \ / - / |U = 0 (/el).

h-+0

Man definiert einen verallgemeinerten Stetigkeitsmodul ω von / durch

(3.5) c o ( f ; h ) = s u p \ \ T J - f\\x.

Benutzt man diese Verallgemeinerung des Stetigkeitsmoduls, dann
gilt folgender Satz vom Jacksonschen Typ.

SATZ 3.1. Zu jeder Funktion feX existiert ein Polynom Pne^n,
so daΰ> gilt

wobei M eine positive Konstante ist, die nicht von f abhangt.

Dieser Satz wurde in [16] bewiesen. Hieraus folgt analog wie in [16]

SATZ 3.2. Es sei fe X und fur eine ganze Zahl r ^ 1 gelte Δrf e X,
dann folgt

Wir kommen nun zum Beweis der Jacksonschen Ungleichung.

SATZ 3.3. (Jacksonsche Ungleichung). Fur jedes / G l n ΰ ( J r ) gilt

BEWEIS. Man benutzt folgende Beziehung fur / e D{Ar), die in [15,
S. 51] bewiesen wurde:

(3.6) Thf-f= Ih{Af) = ί * (sin ί)-"dί[* ( s i n ^)nTu{Δf)du ,
Jo Jo

wobei das Integral im Sinne von S. Bochner aufzufassen ist (s. [7]).
Ersetzt man / durch Δr~ιf, so erhalt man

-1/; h) = sup || TtΔ*~ιf - Δ^f \\x

= rap | | J 4 (^/) | | Z

^ s u p ( | | A'f \\x f) ^ || Δ*f \\x h
2 (0<h^ π/2) .
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Damit folgt aus Satz 3.2

En(X, f) ^ M'n^'-vωfj'-1/; —) ^ Mrn~2r \\Jrf \\x ,

womit der Satz bewiesen ist.
Fur den Raum C(S3) stammt diese Ungleichung von G. G. Kusnirenko

[11]. Die Bezeichnung 'Jacksonsche Ungleichung' stammt von J. Peetre
[17]. Es soil nun eine Verallgemeinerung der Bernsteinschen Ungleichung
bewiesen werden, wobei man den gewohnlichen Differentialoperator im
Falle der trigonometrischen Polynome durch den Operator A ersetzt. Es
werden wesentliche Ergebnisse von E. M. Stein [20] benutzt, die als Satz
formuliert werden. Die Elemente / aus X sind Funktionen, die auf Sk

deίiniert sind.

SATZ 3.4. Es existiert eine Folge von lίnearen Operatoren {Vir)}n=i
auf X, wobei fur die natiίrliche Zahl r gilt r > (k — 2)/2, mit folgenden
Eigenschaften.

i ) VPfe ^{r+ί).n-ι fur alle fe X.
ii) Es existiert eine naturliche Zahl N mit der folgenden Eigenschaft:

Fur alle n^ N gilt Vir)f = f, falls f ein Polynom vom Hochstgrad n ist.
iii) Fur Vir) gilt die Darstellung

Vir) = alirσ
{:ί, + a2trσS-i + + αr+1>rσ{?+i)-i,

wobei die Koeffizienten ai>r von n abhdngen. Jedoch gilt \ aijT | ^ A unab-
hdngig von n.

iv) Es existiert eine positive Konstante Mr, die nicht von n abhάngt,
so dαβ gilt

II VPf ||χ ^ Mr II/IU (fe X; n = 1, 2, . . . ) .

v) Es existiert eine positive Konstante Kr, die nicht von n abhangt,
mit

^ KrEn{X, f) (feX,n^N).

BEWEIS. Die Teile i), ii), und iii) wurden von E. M. Stein [20] in
seiner Dissertation bewiesen. Der Beweis von iv) stammt im wesent-
lichen von E. Kogbetliantz [10] und verlauft wie folgt. σr

n(f; x) kann
in der Form

(3.7) σl(f; x) = 1 j ^ K; [(x, y)] f(y)ds(y)

dargestellt werden mit dem Kern
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(3.8) Kζ(t) = (A:r Σ A;_. ^
0

fiir den es eine positive Konstante Cr gibt mit (s. [10])

(3.9) \\K:\\ul£Cr > λ , Λ 0 , 1 , 2 ,

Weiter gilt nach der Ungleichung von Young fur die spharische
Faltung (s. [5])

(3.10) || σlf | | x ̂  || K: | | l i 2 || f | | x £ Cr II / | | x .

Aus iii) folgt nun

II VPf \\£(r + l) A.Cr || / | |x = Mr \\ f | | x ,

womit Teil iv) bewiesen ist.

Um Teil v) zu beweisen, geht man davon aus, daβ es ein Element
P?(/) e ̂ . gibt mit || P*(/) - / || = En(X, f).

Daher gilt wegen ii) und iv) fur n^ N

II VPf - f | | x ̂  II F ^ / - V^Pίί/) || + || P*(/) - / ||
^ (AΓr + 1) II P*(/) - / II = (ikfr + 1) E%(X, f) ,

womit Satz 3.4 bewiesen ist.
Von E. M. Stein wurde auch eine verallgemeinerte Bernsteinsche

Ungleichung fur die zonalen Kugelfunktionen bewiesen. Die zonalen
Kugelfunktionen der Ordnung n auf Sk sind die Gegenbauerpolynome
Pi(cos Θ) auf 0 ̂  Θ S π9 die Restriktion des Operators Δ auf zonale Funk-
tionen ergibt den Operator Δλ und die Beziehung (2.6) geht iiber in

(3.11) ΛPi(cos θ) = (sin θ)->> A- Γ(sin θf> J- Pi (cos θ)]

= —n(n + 2λ) Pi (cos 5) .

E. M. Stein [20] bewies folgendes Ergebnis.

LEMMA 3.5. Ist Tn(cosθ) ein gerades trigonometrisches Polynom der
Ordnung n, dann gilt die Ungleichung

II ΔλTn II,,, ̂  Bλn
% || Tn \\Ptl (1 ^ p ̂  - ) ,

wobei die positive Konstante Bλ nur von λ abhdngt und || H ,̂; = || | |Ce

gesetzt ist.

Der Beweis benutzt die Giiltigkeit fiir p = 2 und p = °°» eine verall-
gemeinerte Form des Rieszschen Interpolationssatzes fiir 2 < p < oo und
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die Methode der " Konjugiertheit" fur 1 ^ p < 2.
Damit kδnnen wir die Bernsteinsche Ungleichung fiir Kugelfunktionen

beweisen.

SATZ 3.6. Sei Pn e ^n9 dann gilt die Ungleichung

\\JPn\\x^Dkn*\\Pn\\x,

wobei die Konstante Dk nur von k dbhdngt.

BEWEIS. Nach Satz 3.4., ii) existiert ein Operator VP und eine Zahl
N, so daβ gilt VP Pn = Pn fur n ^ N.

AuBerdem hat VPf wegen (3.7) und (3.8) die Darstellung

mit

(VPf)(x) = ± \sk UP [(x, y)] f(y)ds(y)

d.h. Uir)(t) ist ein algebraisches Polynom der Ordnung (r + 1) - n — 1 in
t. Weiter gilt

ΔPn{x) - {VPΔPn){x) = -M (ΔxUP\(x, y)])Pn(y)ds(y) ,

mit der Youngschen Ungleichung folgt wie in (3.10)

\\ΔP%\\z^\\ΔλUP\\uλ\\Pn\\χ

und mit Lemma 3.5, Satz 3.4., iii) und (3.10) gilt

II ΔP% \\x ^ Bλ [ (r + 1) n - I ] 2 1 | UP \\uλ \\ Pn \\z

^ Bλ(r + l ) V i (r + l) Cr || PΛ\\Z

^Dk-n2\\Pn\\x,

da r und λ nur von k abhangen, womit Satz 3.6 bewiesen ist.

BEMERKUNG. Im Falle k = 3 und X = C(S3) wurde diese Ungleichung
von A. L. Saginjan [19] und G. G. Kusnirenko [11] bewiesen.

4. Der Aquivalenzsatz. Zuerst soil der Begriίf eines intermediaren
Raumes in einer speziellen Form definiert werden. Seien X und Y zwei
Banachraume, wobei Y stetig in X eingebettet ist. Man betrachtet das
von J. Peetre [17] eingefϋhrte E>Funktional, welches fiir 0 < t < oo und
feX definiet ist durch

K(t,f; X, r) = i
geY
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Es kann gezeigt werden, daβ K(t, f: X, Y) fur jedes feste feX eine
monoton wachsende, konkave (daher stetige) Funktion in t auf (0, oo)
ist und fur jedes feste t eine Norm auf X bildet.

DEFINITION 4.1. Die Menge aller Elemente feX, fur die gilt

| | / | | M : = sup t-°K(t,f)< + - ,
0<ί<°o

wird mit (X, Y)θtk (0 ^ θ ^ 1) bezeichnet.
(X, Y)θ,k ist ein intermediarer Raum von X und Y mit der Norm

H/lkfcd.h. ein Banachraum mit der Eigenschaft 7 c ( l , Y)θίkdX.
Gegeben sind nun durch {Xn}~=0, Xo c Xx c X2 c c Y, eine Folge

von linearen Unterraumen von X, die Minimalabweichung En(X, f) ist
definiert durch

En(X, / ) : = inf || / - pn \\x (neN0: = N{J {0}) .

Die Raume Xn seien proximinal d.h. zu jedem feX und neN0 existiert

ein Element p*(f) 6 Xn, so daβ gilt

Weiter soil gelten Hmn^En(X, f) = 0 (feX). AuBerdem sollen fur
diese Unterraume Xn eine reelle Zahl β > 0 und zwei Konstanten C und
D existieren, so daβ gilt

(4.1) E%(Xf f) ^ Crr> 11 / I |F (n e No; fe Y)

und

(4.2) || pn \\γ ̂  Dnt \\ pn \\z (n e NQ; pn e Xn) .

Damit gilt folgendes Lemma (s. [3, 4]).

LEMMA 4.2. Yx und Y2 seien zwei in X stetig eingebettete Banach-
raume mit Xn c Y* (i = 1, 2; n e NQ) und fur Y1 bzw. Y2 seien beide
Ungleichungen (4.1) und (4.2) mit den Exponenten βι bzw. β2 erfullt.
Dann sind folgende Aussagen fur 0 ^ βλ < θ < β2 < oo und feX
aquivalent:

i ) n'En(X,f)< + oo;
ii) fe Y, und nθ~^ || p*(f) - f \\Yl < oo;

iii) Λ -Λ | | P I ( / ) | | F I < OO;

iv) fe (X, Y2)ΘJβ2,κ.

Wendet man dieses Lemma auf den hier untersuchten konkreten Fall
an, so erhalt man, wobei X die in Abschnitt 2 definierten Funktionenraume
sind,
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SATZ 4.3. Fur fe X und natϋrliche Zahlen m ^ r < I sind die fol-
genden Aussagen ciquivalent fur 0 < a < 2:

i) E^fi^M^™;
ii) fe D{Δm) und \\ ΔmP£(f) - Δmf \\x ^ M2n~{2r+a-2m);

iii) | | J 'P*(/) ||χ ^ M 3 ^ - 2 —
iv) / e D(Jr) ?wd ω(/Γ/; h) ^ ilf4Λ

α.

BEWEIS. ES sei 0 = 2r + α, fr = 2m, /92 = 21, Y, = D(Jm), Y2 = D{Δι)
und Xn = ^ , w = 0,1, 2, •••. Wegen der Satze 3.3 und 3.6 sind die
angegebenen Ungleichungen (4.1) und (4.2) erfiillt und damit sind die
Aussagen i), ii) und iii) untereinander Equivalent. Es wird jetzt die
Aquivalenz von i) und iv) bewiesen. Aus i) folgen mit ii) und m = r die
Aussagen fe D{Ar) und die Ungleichung

En{X, Δ'f) S II Δ'Pϊif) - Δ'f \\x ^ Mn- .

Daraus folgt mit Satz 4.2 i) => iv) die Aussage

Δ'fe(X,D(Δι))aJ2ltK.

Hieraus folgt mit Hilfe des Reduktionssatzes fur intermediare Raume
[2, S. 198]

J'fe(X,D(A))aβ

d.h. sup0<ί<oo r*/2 K(t, Δrft < + oo.
Nun haben J. Lόfstrδm und J. Peetre [12] bewiesen, daβ gilt

ω{f, t) s K(t\ /)*> (ί-0+).

Daraus folgt also

ω(Δrf,h) = O(h«) (h-+0+)

d.h. die Aussage iv). Der Schluβ von iv) auf i) folgt aus Satz 3.2.
Damit ist der Satz 4.3 vollstandig bewiesen.

Im Falle a = 2 kann man die in iv) auftretende Funktionenklasse
wie folgt charakterisieren.

SATZ 4.4. Es gilt \\ ΔrP£(f) \\x = 0(1) (w->°o) genau dann, wenn
/ e ΰ f r 1 ) ist und ω{Δr~ιf, h) = 0(h2) (Λ->0 + ) .

BEWEIS. AUS || ΔrP£(f) \\x = 0(1) folgt, daβ die Bedingung iii) in
Satz 4.3 erfiillt ist, wenn man dort I durch r und r durch r - 1 ersetzt.
Daraus folgt wegen iv) feD{Δr~ι). Weiter gilt nun mit der Identitat
(3.6)

*) Dies gilt nach [12] nur fur alle / mit YΌ(/; sc) = 0. Daraus folgt die Aussage iv) auch
fur beliebige /.
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und damit wie im Beweis zu Satz 3.3

|| TiΔ'-ΨXf) - Δ^P if) \\x g II h II II Δ'P*(f) | | x

= 0(K) (Λ — 0 + )

Aus der Aussage ii) in Satz 4.3 folgt

und damit gilt fur n —* oo.

also

^(z/^1/, fe) = 0(h2) (Λ — 0 +) .

Damit ist die eine Richtung des Satzes bewiesen.

1st nun fe D^'-1) und ω{Δ^ιf; h) = 0(h2), dann folgt nach Satz 3-2

(4.3) En(X, f) = 0(n-2r) (n-+oo).

Nach Satz 3.4, v) existiert eine Folge linearer Operatoren {Ln} mit

(4.4) || LJ - / |U = (n-0 .
Weiter folgt aus der Voraussetzung ω(Δr~1f', h) = 0(h2) mit Teil iv)

von Satz 3.4 die Beziehung

k*ω{Δr~ιL%f; h) = 0(1) (h — 0, n = 0,1, 2 ..)

und mit

lim k-W-LJ - A'-'LJ) = τ Λ — A'L.f

(wegen (3.6)) folgt

(4.5) 11^^/11^ = 0(1) (n-+oo).

Mit der Bernsteinschen Ungleichung (Satz 3.6) und (4.3) und (4.4) erhalt
man

|| Δ*{LJ - P*f) \\x £ Cn2' || LJ - Pn*f \\x = 0(1) (n-+oo).

Mit (4.5) ergibt sich die Behauptung

II Δ'P*f \\x £ || Δ'LJ \\x + II Δ\LJ - P*f) \\x = 0(1) .

M. Zamansky [24, S. 29] hat ein ahnliches Ergebnis fur stetige, 2τr-
periodische Funktionen und trigonometrische Polynome bewiesen.

BEMERKUNG. Satz 4.4 ist den Satzen ϋber die Differenzierbarkeit der
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Grenzfunktion verwandt, in denen man aus der gleichmafligen Konvergenz
der Folge selbst und der Folge der Ableitungen auf die Differenzierbarkeit
der Grenzfunktion schlieBt. Hier ist die Folge der "Ableitungen" {ArP*{f)}
nur beschrankt und man erhalt nur, daβ die Funktion / einer verall-
gemeinerten Lipschitzbedingung genϋgt. Ahnlich ist die Aussage iii) =>
iv) in Satz 4.3 zu interpretieren.

5. Approximation durch algebraische Polynome. Es sollen nun die
Unterraume der zonalen Funktionen betrachtet werden. Setzt man t =
cos θ, dann erhalt man wegen (2.2) die Raume L\ (1 ^ p < oo) mit der
Norm

II / 11,.* = { ^ W I fit) \p (1 - ί1)'-1'1 dt}1" (2λ = k - 2) .

Den Raum der stetigen zonalen Funktionen kann man dann wegen
(2.1) mit der Norm

\\f\\ct = max \f(t) I

versehen. Die Menge der orthogonalen Kugelfunktionen vom Grade n
der Dimension k geht dann iiber in die orthogonalen algebraischen Poly-
nome P»(ί), die Gegenbauer-Polynome. Wir erhalten also das Problem,
auf dem Intervall [ — 1,1] definierte Funktionen durch algebraische Poly-
nome in der Norm \\ \\p,χ bzw. Cz-Norm zu approximieren. Als Folgerung
aus Satz 4.3 fur zonale Funktionen erhalt man hier einen Approximations-
satz fur algebraisch Polynome. Auf die Formulierung der Ergebnisse in
den Raumen LJ (1 ^ p < oo) soil hier verzichtet werden.

Wir betrachten jetzt den Raum Cz. p* sei das algebraische Polynom
bester Approximation der Funktion f eCz in der Cz-Norm. Durch die
Substitution t = cos θ erhalt man aus (3.11) die Darstellung des zonalen
//-Operators

Aj{t) EE (l - tτλ+ίi2 4i Γ(i - tr+u2^-
atL at

Eine genaue Charakterisierung seines Definitionsbereichs durch Dif-
ferenzierbarkeitseigenschaften der Funktion / findet man in [15]. Die
Translation Tif hat hier die Darstellung

^ Γ /(ί-cos h + VT^Ψz sm h) (1 - z2Y~ι dz (λ > 0)

— {/(ί cos h + V1 - f sin h) + f(t cos h - V1 - t sin h)}
2 (λ - 0) .
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Im Falle stetiger Funktionen ist Teil i) von Satz 4.3 unabhangig von
λ, da die Cz-Norm und die Menge &n unabhangig von λ ist. Damit
sind im Falle zonaler Funktionen die Ergebnisse von Satz 4.3 fiir
verschiedene Werte von λ Equivalent. Als Spezialfall erhalt man folgendes
Ergebnis.

SATZ 5.1. Fiir feC[ — 1, 1] sind folgende Aussagen Equivalent fiir
0 < a < 2:

i )

iii)

max I p*(t) - f(t) I ̂  M1 n~a

max

max

I f(i cos h + T/ 1-ί2 sin cos ft-i/T-f sin Λ) - 2/(ί)

v) sup max — 1 f(t-cos h + z V 1 - f sinft) (1 - z2)"1'2 dz - f{t)

vi) sup max — Γ f(t-cos h + z V1 - f sin h) dz - f(t)

BEWEIS. ES wird Satz 4.3 mit r — m = 0 und £ = 2 angewandt. Teil
i) ist die Aussage i) aus Satz 4.3, ii) ist Teil iii) aus Satz 4.3 im Falle
λ = 0, iii) ist der Fall λ = 1/2. Die Aussagen iv), v) und vi) dieses
Satzes sind genau der Teil iv) von Satz 4.3 fiir die Werte λ = 0, λ = 1/2
und λ = 1.

Teile dieses Satzes sind bekannt. Die Aquivalenz von i) und iv) wurde
von M. K. Potapov [18] und die von i) und v) von G. G. Kusnirenko [11]
bewiesen. Literatur zu bekannten Ergebnissen in den Raumen Lv

7 ist in
[16] angegeben. Zu bemerken ist noch, daβ man die Aquivalenz der
Aussagen i), ii), und iv) wie folgt bekommen kann. Die Funktion g(θ) =
/(cos θ) ist (falls / e Cz) stetig und 2π-periodisch und p* (cos θ) ist ein
gerades trigonometrisches Polynom der Ordnung n. Fϋhrt man in dem
fiir solche Polynome gϋltigen Aquivalenzsatz (s. [21, 3, 4, 22]) die Sub-
stitution t = cos θ durch, so erhalt man die Aussagen i), ii) und iv) aus
Satz 5.1.
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BEMERKUNG: Nach Fertigstellung der Arbeit lernte der Autor die
folgenden Arbeiten kennen: P. L. Butzer and H. Johnen, Lipschitz Spaces
on Compact Manifolds, Journ. Funct. Anal. 7 (1971), 242-266; D. L. Ragozin,
Constructive polynomial approximation on spheres and projective spaces,
Trans. Amer. Math. Soc. 162 (1971), 157-170. In beiden Arbeiten werden
sehr verwandte Ergebnisse bewiesen, allerdings nur im Raum C(Sk).
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