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Abstract. In our preceding articles, by applying the results of Bieberbach, Fatou and
Picard, we have constructed an example such that the domain of holomorphy of the solution
admits an exterior point. Next we have studied the domain of holomorphy of the solution for
differential operators with polynomial coefficients that concern the differential equations of
Darboux-Halphen, of Chazy and of the modular function. In this article, we make some stud-
ies on the analytic continuation of the solution of the Cauchy problem for certain differential
operators of principal part with polynomial coefficients.

Résumé. Dans nos articles précédents, en appliquant les résultats de Bieberbach, Fatou
et Picard, nous avons construit un exemple telque le domaine d’holomorphie de la solution
ademette un point extérieur. Puis nous avons étudié le domaine d’holomorphie de la solution
pour les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux, qui concernent les équations dif-
férentielles de Darboux-Halphen, de Chazy et dela fonction modulaire. Dans cet article, nous
donnons quelques études sur le prolongement analytique de la solution du problème de Cauchy
pour certains opérateurs différentiels de partie principale à coefficients polynomiaux.

Introduction. Leray [L] et Gårding, Kotake et Leray [GKL] ont étudié les singu-
larités et un prolongement analytique de la solution du problème de Cauchy dans le domaine
complexe. [P], [PW] et [HLT] ont étudié le cas des coefficients de fonctions entièrs.

Dans cet article, nous donnons quelques études des prolongements analytiques du pro-
blème de Cauchy pour certains opérateurs différentiels de partie principale à coefficients poly-
nomiaux.

1. Notations et rappel de quelques résultats. Soit x = (x0, x
′) [x ′ = (x1, x

′′),
x ′′ = (x2, . . . , xn)] un point deCn+1. On considère un opérateur différentiel d’ordrem, à
coefficients de fonctions entières surCn+1;

a(x,D) =
∑

|α|≤m

aα(x)Dα , Di = ∂/∂xi , 0 ≤ i ≤ n .

Sa partie principale est notéeg (x,D) et supposonsg (x; 1, 0, . . . , 0) = 1 surCn+1.
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Soit S l’hyperplanx0 = 0, donc non caractéristique pourg . Étudions le problème de
Cauchy

(1.1) a(x,D)u(x) = v(x) , Dk
0u(0, x ′) = wk(x

′) , 0 ≤ k ≤ m − 1 ,

où v(x),wk(x
′) sont des fonctions entières surCn+1 et Cn respectivement. Le théorème de

Cauchy-Kowalewski affirme qu’ il existe une unique solution holomorphe au voisinage deS

dansCn+1. Est-ce que jusqu’où cette solution locale peut se prolonger analytiquement? Dans
[H1], en utilisant les résultats de Bieberbach, Fatou et Picard, nous avons construit un exemple
tel que le domaine d’holomorphie admette un point extérieur pour des opérateurs différentiels
à coefficients de fonctions entières. Il s’agit alors des cas d’opérateurs différentiels de partie
principale à coefficients polynomiaux.

Nous rappelons d’abord le résultat suivant.

THÉORÈME 1.1 [HLT]. Soit a(x,D) un opérateur différentiel d’ordre m, holomorphe
sur {x; |x0| ≤ R, x ′ ∈ Cn}. Supposons que les coefficients de sa partie principale soient
polynomiaux;

g (x, ξ) = ξm
0 +

m∑
k=1

Lk(x, ξ ′)ξm−k
0 ,

Lk(x, ξ ′) =
∑

|α′|=k,|β ′|≤kµ

aα,β ′(x0)x
′β ′

ξ ′α′
,

µ étant un entier (≥ 0), où les aα,β ′(x0) sont holomorphes sur {x0; |x0| ≤ R}. Posons
M(R) = sup{|aα,β ′(x0)|; |x0| ≤ R, |α| = m, |α′| = k, |β ′| ≤ kµ, 1 ≤ k ≤ m}.

Il existe alors une constante C (0 < C ≤ 1) ne dépendant que de M(R) telle que
la solution de (1.1) soit holomorphe sur {x; |x0| ≤ C min{(1 + ‖x ′‖)−µ0, R}, où ‖x ′‖ =
max1≤i≤n |xi | et µ0 = max{µ − 1, 0}.

Nous rappelons que ce théorème résulte du lemme suivant.

LEMME 1.1 [HT]. Dans le problème (1.1), supposons que l’opérateur a et les don-
nées v,wk soient holomorphes sur X = {x; |xj | ≤ rj , 0 ≤ j ≤ n}, et notons ‖g (·, ξ)−ξm

0 ‖X

une fonction spectrale de g (x,D) − Dm
0 sur ce domaine;

HX(ξ) = ‖g (·, ξ) − ξm
0 ‖X =

∑
|α|=m,α0<m

sup
x∈X

|aα(x)|ξα , ξ ∈(R+)n+1 .

Choisissons un nombre θ0 (≥ 1/r0) satisfaisant

HX(1, θ ′/θ0) < 1 pour θ ′ = (θ1, . . . , θn) , θj = 1/rj , 1 ≤ j ≤ n .

La solution u(x) du problème (1.1) est alors holomorphe sur{
x ;

n∑
j=0

θj |xj | < 1 − HX(1, θ ′/θ0)

}
.

NOTE. La Proposition 8 dans [HLT] est d’une forme plus précise que ce lemme.
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Pour faciliter la preuve du Corollaire 1.2 ultérieurement, nous donnons ici une démons-
tration du Théorème 1.1.

PREUVE DU THÉORÈME DU1.1. Posons

HR,R1(ξ) = ‖g (·, ξ) − ξm
0 ‖X(R,R1) =

∑
|α|=m,α0≤m−1

sup
x∈X(R,R1)

|aα(x)|ξα ,

oùX(R,R1) = {x; |x0| ≤ R, ‖x ′‖ ≤ R1}. On a, pourξ0 ≥ 1/R, ξi = 1/R1, 1 ≤ i ≤ n,

HR,R1(1, ξ ′/ξ0) ≤ M(R)

m∑
k=1

sup
‖x ′‖≤R1

(
1 +

n∑
i=1

|xi|
)kµ( n∑

i=1

|ξi |/ξ0

)k

≤ M(R)

m∑
k=1

[n(1 + R1)]kµ(n/R1ξ0)
k .

Puisque 1/R1 ≤ 2/(1 + R1), (R1 ≥ 1), pour ξ0 ≥ max{2nµ+1(1 + R1)
µ0, 1/R}, ξi =

1/R1, 1 ≤ i ≤ n,R1 ≥ 1, on a

HR,R1(1, ξ ′/ξ0) ≤ M(R)

m∑
k=1

[n(1 + R1)]kµ[2n/(1 + R1)ξ0]k

≤ M(R)

m∑
k=1

[2nµ+1(1 + R1)
µ0/ξ0]k ≤ 2mnµ+1M(R)(1 + R1)

µ0/ξ0 .

Donc pour ξ0 ≥ max{4mnµ+1M(R)(1 + R1)
µ0, 2nµ+1(1 + R1)

µ0, 1/R}, on a
HR,R1(1, ξ ′/ξ0) ≤ 1/2.

D’après le lemme 1.1, la solutionu(x) du problème (1.1) est holomorphe sur{x; |x0| ≤
1/4(n + 1)ξ0 ≤ C1 min[1/(1+ R1)

µ0, R], ‖x ′‖ ≤ C2R1}, pourR1(≥ 1) quelconque,C1, C2

(0 < C1 ≤ 1, C2 > 0) étant des constantes ne dépendant que deM(R). Ceci démontre le
Théorème 1.1. �

Nous avons alors

COROLLAIRE 1.1 [HLT]. Soit D un domaine de C. D � 0 est un point de base.
R(D) est le revêtement universel de D. Supposons que dans (1.1), les coefficients d’opérateur
a(x,D) et les données v(x),wk(x

′) se prolongent analytiquement sur R(D) × Cn et que la
partie principale g (x,D) holomorphe sur R(D) × Cn satisfasse la condition du Théorème
1.1 avec µ = 0, 1. Le problème (1.1) possède alors une unique solution holomorphe sur
R(D) × Cn. En particulier, au cas de D = C, la solution est une fonction entière sur C n+1.
Ceci a été déjà démontré dans [P], [WP] et [HLT].

NOTE. Un résultat de [HLT] est d’une forme plus précise que ceci.

PREUVE. Soit γ un chemin quelconque d’origine 0 dansD; γ = {x0 = γ (t); t ∈
[0, 1]}, γ (t) étant une fonction continue sur[0, 1]. D’abord, notons que d’après le Théorème
1.1, la solutionu(x) est holomorphe surV (0) × Cn, V (0) étant un voisinage de 0 dansC.
Posonsτ0 = supτ , où, pourγτ = {x0 = γ (t); t ∈ [0, τ ], 0 ≤ τ ≤ 1}, il existe un voisinage
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V (γτ ) deγτ dansC tel que la solutionu(x) du problème (1.1) soit holomorphe surV (γτ ) ×
Cn. Au voisinage dex0 = γ (τ0), tous les coefficientsaα,β ′(x0) en x ′ et ξ de g (x, ξ) sont
holomorphes et bornés. Alors pourτ (0 < τ < τ0), près deτ0, les Dk

0u(γ (τ ), x ′), 0 ≤
k ≤ m − 1, sont holomorphes surCn et d’après le Théorème 1.1,u(x) est holomorphe
sur V (γ (τ0)) × Cn. On voit donc queτ0 = 1 et que la solutionu(x) peut se prolonger
analytiquement surV (γ )×Cn, V (γ ) étant un voisinage deγ dansC. D’après les Propositions
7.1 et 7.2 dans [HLT], la solutionu(x) peut se prolonger analytiquement surR(D)×Cn. Ceci
démontre le Corollaire 1.1. �

Ce Corollaire se généralise comme suit.

COROLLAIRE 1.2. Notons z un point de C l . Soit a(x, z,Dx,Dz) un opérateur dif-
férentiel holomorphe sur R(D)× Cn × C l . Supposons que sa partie principale g (x,Dx,Dz)

soit indépendant de z et de la forme

g (x,Dx,Dz) = g 0(x,Dx) + g 1(x,Dx,Dz) ,

où g 0(x, ξ) est un polynôme en ξ, x ′ satisfaisant la condition du Théorème 1.1 avec µ = 0, 1
et g 1(x, ξ, η) = 0 pour η = 0.

Considérons le problème de Cauchy

(1.2)
a(x, z,Dx,Dz)u(x, z) = v(x, z) ,

Dk
0u(0, x ′, z) = wk(x

′, z) , 0 ≤ k ≤ m − 1 ,

où les v(x, z),wk(x
′, z) sont holomorphes sur R(D) × Cn × C l . Ce problème (1.2) possède

alors une unique solution holomorphe sur R(D) × Cn × C l .

NOTE. Ce n’est pas nécessaire que les coefficients deg 1(x,Dx,Dz) sont polynomiaux
enx ′.

PREUVE. En utilisant le même raisonnement qu’auCorollaire 1.1, il suffit de démon-
trer ce Corollaire au cas oùD = {x0 ∈ C; |x0| ≤ R}, doncR(D) = D. Désignons par
HR,R1(ξ, η) = ‖g (·, ξ, η) − ξm

0 ‖X(R,R1) une fonction spectrale de

g (x,Dx,Dz) − Dm
0 sur X(R,R1) = {(x, z); |x0| ≤ R, ‖x ′‖ ≤ R1} ;

HR,R1(ξ, η) = ∑
|α|+|β|=m,α0≤m−1 supx∈X(R,R1)

|aα,β(x)|ξαηβ

pourg (x, ξ, η) = ∑
|α|+|β|=m aα,β(x)ξαηβ. On a alors

HR,R1(ξ, η) = H 0
R,R1

(ξ) + H 1
R,R1

(ξ, η) ,

oùH 0
R,R1

(ξ) etH 1
R,R1

(ξ, η) sont des fonctions spectrales de

g 0(x,Dx) − Dm
0 =

m∑
k=1

( ∑
|α′|=k,|β ′|≤kµ

a0
α,β ′(x0)x

′β ′
Dα′

x ′

)
Dm−k

0 ,

avecµ = 0, 1, et

g 1(x,Dx,Dz) =
∑

|α|+|β|=m,|β|≥1

a1
α,β(x)Dα

x Dβ
z ,
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respectivement. Pourξ0 ≥ n(n + 1), ξi = 1/R1, 1 ≤ i ≤ n,R1 ≥ n + l, on a

H 0
R,R1

(1, ξ ′/ξ0) ≤ M0(R)

m∑
k=1

(1 + nR1)
k(n‖ξ ′‖/ξ0)

k = M0(R)

m∑
k=1

(1 + nR1)
k(n/R1ξ0)

k

≤ M0(R)

m∑
k=1

[(n + 1)n/ξ0]k ≤ mn(n + 1)M0(R)/ξ0 ,

oùM0(R) = sup|x0|≤R,α,β ′ |a0
α,β ′(x0)|, et pour‖ξ ′‖ ≥ ‖η‖,

H 1
R,R1

(1, ξ ′/ξ0, η/ξ0) ≤ M1(R,R1)

m∑
k=1

(n‖ξ ′‖ + l‖η‖)k−1‖η‖/ξk
0

≤ M1(R,R1)

m∑
k=1

[(n + l)‖ξ ′‖]k−1‖η‖ ≤ mM1(R,R1)‖η‖ ,

où M1(R,R1) = supx∈X(R,R1),α,β |a1
α,β(x)|. Par conséquent, pourξ0 ≥ max{4mn(n+

1)M0(R), n(n + 1), 1/R}, ξi = 1/R1, 1 ≤ i ≤ n,R1 ≥ n + l, ηj = 1/R2, 1 ≤ j ≤ l,

R2 ≥ max{4mM1(R,R1), R1}, on obtientH 0
R,R1

(1, ξ ′/ξ0),H
1
R,R1

(1, ξ ′/ξ0, η/ξ0) ≤ 1/4,

et doncHR,R1(1, ξ ′/ξ0, η/ξ0) ≤ 1/2.

D’après le lemme 1.1, la solutionu(x, z) est alors holomorphe sur

{(x, z); |x0| ≤ 1/4(n + l + 1)ξ0, ‖x ′‖ ≤ 1/4(n + l + 1)‖ξ ′‖, ‖z‖ ≤ 1/4(n + l + 1)‖η‖} ,

par suite, pourR1 (≥ n + l), R2 (≥ max{4mM1(R,R1), R1}) quelconques, lau(x, z) est
holomorphe sur{(x, z); |x0| ≤ C0 min[1, R], ‖x ′‖ ≤ C1R1, ‖z‖ ≤ C2R2}, C0 (0 < C0 ≤
1), Ci (> 0), i = 1, 2, étant des constantes ne dépendant que deM0(R). La solutionu(x, z)

est donc holomorphe sur{(x, z); |x0| ≤ C0 min[1, R], (x ′, z) ∈ Cn × C l}. Comme dans le
Corollaire 1.1, ceci démontre le Corollaire 1.2. �

Dans [H2], [H3], en utilisant les résultats de fonction modulaire et son équation différen-
tielle, et des équations différentielles de Darboux-Halphen et de Chazy [C], nous avons donné
des exemples tels que le domaine d’holomorphie de la solution ait l’extérieur non vide pour
les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux. Dans ces exemples, la dimensionn de
l’espacex ′ = (x1, . . . , xn) est toujoursn ≥ 2. Ferruccio Colombini nous a demandé si, au
cas den = 1, le domaine d’holomorphie de la solution peut avoir l’extérieur non vide ou non.
Dans cet article, nous observons le cas den = 1, en donnant quelques exemples pour certains
opérateurs différentiels de partie principale à coefficients polynomiaux.

2. Quelques exemples. Étudions le problème de Cauchy

(2.1)
(Dm

0 − αx
p
0 x

q
1Dm

1 )u(x) = b(x,D)u(x) + v(x) ,

Dk
0u(0, x1) = wk(x1) , 0 ≤ k ≤ m − 1 , x = (x0, x1) ∈ C2 ,

où α est une constante,p (≥ 0), q (≥ m + 1) sont des entiers etb(x,D) est un opérateur
d’ordrem−1. Les coefficients deb(x,D), v(x) etwk(x1), 0 ≤ k ≤ m−1, sont holomorphes
surC2.
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Nous avons alors

PROPOSITION 2.1. Le problème de Cauchy (2.1) possède une unique solution holo-
morphe sur R[C2 \ ⋃r

i=0 Ki ], où Ki, 1 ≤ i ≤ r, sont les composantes irréductibles de
{x ∈ C2; αλmx

p+m

0 x
q−m

1 = 1}, r étant un entier (≥ 1),K0 = {x ∈ C2; x1 = 0} et les
Ki, 0 ≤ i ≤ r, sont des surfaces caractéristiques pour Dm

0 − αx
p

0 x
q

1Dm
1 .

NOTE. Au cas de 0≤ q ≤ m, ou bienα = 0 dans le problème (2.1), vu le Corollaire
1.1, la solution est holomorphe surC2.

PREUVE. En effectuant le changement de variableX1 = 1/x1, le problème (2.1) se
transforme en le problème

(2.2)

[Dm
0 − αx

p

0 X
−q

1 (−X2
1DX1)

m]U(x0,X1)

= b(x0, 1/X1,D0,−X2
1DX1)U(x0,X1) + v(x0, 1/X1) ,

Dk
0U(0,X1) = wk(1/X1) , 0 ≤ k ≤ m − 1 ,

oùU(x0,X1) = u(x0, 1/X1). En plus, faisons le changement de variables au voisinage d’un
point (x0,X1) = (0,X

(0)
1 ),X

(0)
1 �= 0, en fixant une détermination deXλ

1 au pointX(0)
1 , si λ

est un nombre rationnel;

(2.3) t = x0/Xλ
1 , s = X1 , λ = (q − m)/(p + m) .

On a alors

(2.4) D0 = s−λDt , DX1 = (1/s)(−λtDt + sDs) .

Le problème (2.2) se transforme alors en le problème

(2.5)
[Dm

t + G(t,Dt , sDs)]Ũ(t, s) = B(t, s,Dt ,Ds)Ũ(t, s) + Ṽ (t, s) ,

Dk
t Ũ (0, s) = W̃k(s) , 0 ≤ k ≤ m − 1 ,

oùG(t, η0, η1), B(t, s, η0, η1) sont des polynômes de degrés respectifsm etm−1 enη0, η1 à
coefficients se prolongeant analytiquement surR[t ∈ C; αλmtp+m �= 1] × R[s ∈ C; s �= 0],
et G(t, η0, η1) ne contient pasηm

0 . En posants = ey, le problème (2.5) se transforme en le
problème

(2.6)
[Dm

t + G(t,Dt ,Dy)]Û(t, y) = B̂(t, y,Dt ,Dy)Û(t, y) + V̂ (t, y) ,

Dk
t Û (0, y) = Ŵk(y) , 0 ≤ k ≤ m − 1 ,

où B̂ est un opérateur différentiel d’ordrem− 1, et ses coefficients,̂V (t, y) etŴk(y) sont des
fonctions holomorphes surR[t ∈ C; αλmtp+m �= 1] × {y ∈ C}.

D’après le Corollaire 1.1, la solution̂U(t, y) de (2.6) se prolonge analytiquement sur
R[t ∈ C; αλmtp+m �= 1] × {y ∈ C}. SoientK̃i (1 ≤ i ≤ r), les composantes irréductibles
de {(x0,X1) ∈ C2; X

q−m

1 = αλmx
p+m

0 } et K̃0 = {(x0,X1) ∈ C2; X1 = 0}. La solution
U(x0,X1) de (2.2) se prolonge analytiquement surR[C2 \ ⋃ r

i=0K̃i ], donc la solutionu(x)

du problème (2.1) se prolonge analytiquement surR[C2\⋃ r
i=0Ki]. Ceci démontre la Propo-

sition 2.1. �
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Nous donnons la Remarque suivante sur les singularités surK0 de la solution du pro-
blème de (2.1) dans la Proposition 2.1.

REMARQUE 2.1. Considérons le problème de Cauchy

(D0 + x2
1D1)u(x) = x0x1 , u(0, x1) = 0 .

La solution est

u(x) = −x0 + 1 + x0x1

x1
log(1 + x0x1) ,

qui peut se prolonger analytiquement sur R[C2 \ (K0 ∪ K1)], où K1 = {x; 1 + x0x1 =
0},K0 = {x; x1 = 0}.

En utilisant le Corollaire 1.2, ce résultat se généralise facilement comme suit. Consi-
dérons le problème de Cauchy

(2.7)

[Dm
0 − αx

p

0 x
q

1Dm
1 + h(x0, x1,D)]u(x) = b(x,D)u(x) + v(x) ,

Dk
0u(0, x ′) = wk(x

′) , 0 ≤ k ≤ m − 1 ,

x = (x0, x
′) , x ′ = (x1, x

′′) , x ′′ = (x2, . . . , xn) ∈ Cn−1 ,

où h(x0, x1,D), b(x,D) sont des opérateurs d’ordres respectifsm et m − 1, holomorphes
surCn+1, et h(x0, x1, ξ0, ξ1, ξ

′′) = 0, pour ξ ′′ = (ξ2, ·, ·, ·, ξn) = 0. v(x),wk(x
′) sont des

fonctions holomorphes surCn+1.

Nous avons alors

COROLLAIRE 2.1. Le problème de Cauchy (2.7) possède une unique solution holo-
morphe sur R[C2\⋃ r

i=1Ki]×Cn−1, où les Ki, 1 ≤ i ≤ r, sont des surfaces caractéristiques
dans la Proposition 2.1.

Cette méthode est applicable aux problèmes de Cauchy suivants. Considérons le pro-
blème

(2.8)
(D0 − 2x0x

2
1D1)D0u(x) = b(x,D)u(x) + v(x) ,

Dk
0u(0, x1) = wk(x1) , 0 ≤ k ≤ 1 , x = (x0, x1) ∈ C2 ,

où le b(x,D) est d’ordre 1, et ses coefficients,v(x) et wk(x1) sont holomorphes surC2.

La solution de (2.8) est holomorphe surR[C2 \ (K0 ∪ K1)], K1 = {x ∈ C2; x2
0x1 = 1},

K0 = {x ∈ C2; x1 = 0}. Ensuite, considérons le problème pour un opérateur d’un type de
Clairaut(m ≥ 2)

(2.9)
[Dm

0 + (x0D0 − x1D1)(−x2
1D1)

m−1]u(x) = b(x,D)u(x) + v(x) ,

Dk
0u(0, x1) = wk(x1) , 0 ≤ k ≤ m − 1 , x = (x0, x1) ∈ C2 ,

où leb(x,D) est d’ordrem − 1 et ses coefficients,v(x) etwk(x1) sont holomorphes surC2.

Par le changement de variableX1 = 1/x1, le problème (2.9) se transforme en le problème de
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Cauchy

(2.10)

[Dm
0 + (x0D0 + X1DX1)D

m−1
X1

]U(x0,X1)

= b̃(x0,X1,D0,DX1)U(x0,X1) + ṽ(x0,X1) ,

Dk
0U(0,X1) = w̃k(X1) , 0 ≤ k ≤ m − 1 ,

où le b̃ est d’ordrem − 1 et ses coefficients,̃v(x0,X1) et w̃k(X1) sont holomorphes sur
C2 \ {X1 = 0}. La partie principale de l’opérateur de (2.10) est un opérateur particulier dans
[D]. L’équation de courbe bicaractéristique est

X1 = x0
dX1

dx0
+ (−1)m−1

(
dX1

dx0

)m

,

qui est une équation différentielle d’un type de Clairaut. En effectuant le changement de
variables

t = x0/X
(m−1)/m

1 , s = X1

et en utilisant une méthode de cette section, on voit que la solution de (2.9) est holomorphe
surR[C2 \ (K0 ∪ K1)], K1 = {x ∈ C2; 1 − (−1)m((m − 1)m−1/mm)xm

0 xm−1
1 = 0}, K0 =

{x ∈ C2; x1 = 0}. Le raisonnement de la Proposition 2.1 s’applique à un problème du type
suivant dont un cas particulier est posé par Tatsuya Koike. En fait, dans [K], il a posé une
question sur des singularités d’une solution d’équation(

∂2

∂x2 − 1

x

∂2

∂y2 − c

x2

∂

∂y

)
u(x, y) = 0 ,

c étant une constante. En posantx0 = y, x1 = x dans le Corollaire suivant, on obtient une
solution de cette équation.

COROLLAIRE 2.2. Considérons le problème de Cauchy

(2.11)
(Dm

0 − αx
p

0 x
q

1Dm
1 )u(x) = b(x,D)u(x) + v(x) ,

Dk
0u(0, x ′) = wk(x

′) , 0 ≤ k ≤ m − 1 , x = (x0, x
′) ∈ Cn+1 ,

où α est une constante, p (≥ 0), q sont des entiers et b(x,D) est un opérateur d’ordre m− 1.

Les coefficients de b(x,D), v(x) et wk(x
′), 0 ≤ k ≤ m − 1, sont holomorphes sur R[Cn+1 \

{x1 = 0}]. Le problème de Cauchy (2.1) possède alors une unique solution holomorphe sur
R[Cn+1 \ ⋃ r

i=0Ki ], où K0 = {x ∈ Cn+1; x1 = 0} et Ki, 1 ≤ i ≤ r, sont les composantes
irréductibles de {(x0, x1) ∈ Cn+1; x

m−q

1 = αµmx
p+m

0 }, µ = (m − q)/(p + m), r étant un
entier (≥ 1). Ki, 0 ≤ i ≤ r, sont des surfaces caractéristiques pour Dm

0 − αx
p
0 x

q
1Dm

1 , issues
de S ∩ {x1 = 0}.

NOTE. Ce n’est pas nécessaire queq est un entier(≥ 0).

PREUVE. En effet, le changement de variablest = x0/x
µ
1 , x1 = s = ey, et le raison-

nement de la Proposition 2.1 prouve immédiatement ce Corollaire. �

Bien entendu, de même, pour un type de Clairaut, on a
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COROLLAIRE 2.3. Considérons le problème de Cauchy (m ≥ 2)

(2.12)
[Dm

0 + (x0D0 + x1D1)D
m−1
1 ]u(x) = b(x,D)u(x) + v(x) ,

Dk
0u(0, x ′) = wk(x

′) , 0 ≤ k ≤ m − 1 , x = (x0, x
′) ∈ Cn+1 ,

où le b est d’ordre m − 1 et ses coefficients, v(x) et wk(x
′) sont holomorphes sur R[Cn+1 \

{x1 = 0}]. La solution de (2.12) est holomorphe sur R[Cn+1 \ {K0∪K1}], où K0 = {x; x1 =
0} et K1 = {x ∈ Cn+1; xm−1

1 − (−1)m((m − 1)m−1/mm)x0 = 0} .
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