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Abstract.  In our preceding articles, by applying the results of Bieberbach, Fatou and
Picard, we have constructed an example suehttie domain of holomorphy of the solution
admits an exterior point. Next we have studied the domain of holomorphy of the solution for
differential operators with polynomial coefferits that concern the differential equations of
Darboux-Halphen, of Chazy and of the modular function. In this article, we make some stud-
ies on the analytic continuation of the solutiof the Cauchy problem for certain differential
operators of principal part with polynomial coefficients.

Résumé. Dans nos articles précédents, en applidies résultats de Bieberbach, Fatou
et Picard, nous avons construit un exemplegiet le domaine d’holomorphie de la solution
ademette un point extérieur. Puis nous avonsliétle domaine d’holomorphie de la solution
pour les opérateurs différentiels a coeffi¢iepolynomiaux, qui conceent les équations dif-
férentielles de Darboux-Halphen, de Chazy eledi®nction modulaire. Dans cet article, nous
donnons quelques études sur le prolongement analytique de la solution du probléme de Cauchy
pour certains opérateurs différentiels detigprincipale a coefficients polynomiaux.

Introduction. Leray [L] et Garding, Kotake et Leray [GKL] ont étudié les singu-
larités et un prolongement analytique de la solution du probléeme de Cauchy dans le domaine
complexe. [P], [PW] et [HLT] ont étudié le cas des coefficients de fonctions entiérs.

Dans cet article, nous donnons quelques études des prolongements analytiques du pro-
bléeme de Cauchy pour certains opérateurs différentiels de partie principale a coefficients poly-
nomiaux.

1. Notations et rappel de quelques résultats. Soitx = (xp,x') [x' = (x1,x”),
x" = (x2,...,x,)] un point deC"*1. On considére un opérateur différentiel d’'ordie a
coefficients de fonctions entiéres <Tit1;

a(x,D):Zaa(x)D“, D =9d/dx;, 0<i<n.

lee] <m

Sa partie principale est notééx, D) et supposons(x; 1,0, ... ,0) = 1 surC"*1,
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Soit S I'hyperplanxg = 0, donc non caractéristique poyr Etudions le probléme de
Cauchy

1.1 a(x, Du(x) =v(x), Déu(O, N=w(x), 0<k<m-1,

ol v(x), wi (x’) sont des fonctions entiéres sDf*! et C" respectivement. Le théoréme de
Cauchy-Kowalewski affirme qu’ il existe une unique solution holomorphe au voisina§e de
dansC™*1. Est-ce que jusqu’oul cette solution locale peut se prolonger analytiquement? Dans
[H1], en utilisant les résultats de Bieberbach, Fatou et Picard, nous avons construit un exemple
tel que le domaine d’holomorphie admette un point extérieur pour des opérateurs différentiels
a coefficients de fonctions entiéres. Il s’agivi@ des cas d'opérateurs différentiels de partie
principale a coefficients polynomiaux.

Nous rappelons d'abord le résultat suivant.

THEOREME 1.1 [HLT]. Soita(x, D) unopérateur différentiel d’ ordrem, holomorphe
sur {x; |xo] < R,x’ € C"}. Supposons que les coefficients de sa partie principale soient
polynomiausx;

g, E) =& + Y Li(x, £NEg ",

k=1
L. £ = > aapbox?E™,
lo/|=k,|B"| <kp

w €tant un entier (> 0), ol les aq g(xo) sont holomorphes sur {xo; [xo| < R}. Posons
M(R) = sufl|aq,p(x0)|; |xol < R, || =m, || =k, [B'| <ku, 1<k <m}.

Il existe alors une constante C (0 < C < 1) ne dépendant que de M(R) telle que
la solution de (1.1) soit holomorphe sur {x; |xg| < C min{(1 + |x’|)7#°, R}, ou |lx|| =
maX<j<n |xi| €t o = maxu — 1,0}

Nous rappelons que ce théoréme résulte du lemme suivant.

LEMME 1.1 [HT]. Dansle probléme (1.1), supposons que |’ opérateur a et les don-
néesv, wy soient holomorphessur X = {x; |x;| <r;,0 < j <n}, etnotons| g (-, &) — &5 || x
une fonction spectralede g (x, D) — Dy’ sur ce domaine;

Hy(®) =g &) —&'llx =Y suplag(x)[E®, &eRy)".

\al:m,ao<mxex
Choisissons un nombre 6 (> 1/rg) satisfaisant
Hx(1,0'/60) <1 pour 0 = (61,...,6,), 6;=1/rj, 1<j<n.
La solution u(x) du probléeme (1.1) est alors holomorphe sur
n
{x; > 6jlxjl < 1— Hx(L, 9//90)}.

j=0

NoTE. La Proposition 8 dans [HLT] est d'une forme plus précise que ce lemme.



PROLONGEMENT ANALYTIQUE 479

Pour faciliter la preuve du Corollaire 1.2érieurement, nous donnons ici une démons-
tration du Théoréme 1.1.

PREUVE DU THEOREME DU1.1. Posons

He (&) =19 &) — & xrry = SUp  laa (x)|E%

\al:m,aofm—lxex(R’Rl)

Ol X (R, R1) = {x; |xol < R, [l < R1}. Ona, poutko > 1/R, & = 1/R, 1 <i <n,
m n ki n k
HR gy (1,&'/E0) < M(R) ) sup (1+Z|x,»|> <Z|s,»|/so)
k=1 I¥lI<R1 i=1 i=1
< M(R) ) [n(L+ R)I*(n/Rido) .
k=1

Puisque IR; < 2/(1+4 R1),(R1 > 1), pouréy > max2n* (1 + R)M0, 1/R}, & =

1/R1,1<i<n,Ri1>1ona

Hp.r, (L€' /60) < M(R) Y [n(1+ R)1¥[2n/(1+ Ry)éol*
k=1

m
< M(R) Y [2n"FH (L + R0 /&0l < 2mn* M (R)(1 + R1)" /&
k=1
Donc pour & > max4mn*tIM(R)(1 + Rp)Ho,2n*+tL(1 + Ry)™ 1/R}, on a
Hg g, (1, /0) < 1/2.

D’apres le lemme 1.1, la solutianx) du probléme (1.1) est holomorphe gut |xo| <
1/4(n + 1)éo < C1min[1/(1+ R1)*0, R], [Ix'|| < C2R1}, pour R1(> 1) quelconqueCs, C2
(0 < C1 < 1,C2 > 0) étant des constantes ne dépendant qu& d8). Ceci démontre le
Théoréeme 1.1. O

Nous avons alors

COROLLAIRE 1.1 [HLT]. Soit D un domaine de C. D > 0 est un point de base.
R(D) est lerevétement universel deD. Supposons que dans (1.1), les coefficients d’ opérateur
a(x, D) et les données v(x), wi (x”) se prolongent analytiquement sur R(D) x C" et quela
partie principale g (x, D) holomorphe sur R(D) x C" satisfasse la condition du Théoréme
11 avec u = 0, 1. Le probléme (1.1) possede alors une unigque solution holomorphe sur
R(D) x C". En particulier, au casde D = C, la solution est une fonction entiére sur C"+1,
Ceci a été déja démontré dans [P], [WP] et [HLT].

NOTE. Un résultat de [HLT] est d’'une forme plus précise que ceci.

PREUVE. Soity un chemin quelconque d'origine 0 dafs y = {xo = y();t €
[0, 1]}, y (¢) étant une fonction continue s[0, 1]. D'abord, notons que d’aprés le Théoréme

1.1, la solutionu(x) est holomorphe suv (0) x C", V(0) étant un voisinage de 0 dafs
Posonsp = supz, ou, poury; = {xo = y(¢);t € [0, t],0 < T < 1}, il existe un voisinage
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V (y;) dey; dansC tel que la solution:(x) du probléme (1.1) soit holomorphe sury;) x
C". Au voisinage dexo = y(10), tous les coefficienta, g (xo0) enx’ et de g(x, £) sont
holomorphes et bornés. Alors pour(0 < t < 10), prés der, les Déu(y(r),x’),O <
k < m — 1, sont holomorphes suC” et d'apres le Théoréme 1.1(x) est holomorphe
sur V(y(10)) x C". On voit donc querp = 1 et que la solution«(x) peut se prolonger
analytiguement suv (y) x C", V (y) étant un voisinage de dansC. D'apres les Propositions
7.1 et 7.2 dans [HLT], la solutiom(x) peut se prolonger analytiquement Kx¢D) x C". Ceci
démontre le Corollaire 1.1. ]

Ce Corollaire se généralise comme suit.

COROLLAIRE 1.2. Notons z un point de C!. Soit a(x, z, Dy, D;) un opérateur dif-
férentiel holomorphe sur R(D) x C" x C!. Supposons que sa partie principale g (x, Dy, D)
soit indépendant de z et dela forme

g(xa DX7 DZ) - gO(-x7 DX) + gl(xa D)h DZ) ’
ol gg(x, &) est un polyndme en &, x’ satisfaisant la condition du Théorémel.lavecu =0, 1
etgl(-xvés 77) = Opour n= O
Considérons |e probléme de Cauchy
a(xa <, DX7 DZ)M(X, Z) = U(x, Z) 9

(1’2) k l 1
DOM(O,X,Z)ZWk(X,Z), OSkSm—l,

ouleswv(x, z), wi(x’, z) sont holomorphes sur R(D) x C" x cl.ce probléme (1.2) possede
alors une unique solution holomorphe sur R(D) x C" x C'.

NoOTE. Ce n’estpas nécessaire que les coefficienis,de, D,, D) sont polynomiaux
enx’.

PREUVE. En utilisant le méme raisonnement qu@arollaire 1.1, il suffit de démon-
trer ce Corollaire au cas ol = {xo € C; |xo| < R}, doncR(D) = D. Désignons par
Hg gy (6. m) = llg (-, &, n) — &7’ | x (&, r,) UNe fonction spectrale de

g(x, Dy, D;) — Dg sur X(R, R1) = {(x, 2); [xol < R, [Ix'|| < R1};
HR 7y (1) = X a4 181=m.ao<m—1 SURex (R, Ry) lag,p(x)|E%nP
pourg(xa g:’ 7’}) = Z\OZH‘\/S\:I" aa,,s(x)éo‘n/s. On a alors

Hp.ry(E.0) = HY g (&) + H g, (£, 1),

ou ng,Rl@) et H,%’Rl(s, n) sont des fonctions spectrales de
m
go(x, D) — DJt = Z( Z aggﬂ,(xo)x’ﬁ ch‘,)Dg'—k’
k=1 “lo'|=k, |8 |<ku
avecu =0, 1, et
gl(-st)CvDZ) = Z at::lt_ﬁ(x)Dfo’
|| +|Bl=m,|8]=1
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respectivement. Pogg > n(n +1),& =1/R1,1<i <n,Ri>n+1[,0na

HR g, (1, &'/&0) < Mo(R) Y _(1+nR)* (n|€']|/€0)* = Mo(R) D (1 + nR1)* (n/Riko)*
k=1 k=1

< Mo(R) ) _[(n + Dn/€ol* < mn(n + D)Mo(R) /%o,
k=1

00 Mo(R) = SUPg|<g.a.p 149 5 (x0)], €t pourl&’]| = [|nll,

Hj g, (1 €' /80, n/0) < M1(R, R1) Y _(ll&"[| + 1InID* inll/&5
k=1

< Mi(R, R1) Z[(n +DIE NI < mMa(R, RNl ,
k=1
ol M1(R, Ry = SURex (R, Ry),e B |aiﬁ(x)|. Par conséquent, pousp > max{4mn(n+
DMo(R),n(n +1),1/R}, & = 1/R1,1 <i <n,Ri >n+1l,n =1/R,1<j <,
Ry > max{4mMi(R, R1), R1}, on obtientHp . (1,&'/&0), HE p (1§ /50, 1/50) < 1/4,
etdoncHg g, (1, &'/€o0, n/€0) < 1/2.
D’apres le lemme 1.1, la solutian(x, z) est alors holomorphe sur

{(x, 2); Ixol < 1/4(n +1 + Déo, X'l < 1/4m + 1+ DIEN, lzll < 1/40 + 1+ Dlnl},

par suite, pourR1 (> n + 1), R2 (= max4mMi(R, R1), R1}) quelconques, la(x, z) est
holomorphe suf(x, z); |xol < Comin[1, R], [lx’|| < C1Ru, |zl < C2R2}, Co (0 < Co <
1),C; (> 0),i = 1,2, étant des constantes ne dépendant qué¢leR). La solutionu(x, z)
est donc holomorphe sytx, z); |xo| < Comin[1, R], (x’,z) € C" x C'}. Comme dans le
Corollaire 1.1, ceci démontre le Corollaire 1.2. O

Dans [H2], [H3], en utilisant les résultats de fonction modulaire et son équation différen-
tielle, et des équations différentielles de Darboux-Halphen et de Chazy [C], nous avons donné
des exemples tels que le domaine d’holomorphie de la solution ait I'extérieur non vide pour
les opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux. Dans ces exemples, la dimedsion
'espacex’ = (x1,...,x,) esttoujours: > 2. Ferruccio Colombini nous a demandé si, au
cas der = 1, le domaine d’holomorphie de la solution peut avoir I'extérieur non vide ou non.
Dans cet article, nous observons le caa de 1, en donnant quelques exemples pour certains
opérateurs différentiels de partie principale a coefficients polynomiaux.

2. Quelquesexemples. Etudions le probléme de Cauchy
21 (D — ax{xI DMHu(x) = b(x, D)u(x) + v(x),
' Dfu(0,x1) = wi(x1), O0<k=<m—1, x=(x0,x1) € C?,

ol « est une constantgy (> 0), ¢ (> m + 1) sont des entiers ét(x, D) est un opérateur
d’ordrem — 1. Les coefficients dé(x, D), v(x) etwi(x1), 0 < k < m —1, sont holomorphes
surC?2.
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Nous avons alors

PROPOSITION 2.1. Le probléme de Cauchy (2.1) posséde une unique solution holo-
mor phe sur RI[C? \ Ui_oKil, ou K;,1 < i < r, sont les composantes irréductibles de
{x € CZaw"xp™x{™™ = 1}, r éant un entier (= 1), Ko = {x € C%x1 = O} et les
K;,0 < i <r, sont des surfaces caractéristiques pour Df' — ax{xI DJ'.

NOTE. Aucas de O< g < m, ou biena = 0 dans le probléme (2.1), vu le Corollaire
1.1, la solution est holomorphe sOF.

PReUVE. En effectuant le changement de variallle = 1/x1, le probleme (2.1) se
transforme en le probléme
[Df — axt X717 (—=X2Dx,)"U (x0, X1)
(2.2) = b(xo, 1/ X1, Do, —X3Dx1)U (x0, X1) + v(x0. 1/ X1) ,
DgU(0, X1) = wi(1/X1), O<k<m-—1,
ou U (xo, X1) = u(xo0, 1/ X1). En plus, faisons le changement de variables au voisinage d’'un
point (xo, X1) = (O, X&O)), X&O) # 0, en fixant une détermination dé} au pointX(lo), Si A
est un nombre rationnel;

(2.3 t=xo/X7, s=X1, A=(g-—m)/(p+m).
On a alors
(2.4) Do=s""D,, Dx, = (1/s)(=rtD; 4 sDy).

Le probleme (2.2) se transforme alors en le probléeme
[D" + G(t, Dy, sD)1U(t,s) = B(t,s, Dy, Dy)U(t, s) + V(t,s),
DKU(0,5) = Wi(s), O<k<m—1,
ouG(t, no, n1), B(t, s, no, n1) sont des polynémes de degrés respeatittm — 1 enng, n1 a
coefficients se prolongeant analytiguement®iir € C; ar™tP+" £ 1] x R[s € C; s # 0],

etG(t, no, n1) ne contient pagy. En posank = ¢”, le probleme (2.5) se transforme en le
probleme

(2.5

[DI" + G(t, Dy, D)U(t, y) = B(t, y, Dy, Dy)U(t, y) + V1, y),

(2.6) s .
DiU@©,y) =Wi(y), O0<k<m-—-1,

ol B est un opérateur différentiel d’ordre— 1, et ses coefficients/ (¢, y) et Wi (y) sont des
fonctions holomorphes siR[t € C; aA™ P+ £ 1] x {y € C}.

D’aprés le Corollaire 1.1, la solutiofi (7, y) de (2.6) se prolonge analytiquement sur
R[t € C;ar™PT™m £ 1] x {y € C}. SoientK; (1 <i <r), les composantes irréductibles
de {(xo, X1) € C% x{™" = ar"x{™) et Ko = {(x0, X1) € C% X1 = 0}. La solution
U (xo, X1) de (2.2) se prolonge analytiquement ®{C? \ | J_,K;], donc la solution:(x)
du probléme (2.1) se prolonge analytiquemenﬂémz\u '_oKil. Ceci démontre la Propo-
sition 2.1. m]
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Nous donnons la Remarque suivante sur les singulariték gaie la solution du pro-
bléeme de (2.1) dans la Proposition 2.1.

REMARQUE 2.1. Considéronsle probléme de Cauchy
(Do + x;D1)u(x) = xox1, u(0,x1) =0.

La solution est
1+ xox
u(x) = —xo + —— log(L + xor1).
1
qui peut se prolonger analytiquement sur R[C? \ (Ko U K1)], oll K1 = {x; 1+ xox1 =
0}, Ko = {x; x1=0}.
En utilisant le Corollaire 1.2, ce résultat se généralise facilement comme suit. Consi-
dérons le probléme de Cauchy

[D§ — axgxi Dy’ + h(xo, x1, D)]u(x) = b(x, D)u(x) + v(x)
2.7 Diu(0,x') = wi(x'), 0<k<m-—1,

x = (x0,x"), x =(@x1x"), x"=(@2...,x)eC"

ou h(xo, x1, D), b(x, D) sont des opérateurs d’ordres respectifet m — 1, holomorphes
surC™*1, eth(xo, x1, &0, £1, ") = 0O, pouré¢” = (&2, -, -, &) = 0. v(x), wr(x) sont des
fonctions holomorphes s@"*+?.

Nous avons alors

COROLLAIRE 2.1. Le probléeme de Cauchy (2.7) posséde une unigque solution holo-
morphe sur R[CZ\U i1 Kilx C" 1 oulesk;,1<i < r, sontdessurfacescaractéristiques
dansla Proposition 2.1.

Cette méthode est applicable aux probléemes de Cauchy suivants. Considérons le pro-
bleme

(Do — 2xox2D1) Dou(x) = b(x, D)u(x) + v(x),

(2.8) X 2

ou le b(x, D) est d'ordre 1 et ses coefficientsy(x) et wg(x1) sont holomorphes SuE?.

La solution de (2.8) est holomorphe sR{C? \ (Ko U K1), K1 = {x € C%xZx1 = 1},

Ko = {x € C% x1 = 0}. Ensuite, considérons le probléme pour un opérateur d’un type de
Clairaut(m > 2)

[DF + (xoDo — x1D1)(—x2D1)" " Hu(x) = b(x, D)u(x) + v(x),

(2.9 % 2
Dou(0, x1) = wg(x1), O0<k=<m-—1, x=(x0,x1)€C",

ou leb(x, D) est d'ordrem — 1 et ses coefficients,(x) et wy (x1) sont holomorphes se2.
Par le changement de varialbife = 1/x1, le probléme (2.9) se transforme en le probléeme de
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Cauchy
[Dg + (xoDo + XlDXl)D’)?l_l]U(XO, X1)

(2.10 = b(x0, X1, Do, Dx,)U (x0, X1) + 9 (x0, X1) ,
DSU(0, X1) = w(X1), O<k<m-—1,

ou le b est d'ordrem — 1 et ses coefficientsj(xo, X1) et wx(X1) sont holomorphes sur
C2\ {X1 = 0}. La partie principale de I'opérateur de (2.10) est un opérateur particulier dans
[D]. Léquation de courbe bicaractéristique est

dXx dXx1\"
X1=x0"—+ (D" =)
dxo dxg

qui est une équation différentielle d’'un type de Clairaut. En effectuant le changement de
variables

t= xo/X(lm_l)/m , s=X1
et en utilisant une méthode de cette section, on voit que la solution de (2.9) est holomorphe
SUrR[C?\ (Ko U K1), K1 = {x € C% 1 — (=1 ((m — 1)"~Y/m™)xf'x1 = 0}, Ko =
{x € C? x1 = 0}. Le raisonnement de la Proposition 2.1 s’applique & un probléme du type

suivant dont un cas particulier est posé par Tatsuya Koike. En fait, dans [K], il a posé une
guestion sur des singularités d'une solution d’équation

¢ étant une constante. En posapt= y, x; = x dans le Corollaire suivant, on obtient une

solution de cette équation.
COROLLAIRE 2.2. Considéronsle probléme de Cauchy
210 (DY — axfx{DMu(x) = b(x, D)u(x) + v(x),
DEu(0,x) = we(x'), O0<k<m-—1, x = (xo,x") € C",

OU « est une constante, p (> 0), ¢ sont desentierset b(x, D) est un opérateur d' ordrem — 1.
Les coefficientsde b(x, D), v(x) et wi(x’), 0 < k < m — 1, sont holomorphes sur R[C"+1\
{x1 = 0}]. Le probleme de Cauchy (2.1) possede alors une unique solution holomorphe sur
RIC"TI\ U!_oKil, 00 Ko = {x € C""L;x; = O} et K;, 1 < i < r, sont les composantes
irréductibles de {(xo, x1) € C"t1; xT*q = au'"xg+m}, w=(m-—gq)/(p+m),r éant un
entier (> 1). K;, 0 < i < r, sont des surfaces caracteristiques pour Dy — ax(’)’xZD’f, issues
deSN{xy =0}

NoOTE. Ce n’est pas nécessaire quest un entie(> 0).

PReUVE. En effet, le changement de variables xo/x’l‘, x1 =5 = e, et le raison-
nement de la Proposition 2.1 prouve immédiatement ce Corollaire. ]

Bien entendu, de méme, pour un type de Clairaut, on a
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COROLLAIRE 2.3. Considéronsle probléme de Cauchy (m > 2)
[Dg + (x0Do + x1D1) DY " Hu(x) = b(x, Dyu(x) + v(x),
Déu(O,x') =wr(x), O0<k<m—1, x=(xg,x')eC"?,

(2.12)

ollle b est d’ordre m — 1 et ses coefficients, v(x) et wi(x’) sont holomorphes sur R[C"+1\
{x1 = 0}]. La solution de (2.12) est holomor phe sur RIC™1\ {KoUK1}], 00 Ko = {x: x1 =
0} et K1 = {x € C"TL; x"1 — (=1)"((m — " ~Y/m"™)x0 = O} .
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