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La mesurabilité des fonctions de plusieurs variables.

Dans cette communication: Je brésenterai quelques nouvelles
conditions suffisantes pour la mesurabilité des fonctions de deux

variables et quelques exemples montrant cp.'xe les hypothéses dans
ces théoremes sont essentielles.

Définition 1. On dit qu’une fonction f: R—>R mesurable(L)
{ au sens de Lebesgue ) est non dégénérée [non dégénérée positi-
vement] au point X, € R lorsque la densité supérieure [la densi-
té inférieure] de 1l°ensemble £ (U) au point x  est positive,
quel que soit 1’ensemble ouvert U contenant Tix) .

Pour une fonction quelconque F: RxR—>R posons
F (t) = F (x,t) et F¥ (t) = F (t,y) (les coupes de F) , Soient
A(f) [B(f)] 1°ensemble des points (x,y) tels que Fx n‘est |

pas non dégénérée positivement [n’est pas non dégénérée] =zau
point y ou bien FY n’est pas non dégénérée au point x, Dési-
gnons par m, la mesure plane de Lebesgue,

Théoreme 1, Soit F:RAB—>R une fonction telle que toutes ses
coupes F_ et FY sont mesurables (L) , Pour que la fonction F

soit mesurable (L) il faut et il suffit que m, ( AL£)) = O,

Exemple 1. Admettons 1 hypothése du continu, 11 existe une
fonction F: R * R—3>R non mesurable (L) et telle que toutes-ses

coupes F_ et FY sont mesurables (L) et non dégénérées en tout
point x € R.
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Exemple 2. Admettons 1’hypothdse du comtinu, Il existe wne
fonction F: R x R—>R non mesurable (L) et telle que toutes les

‘coupes F sont dé deuxidme classe de Baire et ont la propriete
de Denjoy et toutes,coupes Y sont approximativement continues,
Tes

Définition 2. On dit qu’une fonction g:tR—R a la propriéte
(H) lorsqu’il existe pour tout point x & R deux ensembles
ouverts U 4 (X) et U2 (x) ayant ses densités sqperieures positi-

ves au point x et tels que la fonction partielle g/ U; ¢x)uix}

est semi - continue supérieurement au point x et la fonction par-
tielle g Illl2 (‘x)u{x} est seml -~ continue inférieurement au

point x,

Théoreme 2. Soit f:. R®—3R une fonction, Si toutes les sec-
tions ¥ ont la propriété (H) et toutes les sections £, sont
mesurables, la fonction f est également mesurable.

{Théoteme 3, Soit f:Rg——->R une fonction, Si toutes les

sections 7 ont la propriété (H) et toutes les sec:bj.én_s fi ont
la propr{été de Baire, 1a'~fonction f a également la propriété
de Baire,
Définition 3. Une fonction F:RZ—>R est dite:
(a) sup - mesurable lorsque la superposition g tx) = F (x,£ (x))
est mesurable { au sens de Lebesgue ) , quelle que soit la fonction
mesurable f:R—R

(b) (B) sup - mesurable lorsque la superposition g (x) =
F (x,x)) a la propriété de Baire, quelle que soit la fonction
f: R—>R ayant la propriété de Baire.,
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' On sait les suivantes conditions suffisantes pour la sup -
nesurabilité d“une fonction F: RxR-—>R:

(1) 1la continuité des toutes les Sections Fx(t) = F (x,t) et
la mesurabilité de:; toutes les sections Fy(t) =F (‘!:,y’) H

(2) la mesurabilité (au sens de Lebesgue ) de la fonction F et
la continuité approximative de toutes ses sections F

{3) la semi « équicontinuité supérieure de toutes les sections

. et la mesurabilité de toutes les sections FY ;

(4) la semi = continuité approximative inferieure de la fonction

h)

" et la semi ~ continuité supérieure de toutes ses sections Fod
{5) la semi ~ continuité supérieure de toutes les sections F_

et la semi ~ continuité approximative inférieure de toutes l'es
sections FY 3

D’autre part 1‘hypothese du continu implique 1°‘existence
i“une fonction F: Rg-—>R qui n’est pas sup - mesurable, dont
toutes les sections F, sont approximativement continues et tou-

ces les sections FY sont mesurables et 1 existence d ‘une fonction
sup - mesurable et n’ ‘étant pas mesurable,

Définition 4, On dit qu‘un ensemble AcR a la propriété (2)
lorsque, que soit le point xe A, il existe un ensemble ouvert
U cA et un nombre >0 tels que m (J n U)/m (J)>1/2 pour
tout intervalle J contenant le point x et de longuer plus petite
que J(m,comme d° habitude, désigne la mesure de Lebesgue dans R),

. - On dit qu’wne fonction F:R R a>3a provriete
Définition 5.(2 ) lorsque, quel que soit le nombre réel a,

les enseiables

{x e Rsf(x) < a} et {xeR: f(x)>a} ont la propriété (z) .
Théoreme 4, S1 toutes les sections F d‘une fonction F: Rz——)R
ont la propriété (Z ) et si toutes sections F¥ ont la propriété

le Baire [sont mesurables] , la fonction F est (B) sup - mesurab-

le e gup - mesurable
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Exemple 3. Il existe une fopction FtR>—»>R ayant la propri&té

le Baire, mesurable, n’Stant pas (B) sup - mesurable et n‘étant

pas sup - mesurable et telle que toutes ses sections F¥ sont boré-

liennes et qu’il existe pour tout ye&R un ensemble ouvert U (y)c
tel que la densité inférieure de 1°ensemble U(y) au point

est > 1/2 et les fonctions partielles F, /U(y) sont equi.continu—
es au point y,

Exemple 4, Admettons 1‘hypohese du continu, I existe we

fonction FsR2—5R ayant la propristé de Baire, nétant pas (B)

sup - mesurable, dont toutes les sections F_ sont approximative-
ment continues et dont toutes les sections ;‘S’ ont la propriété A

le Baire, |

Théorkme 5. Soit F: :R2—> R une fonction. Si toutes les sections

*V ont 1a propriété de Baire et s°il existe pour towt yeR wn
ensemble mesurable A (y)cR et un nombre 3>0  tels que m{A(y)nI)/m(I)

2 1/2 pour tout intervalle I contenant y et de longueur plus |
petite que J at que les sections partielles Fy [/A(y) sont éguicon-
tinues au point y, la fonction F est (B) suo - mesurable,

The’or‘eme &« S1 toutes les sections Fx d‘une fonction F:R%—»R

sont semi - équicontinues supérieurement en tout point ye R et
toutes les sections FY ont la propriété de Baire, la fonction F
est (B) sup - mesurable,-

Exemple 5. Il existe une fonction F:RZ—>R n‘étant pas ni

(B) sup - mesurable, ni sup - mesurable, ayant la propriété de
faire et toutes ses sections FY boréliennes et telle qu’il existe
pour tout point yoe R et pour.tout nombre £> 0 un ensemble ouvert

c R de densité 1 au point Yo et tel que, quel gue soit

R, ona F (x,y) - F (x,y,)< € pour tout y € U,

Exemple 6, Admettons 1°hypothése du continu, Il existe une

fonction F:Rz—%R (B) sup - mesurable qui n‘a pas de la proprié-
td de Baire. |
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