Real Analysis Exchange Vol. 4 (1978-79)
Zbigniew Grande, ul. Sandomierska 37 m. 39, 85-830
Bydgoszcz, Poland

\
Quelques remargues sur un théoreme de Kamke

et les fonctions sup-mesurables

Dans l’article [6] Kamke a démontré le théoreme

suivant:

Théoréme O. Si une fonction £: R-R, oi R désigne

1’espace des nombres reels, satisfait éiig condition

suivante:

(A) 1l’ensemble A(f) de tous les points x € R pour

lesquels il existe un ensemble E(x) mesurable

(au sens de lebesgue) tel que x € E(x), la densité

inférieure de 1/ensemble E(x) au point x est

positive et la fonction partielle £/E(x) est

semicontinue supérieurement au point x, est de

mesure pleine (c'estfé-dire la mesure du

complementaire R - A(f) est égale & zéro);,

alors la fonction f est mesurable (au sens de Lebesgue).

Dans la premiere part de cet article Jje démontre
quelques remarques concernant de ce théoreéme et dans la
deuxieme je résous un probléme concernant la mesurabilité

de la superposition F(x,f(x)).

s$I. Remarque 1. Dans la condition (A) du théoreme
0 on peut remplacer les mots " la densité inférieure de
1’ensemble E(x) " par les mots " la densité supérieure de

1’ensemble E(x) " et le théoreme modifié reste vrai.
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Dans la démonstration de cette remarque 1 nous

appliquerons le lemme suivant:

Lemme 1. ([1], Lemme 2 et [3], Lemme 1). Soit

(X M,u) un espace mesurable avec la mesure g-finie u.

Si une fonction f: XsR satisfait a la condition sulvante

(B) il existe pour tout ensemble AeM de.mesure

Eositive et pour tout nombre e >0 un ensemble

BeMtel que y(B) >0, Bc A et osc f < e3>
— B

alors lg.fdﬁction f est p-mesurable, gé_ﬁ'désigne le
complété de la mesure . |
Démonstration de la remarque l. Soient A - R un
ensemble mesurable (au sens de Lebesgue) de mesure
positive et ¢ un nombre positive. Sans restrelndre 1la
généralité on peut supposer que la fonction £ soit

bornée. Posons a’'= inf ess f(x). Comme 1”’ensemble C =
A

{xeA: a < £(x) éAa + ¢/2} est de mesure extérieure
positive, 11 existe donc un point x € C étant un point
de densité extérieure de 1’ensemble C et un ensemble
E(x) mesurable, contenant x, ayant la densité
supérieure positive au'point x et tel que

£(t) - £(x) < ¢/2 pour tout point t € E(x). Posons

B = fA - {x€A: £(x) < a}] n E(x) et remarquons que
l'ensemble B est mesurable, contenu dans l'ensemblehA

et que osc £ < ¢. Comme, de plus, x est un point de
B

densité extérieure de 1”ensemble C < A et un point

auquel la densité supérieure de 1”ensemble E(x) est
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positive, la mesure de l1l”/ensemble B est donc positive
et par conséquent, d’aprés le lemme 1, la fonction f est

mesurable.

Remarque 2. Dans le théoreéme O on ne peut pas
remplacer l’hypothése, que la densiteé inférieure de
l'ensemble E(x) au point x est positive par
1’hypothese que 1l’ensemble E(x) est de mesure positive

dans tout entourage ouvert du point x.

Cette remarque résulte de 1”exemple suivant:
Exemple 1. Soit A 1l’ensemble de Cantor de mesure
positive. Il existe deux ensembles B et C nonmesurables
et tels que BY C = A et Bn C = §. Rangeons toutes
les composantes de 1l’ensemble R - A en une suite

{(an,an)} et posons

O pour x ¢ By Gl(an,(an + En)/2]
n=
£(x) =
lpour xe Cuy Ul((q,n +8,)/2,8,) -
n=

Théoréme 1. §£ une fonction f: R-+R satisfait'é_lg

condition suivante:

(H) l’ensemble H(f) de tous les points x ¢ R pour

lesquels il existe un ensemble E(x) contenant x, .

ayant la propriété de Baire, étant de deuxieme

catégorie dans tout entourage ouvert du point x

et tel que la fonction partielle
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f/E(x) est semicontinue supérieurement au point

X, est rés iduel;,

alors la fonction f a la propriete de Baire.

ILa démonstration du théoreme 1 resulte du lemme 2-
d’une fa.gon analogue que la démonstration de la remarqu

1l du lemme 1.

Lemme 2. ([4], Th. 1) Soient X un espace métrique,

separable et f: X-R une fonction. Pour que la fonction-

£ posséde la propriété de Baire, il faut et il suffit

qu.'el‘ll._e satisfasse a la condition suivante: '

(J) EI; existe pour tout ensemble A c X ayant la propriété

de Baire et de deuxieme catégorie et pour tout

nombre ¢ > A ayant la propriété de Baire et de

deuxiéme catégorie tel que osc f < g.
‘B

Remarque 3. L’exemple 1 montre qu’il existe une
fonction dont l’ensemble H(f) = R et qui n’est pas

mesurable.

Théoreme 2. Il existe une fonction f: RoR n’ayant

pas de la propriété de Baire telle gue, quel que soit

le point x € R, 11 existe un ensemble mesurable E(x)

tel que x € E(x), la densité supérieure de 1l‘ensemble

E(x) au point x est positive et la fonction partielle

f/E(x) est continue au point x.

170



Démonstration. Soit C c R 1’ensemble dense du

type G5

D et E n’ayant pas de la propriété de Baire et tels

et de mesure zero. Il existe deux ensembles

que DU E=CetDnE-=g@g. Il existe également une
suite {U.} d‘ensembles ouverts tels que les conditions
suivanteshsoient satisfaltes:
1/ U, > U, pour n =1,2,... ;
2/ C=nTU_;
n B’
3/ en désignant par (a;,a;) les composantes
de 1l’ensemble U, (n=1,2,...) et par m la mesure
de Lebesgue, on ait
i 1
m((an’an))
T 1,,~> "

Soit F , 1‘ensemble fermé contenu dans 1°ensemble

i i
Gpy = (a5p585,) = Uppyg tel que m(F,4)/m(G,y) > 1 - 1/n.
Désignons par H 1’ensemble des points de densité de

1’ensemble y U Fni et posons
ni

l] pour x € Hy E
£(x) =
O pour x  HU E .

La fonction f satisfait 4 toutes les conditions~exigées

dans le theoreme 2.

Remarque 4. Cependant toute fonction f: R-R telle

qu’il existe pour tout point x € R un ensemble mesurable
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E(x) tel que x ¢ E(x), la densité inférieure de 1l ensemble
E(x) au point x est positive et la fonction partielle
£f/E(x) est continue au p&int,x, a déja la propriété de
Baire, comme elle a la propriété (G) définie dans le

"

travail [5], plus forte que la propriete " &tre

ponctuellement discontinue " (voir [5], Th. 2).

Démontrons encore le théoreme suivant:
Théoreme 3. Si la fonction £: RoR satisfait é'ig

condition suivante:

(K) 1l ensemble de tous les points x € R pour lesquels

il existe un ensemble mesurable E(x) contenant X,

ayant la densité inférieure positive au point x

et tel que la fonction partielle f/E(x) est

continue au point x, est ‘résiduel;,

alors la fonction f a 1la propriete de Baire.

Demoﬁstration. Supposons, au contraire, que la
fonction f n’ait pas de la proprietée de Baire. Il
existe donc un nombre réel a tel que 1°ensemble

‘= {x:vf(x) <a}n a'pas'de la propriété de Baire.
Soit (U } la suite de tous les intervalles d‘extremités
rationnelles. Désignons par B la différence de
1‘ensemble A ét de la somme de tous les intervalies
Unk € {Un} dans lesquels 1‘ensemble A posséde }a
propriété de Baire. Comme l‘ensemble A n’‘a pas de la
propriété de Baire, il existe donc un intervale ouvert

J tel que les deux ensembles B et R - A sont en méme
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temps de deuxicme catégorie dans tout intervalle I contenu
dans J. Désignons par An(n=l,2,...) 1’ensemble de tous

les points x € B tels que f(x) < a - 1/a et la densité
moyenne de l/ensemble {x: f(x) < a - 1/n} (c‘est-a-dire
d“un sous-ensemble mesurable de cet ensemble) dans tout
“intervalle ouvert contenant x et contenu dans 1#intervalle
(x-l/h,x+l/n)lest plus grande que 1/n. Remarquons que

B = UA,. Comme 1”ensemble B est de deuxieme catégorie
n=1

dans J, au moins l’un des ensembles An’ n=1,2,... est
donc le méme. Désignons cet ensemble par An . Il existe

o
un intervalle ouvert I  c J dans lequel 17ensemble A

est dense. D’autre part, comme l’ensemble R-A est deo
deuxiéme catégorie dans 1l‘intervalle Io’ il existe donc,
d’aprés l’hybothese du tﬁéoréme 3, un point x_ € I
tel que f(xo) 2 a et qul est un point de densité de
l’ensemble D = {x: £(x) > a - 1/2n }. Soit {x.} < Ano
la suitg de points convergente vers le point X,
Il existe un nombre r > O tel que la densité moyenne d'un
sous-ensemble mesurable de l’ensemble D dans tout intervalie
ouvert contenant x, et contenu dans 1’intervalle (xo-r,xo+r)
est plus grande que 1-1/2no. Posons s = min(r,1/n,).
En désignant par m, la mesure intérieure et par F.l’ensemble
{x: £f(x) <a -1/n} ona

m; (F n (x=8,%,+s)) 1

55 > o, pour k=1,2,...
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7
et par consequent

m, (F N (x,-8,X,%8))  15p m, (F n (x.-s,x.+s))
2s * Ko 75

> -lh-, en contradiction avec les faits que

)

m; (D n (x,-8,X,+s))
2s

>1 - l/2n0 et Fnbh=4g.

Remarque 5. Le théoreme 3 ne reste pas vrai, si
remplacer dans la condition (K) la continuite de la
fonction partielle f£/E(x) au point x par sa semicontinuité
supérieurement en ce point x. Ceci résulte de 1“’exemple
suivant:

Exemple»2. Soit A c R un ensemble de mesure zéro

qu? n’a pas de la propriété de Baire. Posons

1 pour x € A
£(x) =
- O pour x £ A.

SIT. Soit R° = RxR. Une fonction F: R°-R est dite

sup-mesurable (voir [9]) lorsque, quelle que soit la
fonction mesurable (au”sens de Lebesgue) f: R-R, la
superposition ge(x) = F(x,f(x)) est une fonction
mesurable.

Dans le travail [5] j’ai posé le probléme suivant:

2

Probleme. ([5], Probleme 4). Soit F: R°R une

fonction mesurable dont toutes les sections Fx(t) = F(x,t)
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sont des dérivées. La fonction F doit-elle etre sup-

mesurable?

Dans le cas, ou la fonction F est bornée, la
reponse affirmative a été donnee par Ryll-Nardzewski
(voir [5], Addition). Dans cet article je démontre que
la réponse est également affirmative dans le cas genéral.
La méthode appliquée ici est la méthode de Ryll-Nardzewski
modifiée par 1”introduction de 1”integrale de Denjoy.

Théoreme 4. Soit F: R®-R une fonction mesurable.

Si toutes les sections F_(y) = F(x,y) sont des dérivées,

la fonction F est sup-mesurable.

Dans la démonstration de ce théoreme nous appliquercns

le théqréme suivant de Laczkovich:

Théoreme 5. ([7], Th. 2). Let J be a finite closed

interval and let f be a measurable on JxI(I=[0,1]).

Suppose that for every fixed y ¢ I, £Y(x) = £(x,y) is

Denjoy-integrable in the restricted sense on J. Then

the function

8(v) = () § & ax
is measurable on I.

Dans le théoreme 5 l”intervalle I peut étre
remplacer par R.

” Y
Démonstration du théoreme 4. ‘Remarquons que
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y+l/n

F(x,y) = iim g, (x,¥), ou gn(x5y) = n-(Dy) { F(x,t)dt

Nowo y

(voir [8], p. 241).

Considérons maintenant la fonction g, - Par raison

de symétrie, il résulte du théoreme 5 que toutes les

sections (gn)y sont mesurables. D’autre part toutes

les sections (g,)

(v) = g,(x,y) sont continues. Les
X :

fonctions 8 sont donc, d’aprés bien connu le théoreme

de Carathéodory [1], sup-mesurables et par-conséquent

la fonction F est la méme.

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]
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