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HYPOELLIPTICITE POUR UN CERTAIN OPERATEUR
A CARACTERISTIQUE DOUBLE

Par

Tatsushi MORIOKA

§1. Introduction et Résultat

Nous considérons ’hypoellipticité d’un certain opérateur elliptique dégénéré
en tenant compte de la relation entre sa partie principale et celle inférieure.

Avant d’énoncer le résultat, nous expliquons celui de Morimoto—Morioka
[27], qui implique notre motivation. Dans [27], nous avons complétement car-
actérisé I’hypoelipticité de ’opérateur

(1) L =D?+ f(x1)D2 + g(x1)D? dans R,

ou Dy = —id/dx;. Nous avons donné la condition nécessaire et suffisante pour
I’hypoellipticité de L comme ci-dessous. On fixe Iy = R une intervalle ouverte.
Pour une intervalle I et une fonction A(x), on définit h; par hy = (1/|I]) [, h, ou
|I] est la longeur de I. On dit que la condition (A.1) est vérifiée si

(A.1) f1,91 > 0 pour toute les intervalles I < .

On dit que la condition (M; f,g) est vérifiée si
(M;f,g) inf sup{( V21| loggar|: 31 < Iy, g3 < 8} = 0.

Ici, 31 représente l'intervalle dont le centre est commun a celui de 7 et dont la
longeur et trois frois plus grande que celle de I. On définit la condition (M;g, f)
en remplagant mutuellement f et g dans la description de (M; f,g). Nous avons
obtenu le résultat suivant.

THEOREME (Morimoto—Morioka [27, Théoréme 1]). On suppose (A.1) et
que f,g > 0 sur 0ly. Alors, L est hypoelliptique dans Iy x R? si et seulement si
(M; f,g) et (M;g,f) sont vérifiées.
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L’hypoellipticit¢ de L a ¢été étudiée par Hoshiro [7], Koike et
Wakabayashi-Suzuki [34, Exemple 5.1]. Ils ont toujours supposé que

(H.1) f(t),g9(t) >0 lorsque ¢ # 0.

Par surcroit, ils ont donné les conditions nécessaires pour I’hypoellipticité de L en
supposant (H.1) et que

(H.2) iof'(n), tg(H)z0.

Pour ces résultats, on cite aussi [27, Remarque 1-3].

En revanche, [27, Théoréme 1] ne suppose ni (H.1) ni (H.2). En effet, les
hypothéses de [27, Théoréme 1] admet le cas ou la mesure de Lebesgue de { f = 0}
et de {g = 0} est positive. Pour I’exemple de ce cas, on cite [27, Exemple 3.1].
Par surcroit, (A.1) est indispensable pour que L soit hypoelliptique.

A partir de [27, Théoréme 1], nous étudions I’hypoellipticité de I'opérateur

2) P=D3+f(x)D3+ D3+ x2D2 + (g(x1) — 1)Ds dans R*.

Le théoreme suivant est notre résultat principal.

THEOREME. On suppose (A.1), que f,g > 0 sur 0y et que g < 1. Alors P est
hypoelliptique dans Iy x R si et seulement si (M;1, f) et (M; f,g) sont vérifiées.

Remarquons le fait suivant. La condition (M; f,g) devient moins stricte si
f devient plus petite. Par exemple, supposons que f(x;) = x¥* et g(x) =
exp(—|xi1|7?). Alors, P est hypoelliptique si et seulement si ¢ < k + 1. Pour le
moyen auquel on confirme (M; f,g) a 1’égard de cet exemple, on cite [7,
Exemple 1] et [27, Remarque 1 et Théoréme 5].

Nous écrivons les résultats connus qui concernent Théoréme.

Au cas ou f =1, Hoshiro [9] a montré que P etait hypoelliptique si g
vérifiait (H.1) et lim,_ tlogg(f) = 0. En supossant (H.1) et (H.2), [9] a aussi
montré que liminf, .y |tlogg(z)] =0 si P etait hypoelliptique.

Wakabayashi—Suzuki [34, Exemple 5.2] a généralisé ce résultat [9]. Selon
[34], P est hypoelliptique si f,g vérifient (H.1) et

(3) lim tlogf(¢) = ltin(} tlogg(?) =0.

t—0

L’idée principale de [34] est d’utiliser I'identité

((D3 + x3D} — Da)u,u) = ||(D3 — ix3Da)u|)%,



Hypoellipticité pour un certain 741

a partir de laquelle on obtient
4) P 2 D} +f(x1)D5 + g(x1)Da.
En revanche, nous traduisons microlocalement P en 1’opérateur

(5) Py = D? 4+ f(x1)D3 + g(x1)Dy dans R

en prenant la projection sur le premier espase propre de I'opérateur de Hermite.
Cette idée provient de Boutet de Monvel [I], Grigis [4] et de Hoshiro [9] Alors,
on peut préciser I’hypoellipticité de P au moyen de [27, Théoreme 1].

Nous expliquons la différence entre I'idée de [34] et notre. Afin de car-
actériser ’hyoellipticité de P, il faut considérer P, comme la partie principale de
P. Soit B= D2 + x3D} — Ds. Quant au (4), B représente la différence entre P et
Py. Puisque le degré de B est 2, B dissimule ’effet subtile de g(x;)D4. C’est la
raison pour laquelle on ne pourrait obtenir que (3) a partir de (4). Pour la
relation entre (3), (4) et I’hypoellipticité de P, on cite aussi Morimoto [21,
Théoréme 1 et Proposition 4]. En revanche, notre idée (5) nous permet de traiter
Py, comme la partie principale de P. Nous étudions (5) au §4.

Wakabayashi—Suzuki [34, Exemple 5.2] est déduit par [34, Théoréme 4.9]
qui représente un critére pour I’hypoellipticité des opérateurs a caractéristiques
doubles. Malgré que les résultats de soient applicables a ’hypoellpticité des
opérateurs qui a été étudiée par [2], [7-10], [14], [19-22, 24, 25] et par [29],
[27, Théoréme 1] et Théoréme montrent qu’il y a le cas ou I'idée de [34] ne
fonctionne pas bien afin de caractériser ’hypoellipticité.

Quant au [27, Théoréme 1], I'idée principale est d’extrapoler Lemme de
Sawyer qui a été montré par [31, Remarque 5]. Nous l’expliquons au §2. En
tenant compte de [27, Théoréme 1], [27, Théoréme 8] a modifié [34. Théoréme
4.9] et a aussi créé un critére pour I’hypoellipticité. Mais, il n’est pas applicable
au Théoreme. En effet, il faut supposer (M; 1, f) et (M;1, g) pour I’hypoellipticité
de P si on lui applique [27, Théoréme 8§].

Nous avons placé au §2: Lemme de Sawyer, au §3: les préliminaires, au §4:
I’opérateur de Hermite, au §5: la réduction de notre probléme, aux §6-§8: la
démonstration de la suffisance pour I’hypoellipticité de P et au §9: celle de la
nécessité.

Quant aux notations, on cite Hérmander [6, Index of Notation] pour 2, &’
et WF. u représente la transformation de Fourier de u. On note & I’espace des
fonctions a décroissances rapides et on note &’ celui des distributions tempérées.
H? est ’espace de Sobolev de degré s. On note || * ||, le norme de H® et || * || =
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| *||o- Pour S)s, on cite Kumano-go [15, page 54]. On dit que A€ OPS; si
o(A4) € S5, ou o(A) représente le symbole de 4. Pour & e R", (&> = (1+ €132,
§2. Lemme de Sawyer

Nous ¢étudions I'idée principale du [27, Théoréme 1]. La condition (M; f,g)
provient du lemme suivant qui a été montré par [31, Remarque 5]. Soit Iy = R
une intervalle ouverte.

LEMME S. On suppose que v, we Ll (Ip) et que v, w=0. Alors, les
descriptions suivantes (i) et (ii) sont équivalentes.

(i). Il existe une constance C >0 telle que pour tout ue C{(ly) on a
J v’ < C J (' * + wlul?).
I I

(i1). 1] existe une constance A > 0 telle que pour toutes les intervalles I : 31 < I
on a
or < A(wsr +2|117%).
Par surcroit, si A, C sont les meilleures constances dans (i) et dans (ii), on a

A= C=<1004. O

Dans Lemme S, I, n’a pas besoin d’étre bornée.
Soit L l'opérateur (1). Nous définissons la condition (E;f,g) qui décide
I’hypoellipticité de L.

DEFINITION 2.1.  On dit que f,g vérifient (E; f,g) si pour tout ¢ > 0 il existe
N > 0 telle que pour tout 1 = N et tout ue C{(lp) on a

(Eif.g) (log7)? jf|u|2 <e j(|u'|2 + glul?).

Selon [27, Lemme 3.1], Lemme S nous donne la relation entre (M; f,g) et
(E; f,g9) comme ci-dessous.

LEMME 2.2. On suppose (A.1). Alors, (M; f,g) équivaut a (E; f,g).

Dans [27, Proposition 4.], nous avons prouvé la proposition suivnte, qui
concerne I’hypoellipticité de L.
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ProOPOSITION 2.3. On suppose (A.1) et que f,g >0 sur 0ly. Alors, L est
hypoelliptique dans Iy x R* si et seulement si (E; f,g) et (E;g, f) sont vérifiées.

[27, Théoreme 1] est déduit par la combinaison de Lemme 2.2 et Prop-
osition 2.3. La condition (E; f,g) provient de Hoshiro [7, Proposition 3.1] qui a
étudié I’hypoellipticité de L en supposant (H.l1). Dans la démontration de
Théoréme, nous traduisons (M; f,g) a (E;f,g9) au moyen de Lemme 2.2.

§3. Préliminaires

A partir de cette section, on commance la démonstration de Théoréme.

D’abord, on montre que (A.1), (M;1, f) et (M; f,g) sont suffisantes pour
que P soit hypoelliptique. La proposition suivante réduit le probléeme a 1’égard
de I’analyse microlocale.

PROPOSITION 3.1. Soit P l'opérateur (2) qui vérifie (A.1), (M;1, f) et que
g=<1. Soit UcIyxR® un ensemble ouvert. On suppose que uc P et que
Pue C*(U). Soit pe T*R"\0, p = (1,7) € R* x R*\0 avec |t| = 1. Alors, p ¢ WFu
siteU et t+#(0,0,0,1).

DEMONSTRATION DE PROPOSITION 3.1. On ne considére que le cas ou
7=(0,+1,0,0). Car, P est microlocalement elliptique ou sous-elliptique au
voisinage conique de 7 si 7 # (0, +1,0,0) et = # (0,0,0, 1). Soit A = D? + f(x;) D3
et soit I' un voisinage conique de 7. Selon Lemme S, (M;1, f) équivaut a
(E;1, f). Donc pour tout & > 0 il existe C > 0 telle que pour tout u € ¥ (R*);
supp #<TI on a

(3.1) |(log A)ul||* < & Re(Au,u),» + C|lu|?,

ou g(logA) =log((2 + |£|2)1/2). Puisque (Au,u) < (Pu,u), on obtient aussi
en remplagant 4 par P. Alors, p ¢ WFu est la conclusion déduite par [21] ou par
[27, Théoréme 8). O]

On décrit alors le lemme suivant qui sera utilisé au §5.

LEMME 3.2. Soit ue %' mentionée dans [Proposition 3.1. Alors, il existe
N > 0 telle que pour tout p € C{(U) on a {Ds>"N(pu) € L2(R*).

DEMONSTRATION DE LEMME 3.2. Puisque p ¢ WFusite U et 7 # (0,0,0,1),
on obitent immédiatement la conclusion. O
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§4. Opérateur de Hermite
On définit A;(¢) : j=0,1,2... par

4.1) hi(f) = n~ V4@~ (% - z)j exp(—£2/2).

h; est la j-¢me fonction propre de 'opérateur de Hermite L = —(d/dt)2 + 2.
En effet, on a Lhj = (2j+ 1)k et ||h]| =1. On définit ¢(t;7) par (%) =
|n|1/4hj(t|;7|1/2). Alors, ¢(t;n) est la j-¢me fonction propre de I'opérateur de
Hermite a paramétre : L, = —(d /dt)2 + 252,

Soit ¢(n) e C*(R), 0 < p <1, ¢(n) =1 lorsque |y =2 et ¢(n) =0 lorsque
7] £ 1. On définit H;: #(R?) — &(R*) par

(42)  (Hp)(x1,x2,x3,x4) = (2m)~/? j 4% §(E4) p(x3; E4)D(x1, X2; £4) A4

ou ? est la transformation de Fourier de v(x), X2, x4) par rapport a x4. On définit
H}: S (R — #(R%), qui est adjoint de H;, par

(43)  (H0)(xi, %2, x0) = (22)™" ” R YE) P (3 E4)D(x1, X2, 3 Eg) dy dEs

On définit H;: &'(R’) — &'(R*) et H: #'(R*) — &' (R%) par (Hp,¥), =
(v, H}¥); pour ve & (R®), ¥ € F(R®) et (H}u,¥); = (u, ), pour ue & (R?),
Y e P(R%), Ici, (,), représente la multiplication a 1’égard de &'(R*) x &'(RF).
On définit I1;: &' (R*) — &'(R*) par II; = H;H}.

On décrit la proposition suivante, qui concerne la propriété de I’opérateur
de Hermite et dont la démonstration Hoshiro [9, Proposition 1] a donné en
citant Grigis [4, Section III. 3] et Hormander [6, Théoréme 8.1.9]. Ici, [6]
concerne la description (v) dans la proposition.

ProrosiTION 4.1.
(i) Pour tout ue ¥ (R*) on a

(M) (x) = [ a(TL)(x, (é) de,

ot o(TL;)(x, &) = i P(E4) hi(x3|Ea]" PR (Ea/ 1 Eal"?) €xp (—ixs&s).

Par surcroit, pour tout a,f il existe une constance Cyp telle que

[o(T) (5 (x, &)| < Cups, Ead /22,

ou rg;g = 62D§r.
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(ii) Pour tout ue L*(R*), on a 372, Tju= ¢(D4)*u dans L*(R*).

(ii) Pour tout j, k, on a H}Hy = 3u$(Ds)’ dans &'(R?).
(iv) On définit P; par
P; = D? + f(x1)D% + (2 + 1)|D4] + (g(x1) — 1)Ds  dans R®.

Alors, on a PH; = H;P; dans &'(R®) et H}P = P;H} dans S (RY).
(v) Soit y = (x1,x2,x4) et 7 =(¢1,$2,¢4). On définit J(y,n) par

J(y’”) = (X1,XZ,O,X4;61,62,0, 64)
Alors, pour tout ue &' (R*) et tout ve &'(R*) on a
WF(Hov) = {J(y,7) € T*R*\O : (y,77) € WFv},

WF(Hyu) < {(y,7) € T*R\0 : J(y,n) € WFu}.

La combinaison de Proposition 2.1 et [Proposition 4.1 nous implique la
proposition suivante, qui représente 1’idée principale de Théoreme.

PROPOSITION 4.2. Soit P [lopérateur (2) qui vérifie (A.l), (M,1,f) et
(M, f,g). Soit Uc Iyx R® un ensemble ouvert. On suppose que u € .SP'(R)4 et
Pue C®(U). Soit pe T*R*\0, p = (1,7) € R* x R"\0 avec te U et 7= (0,0,0,1).
Alors, on a p ¢ WF(Ilpu).

DEMONSTRATION DE PRroPoOSITION 4.2. Soit ¢ = (#1,%,13,%). On choisit
une intervalle ouverte I;; t3€l; et un ensemble ouvert U, — R® tel que
{x:x3€h,(x1,x2,xs) € U1} = U. Selon I'hypothése Pue C*(U) et
4.1-(v), on a H} Pu e C*(U,). Selon [Proposition 4.1-(iv), on a Po(Hgu) € C*(U)).
On définit je T*R3\0 par j = (t1,1,14;0,0,1). Au voisinage de j, on a

Py = D3 + f(x1) D3 + g(x1)Da.

Selon Lemme 2.2, (M, f,g) équivaut a (E, f,g). Alors, la démonstration de [27,
Proposition 4] nous lesse savoir que j ¢ WF(Hgju). Selon [Proposition 4.1-(v), on
obtient p ¢ WF(Ilou). O

§5. Reéduction du probléme

Notre objectif est de prouver la proposition suivante, qui réduit notre
probléme.
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PROPOSITION 5.1. Soit P l'opérateur (2) qui vérifie (A.1), (M, 1, f) et que
g =< 1. Soit UcIyx R® un ensemble ouvert. Soit pe T*R*\0, p = (t,7) € R* x
R4\0 avec te U et 1=1(0,0,0,1). On suppose les hypothéses suivantes (a)—(c).

(a) ue &(R*) et Pue C*(U).

(b) Pour tout te U, on a p¢ WF(Ilyu).

(c) Il existe N >0 telle que <D4>_NueL2(R4).

Alors, ue C*(U).

En admettant provisoirement cette proposition, on montre que P est
hypoelliptique sous les conditions (A.1), (M, 1, f) et (M, f,g). Soit V < I x R®
un ensemble ouvert. On suppose que we 2'(R*) et Pwe C®(V). On donne
t€ V. Choisissons un ensemble ouvert U tel que te U < V. Soit ¢ € CP(V);
¢ =1 au voisinage de U. On définit u e & (R*) par u=g¢w. Alors, (a) est
vérifiée. Selon [Proposition 4.2, (b) est vérifiée. Selon Lemme 3.2, (c) est vérifiée.
Donc, we C*(U) et la démonstration est terminée.

On divise R* en 3 domaines afin de prouver [Proposition 5.1. On définit

[ ={EeR*: & + &1+ &2 <44,
[y={feR*: &+ & =2(& + &)},

[3={EeR: &+ &+ & 1183},
Alors, R* =T, U, UTs.

PrOPOSITION 5.2. Soit P l'opérateur (2) qui verifie (A.1) et que g £ 1. On
suppose que u verifie les hypothése (a)—(c) de Proposition 5.1. Alors, on obtient
les conclusions suiventes (i) et (ii).

(1) Pour tout m > 0 et tout 9 € C°(U) on a

[NZGREEES
1
(i1) Pour tout m > 0 et tout p € C(U) on a

JF ()P dé < oo,

PROPOSITION 5.3. On suppose que P vérifie (A.1), (M, 1, f) et que g < 1. On
suppose aussi I'hypothése (a) de Proposition (5.1) et que

(d) j Ta()(E™ dE < o
rur;
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pour tout m > 0 et tout ¥ € C*(R*). Alors, pour tout m > 0 et tout g € CP(U)
on a

L U (&)[><EY* ™ dé < oo,

[Proposition 5.1 est déduite par Propositions et 5.3. A partir de la section
suivante, on donnera la démonstration de Propositions et 5.3.

§ 6. Démonstration de Proposition 5.2-(i)

L’argument dans cette section est essenciellement due a Boutet de Monvel
[1], Grigis et 2 Hoshiro [9].

D’abord, on décrit Théoréme C, qui a été donné par Cardelon—Vaillancourt
et pour lequel on cite Kumano-go [15, page 224].

Pour p(x,¢) € S}'5(R"), on définit son /-em seminorme [p|§m) par

pli™ = sup{p{3) (x, )I/<EY™ PPl : (x, &) € R, o+ B < 1}

THEOREME C. On suposse que & < p et que 6 < 1. On donne s et m. Alors,
il existe des constances I(s,s +m) et Csp telles que pour tout A € OPS]; et tout
ue? on a

(6.1) lully £ Comla (A0 14l g

= I(s,s+m

Avant de commencer la démonstration de |Proposition. 5.2-(1), remarquons
le fait suivant. Selon [Proposition 3.1, il nous suffit de prouver [Proposition 5.2-(i)
en remplagant I'y par I'; N {&, > 0}. Soit P; 'opérateur mentionée dans Prop-
osition 4.1-(iv). Lorsque &4 >0, on a

(62) Py = D} +f(x1)D3 + (% + g(x1)) Da.

On commence la démonstration de [Proposition 5.2-(i) en construisant micro-
localement la paramétrix de chaque P;; j = 1.
On écrit a(P]].V ) par la somme des parties semihomogenes:

2N
(6.3) a(P]N) = E ar. j,
k=0

ou ay(x1; &y, t&y, 12Es) = tFar(x1; &1, &5, &) pour tout >0 et N est un nombre
qui sera convenablement précisé.
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Soit gy € C*(R\0):0=¢y, <1, po=1 lorsque 0 <t =<7 et g, =0 lorsque
t=8 ou t<0. Soit & = (&,&,,&4). On définit (&) par

(64) V(&) = pol(& + 8)/E) (1 = 00(121%))-
On définit {r_y_,(x1,¢')},2, consécutivement par
(6.5) roan,j = VY/aw j,
(6.6) r_aN—v,ja2n,; + EE:("—zN—l,j)(a) (@2N-m,j) (/2! =0,
oun E={(I,ma):l+m+|a|=v,I<vetv=1}.
On fait désormais C représenter des positives constances qui sont indé-

pendantes de j.
Selon la définition, on a

(6.7) (ak.) () (61, &) S C(J + VMW 21
pour tout & e suppy. Selon (6.5)—(6.7), on a

(6-8) |(r—an—v) ) (31, € £ C(j + 1)V YN,

On définit gj(x;,&’) par

k
(6.9) g = Z T-2N-v,j
v=0

ou k est un nombre qui sera cenvenablement présisé. Selon et (6.9), on a
g € Sijy o(R?). Par surcroit,

(6.10) 1(4) &) (1, &) < €U+ 1)V YN,

On définit QjeSl‘/{O(R3) et ‘PoeS(l’/z,O(R3) par Q; = gj(x1,D’) et ¥o=
Y(D'), ou D' = (D,,D5,Ds). On définit K; par

(6.11) Q;P) =¥ + K.

LEMME 6.1. Kje OPSI‘/:‘,_’O(R3). Par surcroit,

(6.12) |0(K) ) (x1,&)| < C(j + 1)y~ w72,
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DEMONSTRATION DE LEMME 6.1. Selon [6.5), (6.6) et (6.11), on a

o(Kj)(x1,E) = D o(r-an-1© @v-m;)(x1,¢)

I+m = 2k

1
F XY b -0 w0 o

I4+m<2k |y|=2k—I—m 0

ou (roa)(xy,D') =r(x;,D)a(x;,D') et
wy,l,m(g) = Os JJ e‘iy”(r_zN_l,j)(") (x1, &+ 977’) (azN_m’j)(y) (x1 + 1, é,) dy dn.

Selon [6.7) et [6.8), on obtient la conclusion. O

Pour l’'intégral oscillante, on cite Kumano-go [15, page 45].
On définit B; et E; par B; = H;Q;H; et E; = H;K;H;. Soit & = (&), &,, &5, &),

LEMME 6.2. Bje OPS;}, ,(R") et E;je OPS) | ,(R*). Par surcroit,

(6_13) |0'(Bj)gzg(xl, f)l < C(] + 1)——N+1+u3+a4+ﬂ3 <£>—N—|a|/2+ﬂ3/2’
(614) |U(E})§;;(x1,f)| < C(] + 1)—k+1+a3+0¢4+ﬂ3 <§>—k—|a|/2+ﬁa/2

DEMONSTRATION DE LEMME 6.2. Rappelons-nous [Proposition 4.1-(i). Alors,
on a

(6.15) - o(B)) = a(Q))(x1,&N)a(I1;)(x3; &3, Ea),

(6.16) o(Ej) = o(K;)(x1, & )o(TL;)(x3; &3, &4)-

Notons que

(6.17) ["h (1) < C(j + 1)+

Selon [6.10), et (6.15)—(6.17), on obtient la conclusion. O

Pour (6.17), on cite Folland [3, Chapitre 1-§7].
On définit ¥: ¥'(R*) — &'(R*) par ¥ = y(D). Alors, on a

(6.18) H;¥Yow = YH;w

pour tout w € &'(R*). Selon [6.11), [6.18) et [Proposition 4.1-(iv), on a

(6.19) B;PN = YII; + E;
dans &'(R%).
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On déduit désormais [Proposition 5.2-(i). On fixe p € C°(U). Selon (6.19),
on a

(6.20) @B;PYu = o¥Iu + pEju.
On définit T1, par I1, = ¢(D4)> — ITp. On donne m > 0 et on montre que
(6.21) e¥PIl.ue H™.

Puisque u e &', il existe s > 0 telle que u € H™S. Choisissons N et k pour que

(6.22) { N z max{m,I(m,0) + 15}

k = max{s + m,I(m,—s) + 3}

ou /(, ) est la valeur décidée par (6.1). On prend la somme de chaque terme de

(620) de j=1 & j = co.

LEMME 6.3.

() X2, 1Eull, < o et (i) 2, loBPVul|,, < oo.

DEMONSTRATION DE LEMME 6.3. (i) Selon Théoreme C, on a |Eju|,, =
Clo(E)jgn, sy Il Selon et [6:22) on a |o(E)ly, ) < CG+ D7~
Donc, on obtient la conclusion.

(ii) Soit ¢, € C°(U) qui vérifie peg,, ie.,, {¢, =1} est plus grand que
certain ensemble ouvert qui contient supp ¢. On définit ¢, par ¢, =1 — ¢,.
Alors, on a

(6.23) loB;PYull,, < lloB;(p1 P )|, + l9B; (92 PV 1),
Lemme 6.3-(ii) est déduit par le lemme suivant. O
LEMME 6.4.

() 3572 || Bj(¢1 PYu)||,, < 0 et (ii) > lpB;(p, PV )|, < 0.

DEMONSTRATION DE LEMME 6.4. (i) Puisque ¢, € CP(U), on a ¢, PNue
C(U). Selon Théoréeme C, on a

I1B;(@1 PV ),y < Clo(By)[{moyllo1 PVl

Selon [6.13) et [(6.22), on a |O'(Bj)|§(:n”,g) < C(j+1)™% Donc, on obtient la
conclusion.
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(i) On définit R; € OPS™ par Ryw = ¢B;(p,w) pour we &% Alors, on a
(/’Bj(%PN“) = Rj(PN“)-

Soit b; = g(B;). Selon la définition, on a

a(R = Y Ay,

r+v=p
ou chaque 4,, est constance et
626) Ly =0s [[ e Dllp(ips e+ 2 B) (5 + ) dy

Choisissons M, L telles que 2M = N + s + m — 6 et que 2L 2=
max(5, —(N +2M + 1) + B5/2). Alors, on a

(627) I, = j j (D, (140 (7) DLlp(x) 2 (x + )]
x <y 72 (b)) (x1, & + 1) dy d,

ot (1) = M +32M 138 + 36! et u=a + (2M,2M,6,6). Puisque peg,, la
fonction y,,(y)D%[@(x)p,(x + )] est bien définie. Selon [6.15), on a

(6.28) |(bj)g’l)) (x1,8)| < C( + 1)—N+13+13+a4+ﬁ3 <£>—2N—s—m—]a|/2+ﬂ3/2.
Donc, on obtient
(6.29) | ( j) ﬂ)(xl,f)| < C( + 1)—N+13+tx3+fl4+ﬂ3<€>—2N s—m— |oc|/2+/33/2

On définit G; € OPS(/} 1/2(R4) et w e H® par G = R(D Y™ et w =
(DY 2N PNy, Selon Théoréme C, on a

(6.30) IR PYully = (Gl < Clo(G))ljmey Illo-

Selon [6.22) et [6.29), on a |a(G)|I(mO) < C(j+1)"% Donc, on obtient la
conclusion. O

LemMmE 6.5. >, Tiu = ILu dans &'(R*).

DEMONSTRATION DE LEMME 6.5. On définit T par T} = E _; IT;. Selon
I’hypothése (c) de [Proposition 5.1, il existe N > 0 telle que (D4> Nu e HO. Soit
¥ e L(RY). Pulsque [Ty, {D4>] =0 sur &' (R*), on a (Tiu,¥) = (Te{Dsd Nu
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{D4>Np). Selon [Proposition 4.1-(ii), on a

kli_'ngO(Tkua l/’) = (H*<D4>—Nu, <D4>N|/’) = (<D4>~Nn*ua <D4>N¢’) = (H*u7 !p)a

ou on a utilisé le fait que [II,,{(Ds>] =0 sur &' (R*). Donc, on obtient la
conclusion. O

Selon Lemme 6.3, Lemme 6.5 et (6.20), on obtient (6.21). Donc, on a
(6.31) eW¥ILu e Cy.

Soit 9; € C*(R\0): 0 <93 =1, ¢3(t) =1 lorsque 0 <7 <5, ¢3(¢) =0 lors-
que =6 ou t < 0. On définit y,(¢) par

U1(8) = 03((8 + & + &) /€)1 — p3(1E1)).

On définit ¥ par ¥, = ¢,(D). Selon (6.31), on a
(6.32) ¥, (pIl,u) e H®.

Selon I’hypothése (b) de [Proposition 5.1, on a

(6.33) "I’]((pr[()u) e H®.

Rappelons-nous Iy + IT, = ¢(D4)*. Selon [6.32) et [6.33), on obtient ¥, (¢pu) €
H*. Donc, la démonstration de [Proposition 5.2-(i) est terminée.

§7. Démonstration de Proposition 5.2-(ii)

Dans I';, on construit microlocalement le paramétrix de P. La méthode est
due a Kumano-go [15, Théoréme 5.4 de page 83] qui explique la construction
du paramétrix a partir de la condition (H) de Hoérmander.

Soit {g}i_; = CP(R): 0 < ¢ < 1, ¢ €Ppyr, 91(2) = 1 lorsque [¢] < 5/19 et
04(t) = 0 lorsque |¢| = 1/3. On définit {g,(&)},_,; par

Vi(&) = 0 (&5 + &)/ (& + )1 — os_ (1E1%)).

Notons que Yy € S, o(RY), Y €¥ypr, {¥1 =1} 2T2N{[¢| 2 1} et que supp
Yy = {&:E+ 8 2 (6/5)(&5 + &)}

Soit p = o(P). Le lemme suivant est immédiatement obtenu a partir des
définitions. Dans la description, C, C,p sont positives constances.
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LEMME 7.1. Sur supp ¢4(&), on a
(1) lp(x,&)| = CL&5,

(id) 1p{5) (%, &) /p(x, &)| < Capl&>TH/? siog =0,

On définit ¥y € OPS? /2,0(R4) et Qe 1_/12,0(R4) par ¥, = Y, (D) et Q = q(x, D),
ou g =yY,/p. On définit K par

(7.1) QP =¥, — K.
Selon (7.1}, on a
1
(72) o(K)(x,&) = 3 jo g0, &) dO

[7|=1

ou
,0(x,&) = Os ” D (x, & 4+ On)piy (x + . €) dy .

Lorsque y, # 0, on a p(,) = 0. Selon et Lemme 7.1, on a K € OPSI‘/IM(R“).
On déduit désormais [Proposition 5.2-(ii). Selon [7.I), on a

(7.3) Y3QPu = ¥3(I — K)u.

On définit E € OPS7) (R*) par E~ 37, K™. On fixe g € CP(U). Selon
(7.3), on a

(7.4) 9BPu = ¢¥,E(I — K)u + ¢¥2E¥s(I — K)u,

ou B=Y,E¥;Q0 et ¥s =1 — ¥;3. Observons que E(I — K) —I € OPS~® et que
Y,E¥s € OPS~. Puisque ¢ € C°(U) et Pue C*®(U), on a ¢¥ru e Cy°, Donc,
on obtient W, (pu) € H® et la démonstration de Proposition 5.2-(ii) est terminée.

§8. Démonstration de Proposition 5.3

Puisque |&,| est dominant dans I';, Proposition 5.3 est déduite par la
proposition suivante.

ProOPOSITION 8.1. On suppose toutes les hypothéses de Proposition 5.3.
Alors, pour tout m >0 et tout pe C°(U) on a

J [Pu(&)[><&, )" dE < .
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Notre objectif est de prouver la |[Proposition 8.1. On fixe ¢t = (1,2, 3,14) € U.
Alors, il existe les intervalles ouvertes {I;};_, = R dont le centre est # et qui
vérifient Iy x L x I x Iy < U, |I}| = || = || = |I4]. Puisque (A4.1) est vérifiée,
on peut choisir une fonction ae Ci°(/;) telle que 0 <a <1, a=1 au voisinage
de #; et que f(y), g(y) soient positives sur supp a’(y). Observons que

(8.1) a(x1)Pu = P(a(x1)u) — [D?, a(x1)]u.

Puisque Pue C®(U) et f(y), g(y) sont positives sur suppa’(y), on a
[D?,a(x))]u e C®(U). Donc, on obtient P(au) e C®(U).

On fait désormais la microlocalisation de au. Soit Yy € CP(R): 0 <y =1,
Y(y) =1 lorsque |y| <1 et Y(y) =0 lorsque |y| = 2. On définit «;(¢&,) par

@3 (82) = Y(A&r — 1) + (A& + 1)

ou A:0<A=<1/3 est le paramétre. Le fait que A~ ! ~ |£,] dans suppa; est
important.

Soit ye C*(R):0=yx=<1,0<r <ryhx(y)=0 lorsque |y|<r et x(y) =1
lorsque |y| = r;. Ici, on décide r; et r, pour que {y: x(y — &) < 1} = Iy pour
k=3,4. Soit e C(L):0=¢=<1, ¢=1 au voisinage de . On définit
yl(x3,x4) et ﬂlvq(XQ,X3,X4) par

{ va(x3,x4) = exp(M (x(x3 — 13) + x(xa — 1a)) log 1)

Bag(x2,%3,X4) = @g(x2)7,(x3, x4)

(8.2)

ou 4:0 <4 =1/3 est le paramétre, ¢,(y) = Di¢(y) et M est constance qui sera
convenablement précisée.

On définit v,k par v = au et Pv = h. Selon [8.1), h € C*(U). On définit v;,
et hy, par vy, = ay(D2)(B,,4v) etc.

Avant de commencer la démonstration de [Proposition 8.1, on prouve les
lemmes suivants.

LEMME 8.2. Pour tout A:0<A=<1/3, tout q=0 et tout M>1 on a
UA,qEHOO.

DEMONSTRATION DE LEMME 8.2. On fixe m > 0 et on montre que viq € H™.
Selon la définition, on a ||v,1,q||fn =hL+5L+1 ou

L = jr &y (&) B (&) de.
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Selon I’hypothése (d), on a I) + I, < co. Puisque |&,| est dominant dans I'; et
supp a; est compact, on a I3 < co. Donc, on obtient la conclusion. O

LemME 8.3. On suppose que ue H* et que s > 0. Alors, pour tout q = 0 il
existe une constance C; telle que pour tout 1:0 <A =<1/3 et tout m=1 on a
02,4l < Cpa™™.

DEMONSTRATION DE LEMME 8.3. Selon la définition, v, = y0u(4,0) et
0 <y, < 1. Observons que A*||v;4||* < 4*||oz(8,0)||*> < Const. (I; + I, + I3) ou

L= @ igp@rae
Ty

Ici, on a utilisé le fait que |§2|_1 ~ A dans supp a;. Selon ’hypothése (d), on

a ) + 1, < oo. Puisque |¢| < Const. (&)? dans T3 et gveH™S, on a I3 <

Const. ||¢,v]|_; < 0. Donc, on obtient la conclusion. O

LEMME 8.4. Soit A = D? + f(x1)D3. Pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 telle que
pout tout 1:0< 1<, tout q=0 et tout M =1 on a

(8.3) (log '1)2””1&1”2 < e(Avag, vag)-

DEMONSTRATION DE LEMME 8.4. Selon Lemme 2.1, (M;1, f) équivaut a
(E; 1, 1), i.e., pout tout ¢ > 0 il existe Ny > 0 telle que pour tout &, > Ny et tout
we CP(I;) on a

(8.4) (log &)’ j w(s)[2ds < ¢ j (WS + 1) w(s)P) ds.

Soit (,B:;v)(xl;«fz;x3;x4) la transformation de Fourier de B; ,v(x) par rapport a
x2. Remplagons w(s) par (B, ,v)(s; £2;x3,xs) et intégrons chaque terme de
v

par rapport a (&,; x3,x4). En sachant que |}»|_1 ~ |&,| sur suppa;, on obtient 8.3).
O

LeEMME 8.5. On suppose que ue H™*, s > 0 et que M > 2s+ 4. Alors, pour
tout g = 0 il existe une constance C, > 0 telle que pour tout 2:0<A=<1/3 on a
Ihagll € C AL, ot 1 =M — 25— 4.

DEMONSTRATION DE LEMME 8.5. Soit we CP(R): 0w <1, 0<ry<ry,
w(y) = 1 lorsque |y| £ r; et w(y) = 0 lorsque |y| = r4. Ici, on décide r; et r4 pour
que r, <r3; et que suppw(xx — ) < Ir; k=3,4. On définit h; et hy par
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hi(x) = w(x3 — t3)w(xs — t4)h(x) et hy = h — h. On montre que ||(h), || < C, 4
k=1,2.
Puisqué he C®(U) et v=au, on a @ (x2)hi(x) e C(U). Donc,

A2 () 3q11° £ 27 |as(8,m)]* < Const. J & (@m)(©)] d¢ < oo.

Puisque 7, <A™ sur supph;, on a ;1-2’||(h;,_)m||2 < A7HM 0 (g,h0)|) <
Const. (I; + L, + I3), ou

o= Const. | &y (@) O de.

Selon I'’hypothése (d), I + I, < co. En sachant que |¢| < Const. |&,]> et que
P h2 € H -2 on a I3 < . Donc, on obtient la conclusion. O

On choisit les intervalles ouvertes E; = R: j=3,4 telle que t;€E;c
{:x(y - tj) = 0}. Soit Uy = E3 x Ey.

LEMME 8.6. On suppose qu’il existe | >2, M =1, 6 >0 et une constance
C >0 telles que pour tout 1:0 < A<0 on a |jvyo| < CA. Alors, pour tout
9o € C°(Up) on a

(8.5) J W& dE < oo,

ou w(x) = ¢(x2)(9o)(x3, Xa)v(x).

DEMONSRATION DE LEMME 8.6. On fixe ¢, € C°(U). Selon I’hypothése, on
a |lpgvs0l| < Const. ||vz0|| < Const. A' pour tout A:0 < A <. Puisque P10 =

%1 (@oB100) = uw, on a
(8.6) J 32y (5 WO dE = K < .

Observons que <&,>* 2 < Const. Jg /1_2101,1(62) dJ lorsque (&) est suffisament
grande. Alors, en intégrant chaque terme de de A=0 a A=, on obtient
(8.5). O

On se met désormais a la démonstration de [Proposition 8.1. Puisque u € &',
il existe s > 0 telle que u € H~°. On donne m > 2 et on précise la valeur de M
telle que M = 2m + 2s + 4. Notre objectif est de montrer qu’il existe 6 > 0 et
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une constance C > 0 telles que pour tout .:0<A=<J on a
(8.7) loxoll < €A™,

Selon Lemme 8.6, achéve la démonstration.
A partir de Pv=~h, on a

(8.8) Pv; g — 03[P, B; glv = hig.
Selon Lemme 8.2 et [8.8), on a
(8.9) (Pvag, vag)2 = Re(aa[P, B, 4]0, v14) 12 + Re(hsg, vig) 12
Observons que Re(a;[P,f; |v,014) =i + b+ [+ 14, 00
L = Re(f(xl)dz[D%,ﬂA,q]v, Vigq)
L = Re(0,[D3, B, v, va4)
I; = Re(x304[D3, B, 410, vaq)
Iy = Re((g(x1) — 1)“/1[D4’ﬁ,1,q]v’ Vig)
et que [D,B; Jv =2Di((Dip;,)v) — (DB, ). Alors, on a
(8.10) I = Ey + B,

ou E; = Re(2f(x1)Davj 441,v54) €t Ez = —Re(f(x1)v;3442,014)- Selon Iinégalité
de Schwartz, on a

8.11) By S § 05+ Vg
(8.12) E K0+ K220,

ou Jg‘q) = (f(x1)D5vs4,v24 €t K est la positive constance dont la valeur sera

convenablement précisée.

On fait désormais C; représenter des positives constances qui sont indé-
pendantes de A et de g. Puisque |A|™' ~ |&,| sur suppa;, on a l_ng < ClJiZq).
Choisisons K telle que C;/K < 1/4. Alors, on a

2 2
(8.13) E £ 3ID + a2,
(8.14) E £ Y I2 + Gl
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Selon [8.10), [8.13) et [8.14), on obtient

(8.15) I < § Big + Ca(A’Bige1 + A*Bigia),

ou B, = qu) . Observons que
D3y g = (Mlogi)x\p,, etque D%ﬂl,q = ((Mlog '1)2%% + (Mlog A)x3)B;.45

ou y,(x3) = (D*y)(x3 — t3). Alors, on a

(8.16) I, = (M log 1)(Es + E4) + (M log A)*Es,

ou E;= Re(2D3(xlu,1,q), UM), E4 = Re()(zvg,q, v;“q) et Es= “le;_,qllz. Puisque
2Rez=z+7Z on a |E3| < C5||v,1,q||2. Donc, on a

(8.17) |L| < Ce(Mlog 2)||va 4]l
On peut aussi évaluer Iz et Iy au méme moyen et on obtient
(8.18) |B| + || + |Is| < Ce(M log 4)*||vzgl.

Selon Lemme 8.4, il existe d; > 0 telle que pout tout 41: 0 < A <J; et tout ¢ =0
on a

(8.19) Cs(M1og A)*||vagll* < L(Avag, vag)-

Selon (8.15), (8.18) et (8.19), on a

2
(820) Vl,q é %F).,q + %Bl,q + C4 Z AZIBl,q+l + I(hﬂ.,q, Ui,q)l’
=1

ou V ;= (Pvjg,v14) €t Fj 4= (Avyg,0v,4), pour tout 1:0 < A <J; et tout ¢ 2 0.
Puisque ||D1v,1,q||2 + By 4= F)4 =< V;4, on obtient

2
(8.21) YID1vagl® + Bag) < Ca Y A Bigrs + |(hag, vag)l-
I=1

Selon I'inégalité de Poincaré, il existe K > 1 telle que pour tout A: 0 <1 <1/3 et
tout g =20 on a ||Dlv,1,q||2 ;4K“||v,1,q||2. Puisque

2 e 2
2|(hag, v2.0)| = Kllbagll® + K~ loagll”,
on a

2
(8.22) 03> + Big < Cs > 2By gis + Callhagl*.
=1
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Soit E; , = A’B; ;. En multipliant A7 au chaque terme de [8.22}, on a
- 2

(8.23) M\osgl + Erg < CsA > Ejgur + Cad| by gll”.
I=1

Soit N =2m + 25+ 3. On prend le somme de chaque terme de (8.23) de
gq=0a g=N-2. Soit

N N N N
Si=)_ Mloagl?’, Gi=)_ Flhagl®, Ti=) Eig Ri= ) Eig
=0 q=0 q=0 g=N-1

Alors, on a
(8.24) Si+ Ty = Go(AT; + Gy) + R;.

On choisit § > 0 pour que J < min (J1,1/(2Cy)). Alors, pout tout 2: 0 <A =<4
on a

(8.25) S; £ Ry + CoGy.

LemMe 8.7. (i) R; £ Clo;tzm et (il) G; < Cllizm.

DEMONSTRATION DE LEMME 8.7. (i) Observons que B;, < ||D2v3,q||2 <
Clzl_znv,{,q|l2. Selon Lemme 8.3, on a B;, < Const. B2 Puisque N = 2m+
2s+3 et g = N — 1, on obtient (i).

(ii) Selon Lemme 8.5, on a ||h;,|| < const. A/, ou /=M —2s—4. Donc
G, < Cp3A. Puisque M =2m + 25 + 4, on obtient (ii). O

Observons que ||v,1,0||2 < S;. Selon Lemme 8.7 et [8.25), on a ||v,0] £ C1ad™
pour tout 1: 0 < 4 < 4. Donc on obtient et la démonstration de

8.1 est terminée.

§ 9. Démonstration de la nécessité

On montre que (M;1, f) et (M; f,g) sont nécessaire pour I’hypoellipticité
de P. L’idée provient de [9], et [27, Proposition 4].

D’abord, on suppose que (M; f,g) n’est pas vérifiée. Selon Lemme 2.2,
(M; f,g9) équivaut a (E;f,g). Donc, il exite &> 0, une positive séquence
{Mmtoet < R; limpy,o0 77,, = 00 €t {tm}, ey = CF(Ip) tels que pour tout m = 1
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on a

9.1) (log )’ j Fluml? 2 2 J(Iu,’,,lz + mgltim ).

Iy

On définit L, par L, = —(d/dt)* + g(t)y, ou >0 est paramétre. Nous con-
sidérons le probléme de valeur propre:

{ Ly = M ()

(9.2)
vlan = 0

Soit A(n) la premiére valeur propre de [9.2). Alors,
(9.3) A(g) = inf{(L,w,w)/(fw,w): we C;°(lh),w # 0}.
Soit C = 1/e. Selon [9.1) et [9.3), on a

(9.4) 0 < A(,,) < C(logn,,)’

pour tout m = 1. Soit v,(?) la fonction propre qui corréspend a A(z,,) et
J; loml* =1, ou I=1I. Puisque limpy_c 7, = 00, on peut choisir une sous-
séquence {7} < {#,,} pour que

(9.5) i)' "> = Wlma)) > > 1
pour tout k£ = 1. On note {7,,} au lieu de {7, } a nouveau. On définit Q R
par Q =1y xJ xJ xJ, ou J=(-1,1). Soit N = C + 2. On définit w(x) par

96) W) = 3 157 0m(x1) eXPixett, + X22(1,) Vo (x311L2).
m=1

Selon [9.4), on a w e L?*(Q) et Pw = 0 dans Q. Puisque g > 0 sur 8, il existe une
constance J > 0 et une intervalle fermée E < I, telles que g(¢) >J lorsque
te Ih\E. Selon (9.2)-(9.4) on a

(9.7) lim J lom|? = 1.
E

m-— o0

On suppose que we C*®(Q) et on va déduire une contradiction. Soit
pe CP(R): 9(0) #0 et ¢(0) =1. On définint G(s,y) par

(98) G(s,y) = ¢(y)w(s’ 0,0,y).

Soit F(s,n) la transformation de Fourier de G par rapport a y. Selon (9.5)—(9.8),
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1/2 0
9.9) (jE E(s, m)|2ds) > 02— N — n)]

m#l
> ;¥ /2 — Const. y; V!

= Const. #; V1

si / est suffisament grand.
En revanche, [;|F(s, n)|* ds doit rapidement décroitre lorsque ! s’approche
de co. C’est ce que 1’on obtient a partir de I’hypotheése w € C*(Q2). Donc, il y a

la contradiction. Alors, on sait que (M; f,g) est nécessaire pour ’hypoellipticité
de P.

On suppose que (M;1,f) n’est pas vérifiée. Alors, on obtient en
remplagant (f,g) par (1,f). On définit A(y,,), vm(z) et N comme ’argument
précédant. On définit w(x) par

(9.10) @) =3 15N om(r) exp(ix2rtm + x3307m) ).

m=1

Alors, we L*(Q) et Pw=10 dans Q. On peut savoir que w¢ C*(Q) au
méme moyen de (9.7)-(9.9). Donc, (M;1,f) est nécessaire pour que P soit
hypoelliptique.
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