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Nous avons déja remarqué I’importance des théorémes d’existence®.
Dans notre présent mémoire nous appliquerons ces théorémes 4 I’étude
des points singuliers des équations différentielles linéaires.

Le chapitre I est censacré a I’étude des points singuliers réguliers.
Nous supposerons seulement que les coefficients soient développables
asymptotiquement et discuterens si les solutions sont développables
asymptotiquement en séries qui satisfont formellement aux équations
données. On en déduit immédiatement® que si les développements des
coefficients ont des rayons de convergence positifs les séries ~obtenues
formellement ont aussi des rayons de convergence positifs.

(1) Voir, par exemple, Sur les points singuliers des équations différentielles
linéaires, Jour. Fac. Sc. Hokkaido imp. Univ., 2 (1934).

(2) Ce mode de raisonnements a été utilisé dans mon livre, F@E, WS> HRRB
CHEmm).
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Le chapitre II est consacré a 1’étude des points singuliers irré-
guliers. Récemment M. TRIITZINSKI® a discuté la développabilité
asymptotique des solutions sans aucune restriction sur les racines de
’équation caractéristique. Il a introduit les notions Q curves, regions
R ete. trés importantes dans sa théorie. Mais dans notre théorie il
n’est pas nécessaire d’introduire ces notions. Il suffit de considérer
seulement les directions singuliéres.

CHAPITRE 1.
POINTS SINGULIERS REGULIERS

I. Rappel des théoremes fondamentaux.

1. Soit donné le systéme différentiel

(1) Zgj=j(t,yl,....,yn) G=1,2 ...., n),

ou t est une variable réelle. Quant aux variables %, ..., ¥, nous les
supposerons complexes pour fixer les idées®. Le systéme des nombres
(t, Y1, ... Yn) représente un point dans ’espace a 2r-+1 dimensions
R. Soit D un ensemble ouvert dans R. Nous supposons® que les
fonctions f; (¢, %1, ... s Yn) Soient continues dans D. Alors le systéme
(1) admet au moins une courbe intégrale passant par un point quelcon-
que donné dans D. '

Soit d’autre part S(¥1, ..., ¥,) une fonction de M. KAMKE, c’est-
a-dire une fonction jouissant des propriétés suivantes.

1° S, ... ¥s) est continue et non negative pour tout systéme
de n nombres finis W1, ... Yn) .

(1) TRJITZINSKI, Analytic Theory of linear differential equations, Acta Math.,
62 (1934).

(2) Mais les conclusions restent valables dans le cas ou elles sont réelles.

3) (o, ¥1%s +--- 5 Yn®) est dit point de discontinuité de premieére espéce de la
fonction f(t, ¥1s «+.-, ¥n) si les deux limites

Hm f(t, Y15 «v-> Yn) = t+0, ¥y1 =", «ccor Yn = Yn°)

Hm f(t, Y1s -« » Yn) E=t—=0, >y «cvcv, Yn = Yn’)
existe et sont finies et différentes. Les théorémes peuvent s’étendre au cas
ol les fonctions fj(t, 1, ...., ¥Yn) admettent des points de discontinuité de

premiére espére situés dans un nombre fini de d’hyperplans perpendiculaires
a P’axe de ¢t.
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2° S, ..., y) =0 entraine (1, ..., ) =0, ..., 0).

3° S cee, Yu)—>+ si |y ]+, oot Y| =+ oo
4° On a

DES@®, - ., ya®) < SDEU®D, ..., D ya(®)

pour tout systéme de fonctions (yi(t), ..., y.(t) admettant les
dérivées a droite et a gauche.

Par exemple, on peut prendre pour S(y, ..., ¥») les fonctions

max {|yil, ..o, (¥}, lnl+ oot |val, VIHFE+... [¥a)2.

Theoréme de comparaison. Soient y1 = y1(t), ..., Yp = Yn(t) une
solution de (1) continue dans Uintervalle to <t <to+ a, et x(t) une
fonction continue et admettant la dérivée & droite dans le méme in-
tervalle. Pour que l’on obtienne

(2) S@®, ..., yu0) < x(t)
dans cet intervalle, il suffit que I’on ait (2) pour t=1t et
(3) S, ), ..., fat, y)) < D} x(2)
pour
(4) | S, -env s ) = x(0).

Théoréme d’existence. Soit y () ume fonction continue dans

Uintervalle to <t <to+a. Supposons que le domaine D contienne les
points (¢, y) tels que

tﬁgt<t0+a’ S(yl) cess ey ?/n)_S_X(t)s
et que Uon ait (8) pour (4). Soit (to, ¥°) un jooint quelconque tel que
S(?A), oo;-, yg)éX(to)‘

Alors la solution de (1) telle que y;(te) = y® existe et satisfait a
Uinégalite (2) dans Uintervalle t, <.t < to+a.

Théoréme de comparaison. Soient y1 = y1(®), ..., Yn = Yn(t) une
solution de (1) continue dans Uintervalle? t,<t<to+a et x(t) une
Jonction continue et admettant la dérivee o droite dans le méme
intervalle. Pour que U'on ait (2) pour ty <t <to+a, il suffit que U'on

(1) ¢, peut etre — oo .
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ait (3) pour (4) et qu’il existe une suite de nombres decrozssants {75}
convergeant vers to et telle que U'on ait (2) pour t = ;.

Théoréme d’existence. Soient x(t) une fonction contmue dans
Uintervalle to <<t <to+a satisfaisant a (8) pour (4) et {r;} une suite
de nombres décroissants con'vergeant vers to. Stle domaine D contient
les points (t, y) tels que

b <t<tota, S, ....,yn)=2(),

il existe au moins une solution telle que l’on ait (2) pour t = r;. Cette
solution est continue dans Uintervalle to <t <to+a et satisfait d
I’inegalite (2).

Prenons pour x(t) une solution de 1’équation différentielle

(5) "g F(,Y).

On peut alors remplacer (3) par

(6) S(Ait,v)s -vs falt, ) <F(t, SUAC, 9, -, Fults W)).

Si F(t, Y) est continue dans un ensemble ouvert 4 et si, quel que
soit le point (v, ») dans 4, la solution de (5) satisfaisant & la condition
y(r) = n est unique, on peut remplacer (6) par

(1) S(AG, W), - St ) SF(2 SUAE W), oo falt, 1)),

2. On peut appliquer les théorémes précédents au probléme :
Chercher si la solution de (1) continue dans un intervalle I et satisfaisant
a une certaine condition (a) est unique. En effet, soit = o(t), ...
Yn = @) une solution répondant a la questlon ‘Posons

zl=y1—¢1(t): sy n—yn—‘/’n(t) .
On aura

(8)

ou
git, 21, oo Zn) =Fit, st p1, oo oy Zat@a)—Sit, P15 ooy Pa) .

A une solution de (1) satisfaisant a la condition («) correspond une
solution de (8) satisfaisant 4 une certaine condition (8) et réciproque-
ment. Il suffit donec de chercher si 1’équation (8) n’admet qu’une
solution continue dans I et satisfaisant & la condition (8). Pour affirmer
I’unicité de la solution il suffit de montrer que ’on peut faire corres-

dz,- —
dt

g,-(t,z;,....,z,.) (j=1)2’°°"1n)s
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pondre a un nombre positif quelconque e une fonction x(t) continue
dans I et telle que .

S, «cc., za@®)) S x() Z €

dans I pour toute solution de (8) satisfaisant a la condition (8).
Exemple. Considérons le sytéme d’équations différentielles linéaires

(9) -‘f;’—f=$l':a,-k(t)yk+b,-(t> G=1,2 .c.,m),
t h=1 .

ou a;x(t) , bi(t) sont des fonctions continues et satisfaisant aux inégalités
lajk(t)lgA, Ib,(t)lgBeN‘ (jo k=1, 2; ----sn)

dans l'intervalle — o <t <¢,. Cherchons si le systéme (9) admet
une solution telle que

(10) lyi(t) | < Ke™ = x(2) =12, ....,n)
dans — o <t <t . Posons

SWis ceeesyn) =max{lyl, coeo, [9nl}
At w) = Boalu+b0)  G=12 ....,m.

On aura
SAAG Y, ey falt, ) <nASW1, ...., Yn)+BeMt .
Il suffit done que l’on ait |
nAx(t) + Be™ < x'(t)
pour — oo <t <t,. Cette inégalité est équivalente é.
| (N—nd)K> B.
Si N>nA, cette inégalité est satisfaite par un nombre positif K

suffisamment grand. Montrons de plus que la solution est unique.
Plus précisément la solution de (9) telle que

y; = o(e™4?) (1=1,2,....,m)

pour ¢t — — o est unique. En effet, la différence de ces deux solutions
est la solution du systeme différentiel homogéne

dz; = iaik(t)zk (71=1,2,... -qn)
dt k1 7T ‘

satisfaisant aux conditions
z; = o(e™?) 7=12,....,n).
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On peut la comparer avec la solution de

' day
dt

Quelque petit que soit le nombre pos1t1f e, cette équation admet une
solution Y = »(¢) telle que

0<<x(t)<-e (—oo <t )
Jim x(t)e 4> 0,

=nAY.

par exemple, Y = ce Nous obtenons done

lzHl=x®) = (57=1,2,....,m)

quelque petit que soit le nombre positif ¢, ce qui exige z; =0
Jg=12,..., n).

3. Considérons maintenant les équations différentielles
(11) %’;=ﬁ(x,yl, cerw) (F=1,2,....,n)

ou la wvariable indépendante 2 est complexe. Soit I” une courbe
n’admettant qu’un nombre fini de points anguleux. Si le point de I"
est donné par x = x(¢) (to <t <to+a), la solution de (1) considérée
comme fonction de ¢ satisfait aux équations différentielles

(12) %l=x'(tlﬁ(x(t),yl,....,yn) (71=1,2,....,m)

et réciproquement. La variable ¢ étant reelle les théorémes exposés
au n° 1 s’appliquent aux équations (12).

Exemple. Considérons les équations différentielles linéaires

(13) Wi 3raa@mAb@  (G=1,2....,7)
dx k=1

ou aj(x), bi(x) sont des fonctions continues sur la courbe I": x=t+1is ()
(— o <t X 1o) et satisfaisant aux inégalités

laa(@) | <A,  |bx)|< Be .

Nous supposerons de plus que |s’(t) | < C. Sil’on prénd t pour variable
indépendante on aura
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dy; _ . ¢ .
= (L+is O)] 3 0 @+ bi@] (=12 ....,n

auxqgelles on peut appliquer les résultats du n°® précédent. Si

N> nAvV'1+C?, nons prenons un nombre positif K suffisamment grand
de maniére que

(N—nAV1+ CHK > BV1+C-.
Alors le systéme (13) admet une solution satisfaisant aux inégalités
lyfe) | < Ke™  (§=1,2,....,m)
sur I". La solution de (13) satisfaisant aux conditions
ye) = 0 @AV ITY  (F=1,2,....,n)

sur I” est unique.

- II. Développements asymptotiques.

4. Considérons les équations différentielles linéaires

(1) i _ S an(@) i+ as(x) (7=12,....,m)
dx k=1

o les coefficients a (x), a;(x) sont des fonctions continues sur la

courbe? [:
x=t+is(t) (—o0 <t<t, || XC)

et développables asymptotiquement comme il suit :

au@) ~Saper (5, k=1,2,....,m),
(2) e
\ a,-(ar:)~anv,,‘-”e’"“c i=12....,m).

Nous supposons ’existence d’un systéme de n séries

(3) Yyi~ 2 o e (i=12....,m.

r=0
qui satisfont formellement aux équations données (1). Nous allons
démontrer !existence et U'unicité de la solution de (1) développable
asymptotiquement en series (3).

(1) Nous ne considérerons que la courbe n’admettant qu'un nombre fini de points‘
anguleux. "
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Posons
N-1
(4) y,-=20a§"e”+z, (s1=12,....,n).
On aura
(5) dzj =2aj]¢(x)2k+bj(x) (j=1: 2o ....,n)
dx k=1
ou I’'on a les développements asymptotiques
(6) b,-(x)~:j3vby>em G=1,2....,m)

sur la courbe I". On peut donc trouver deux constantes A et By telles
que I’on ait

(7)  laale)| <A, |b@)|<Bye™ (k=12 ....,n)

sur I', A ne dépendant pas de N. Si N est trés grand de sorte que
N> nAv'1+Ck, on peut déterminer K de maniére que

(8) (N—nAV'1+CHK > ByvV'1+Co.

Les résutats du n° 3 s’appliquent. Donc le systéme (5) admet -une
solution et une seule telle que I'on ait

(9) 2(@) = o("AIFLY (=12, ....,n)
sur I', et cette solution satisfait aux inégalités

(10) 4@ | <Ke™  (j=1,2,....,m)
sur I". Nous la désignerons par

Z1=Y1,N®X), cocc, Zn=Yn n(x).

Posons
N-1
(11) ®;, N(X) =A§a§’)€”+%‘. ~() =12, ....,m).

Le systeme des 7= fonctions y; =gin(x) (7=1,2,..., n) est une
solution de (1) telle que 1’on ait

(12) . ¥i(®) =Afz‘:a;.r> & + O(e™?)
2

sur I'. Réciproquement a une telle solution correspond une solution
de (5) telle que z; = O(e™) sur I". On en conclut que le systéme (1)
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admet une solution et une seule telle que ’on ait (12) sur I'. 1l est
maintenant facile de voir que les fonections ¢j; ~(x) sont indépendantes
de N pourvu que N soit assez grand. En effet, si N’ > N, la solution
=1, @), ..., Yp = @n. (&) vérifie évidemment les relation (12).
Une telle solution étant unique, on a nécessairement

P NA®) = 1 N@), ey pn @) = pun@. C.Q.F.D.

Désignons ¢;, n(x) par @ix). On aura
) N-1 ’
(13) @i(x) = Zoa,(" e+ 0(e™®) G=12,....,m)
sur I’ quelque grand que soit ’entier positif N. La prOposition an-
noncée est donec démontrée.

5. Supposons maintenant que les fonctions a,k(x) , a;(x) soient
réguliéres dans le domaine®

19 o <argz<6, Re<i (~g-<e,<oz<—23~w)

et continues dans I’ensemble de fermeture D de D et que les développe-
ments asymptotiques soient valables dans ). Prenons un angle 6, entre

-;5 et 6;: % < 6y<6;. Soient z; le point de la demi-droite 0g;: arg x
= @; dont I’abscisse est f, et x2 le point de
la demi-droite 0 g2: arg x = 6, dont I’abscisse

est fp, (Fig. 1). Prenons sur la demi-droite "x'\

Z2¢2 un point quelconque «'/’. La demi-droite
partant du point x’’ et faisant ’angle 6, avec :' °
I'axe réel rencontre la demidroite x;¢: en |
un point z’. Prenons pour I" la ligne brisée

x22"’2’gy.  Si x = t+1s(t) représente le point -
de I, on aura |s/(f)| < C ou Fig. 1.

C =max {|tan 6|, |tan 6|, |tan 6]} .

Xy

3.

On peut done appliquer les résultats du n° précédent. Désignons par

Y = ¢1(x)7 cecey Yn = ¢n(x)

la solution de (1) développable asymptotiquemsnt en série (8) sur la
cedurbe I'. Cette solution est évidemment mdépendante de la position
de la droite z’z””. Posons

(1) Nous désignerons par Nz la partie réelle de = .
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(15) P,() = lﬁjay) € ;. () -
On aura
(16) |yin@) | < Ke™  (7=1,2,....,n)

sur I, le nombre K étant choisi'de maniére que ’on ait (8); A et By
sont des nombres tels que l'on ait (7) dans D. A, Bx et C étant

indépendants de la droite x2’2’/, on peut supposer le nombre K aussi

indépendant de la position de la droite x’z’’. On aura donc (16) dans
le domaine limité par la ligne brisée g2x’/x’g,. Cela prouve les rela-
tions (13) dans le domaine D. Par conséquent, les équations admettent
une solution et une seule développable asymptotiquement en seérie (3)
dans D.

Remarque 1. La démonstration s’applique sans aucune modifica-
tion essentielle au cas ou les coefficients de la solution formelle (3) sont
des polynomes de x.

Remarque 2. Les équations différentielles linéaires

s — S ap@pteax)  (G=1,2....,7)
dx k=1

peuvent se ramener au cas étudié par le changement de variables
'y,-=e"”zj (=52 ....,n).

Remarque 3. Soit f(x) une fonction réguliére dans le domaine D
défini par (14), développable asymptotiquement en série

S(x) ~ i are™”

r=0

et admettant la période 2#¢. La fonection f(log §) = F(¢) est uniforme
et bornée dans le voisinage de de l'origine. Elle est done réguliére a
I'origine et 'on a le développement

F¢) = g})ar? .
D’autre part on aura le développement asymptotique
F@ = 3 an"

a 'origine. On doit .done avoir e, = a,. Par suite

f@) = Sae=.

r=0
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Cela posé, supposons que les fonctions ajx(r) et aj(x) admettent la
période 27¢. La solution y; = @ij(x) développable asymptotiquement
en séries (3) admet aussi la période 27¢. En effet, y; = @i (®+2 1)
est une solution de (1) développable asymptotiquement en séries (3).
Une telle solution étant unique, on aura @i(x+27i) = @i(x). Par suite

P4() =§a§”e’” 7=12,....,m).
Si 'on prend & = e¢* pour variable indépendante, on retrouvera les
résutats classiques sur les points singuliers réguliers.
III. Intégration formelle.

6. Les équations linéaires

(1) a;

e kZ_IIa,-k(x)yk (7=1,2,....,m)

peuvent s’écrire

(2) Y _ awy,
dx
en empoyant les matrices |
) au(@) ap@) .... aw)
Y — ?{2 ’ A(x) — agl(m) a.z;(x) ceen az,,(x)
yn anl(x) a'-n2(x) e e aﬂnn(x) .

Faisons le changement de variables

(3) | Y = P(x)Z .
Soit
(4) 4Z _ Bz
dx

I’équation transformée de (2). On aura
(5) B(x) = P"(x){A(x)P(a:) —-—d—P(x)} .
dx

Supposons que A(x) et P(x) soient développables asymptotiquement en
séries de puissances entiéres de e*:
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(6) A@) ~ S A0e
(7) P(x) ~ 5;; PMe=

et que le déterminant | P© | soit différent de 0. Nous allons résoudre
formellement le probléme : déterminer P(x) de maniére que B(x) prenne
la forme la plus simple. B(x) est nécessairement développable asymp-
totiquement en série de puissances de e*:

(8) B(x) ~ % B®er=

Prenons d’abord pour P une matrice formée des éléments constants.
On aura alors

P1A®P = B"

On peut déterminer P de maniére que B© soit de la forme canonique.
Nous supposons donc dés le début que A® soit de la forme canonique.
Alors il est naturel de prendre P® = FE,, E, désignant la matrice
unité de dimensions n. En comparant les coefficients de e¢™ dans les
deux membres de (5), nous obtenons

(9) B = AOPW_pn AO_yp g,

les termes non écrits ne dépendant que de A®, ...., A¢-p, poO
Pr=D  AO ayant la forme canonique, elle s’écrit

HW’ 0 .... 0 | (z,- 0 .... 0 0)
‘0 AO ... 0 1 4 .... 00
AO = 2 ou A=10 1 .... 0 0
............... 7
o
\ 00 4% ) \0 0 1 4/
(m+....40, =n). . on

Ecrivons la matrice A(x) sous la forme

( Ax) Ax) ... A(® (qll(x) (%) ... G, (X))
11 12 1m Ik gk Jk

| Al) Ax) ... A(x) an(x) az(r) ... awm, (x)
A(x) — 21 22 2 gk Jk Ik

m ou A(x)=
ik

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

\A@ A@) ... A) @ 1(2) G o) < - o G, (@)
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._é(x) , g;,c,-w(x) sont développables asymptotipuement en séries de puis-
J J .
sances de €”:

A@) ~ 2 AVe™

2

r=0 jk
.auv(x) 2 a(?‘) era:
gk r=1 jk

Nous empoierons les notations analogues pour les matrices P(x) et B(x).
La relation (9) est équivalente aux m?2 relations

AO pe PmA(O)_,,-p(r) = B®™ 4. 7,2, ccc.,m.

J gk gk gk ak

Posons pour simplifier I’écriture

P(r) —_ P . p("‘) —_ p‘uv .

Ir

On aura
AOP—_PAO® —9P = (Aj—i—1r)P
—-512 _513 co e ﬁﬁl.nk 0
+ 511—522 512'—523 e oo .Z;l.nk-l_z—)&'nk . 51. ny

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

pnj—l.l—pnj.2 .’pnj—-l,z pnj.3 ce e pnj-l. "k*l—p"’j'”k pnj-l. ny

Si donc A;—Ax =F=7r, on peut déterminer 7,, de maniére que les éléments
de la matrices A“”P——PA‘O’——'rP prennent des valeurs quelconques

données 4 I’avance. Nous pouvons donc réduire B(’) a la matrice nulle.

Si 4i— 2 = r, on peut déterminer p,, de manlere que les éléments de
la matrice A("’P PA“”—rP sauf ceux de la derniére colonne prennent

de telles valeurs que l’on veut. Nous déterminons donc p,.., de maniére
que les éléments de B soient nuls sauf ceux de la derniére colonne.

k
Alors le développemegnt de la matrice B(x) ne contient qu’un nombre
fini de termes. Nous pouvons donc poser

B(x) = S BMe™ .

Nous dirons que B(x) est de la forme canonique.

7. Si B(x) est de la forme canonique, les n variables 2z, se par-
tagent en plusieurs groupes, et les variables appartenant & un méme
groupe satisfont aux équations de la forme suivante.
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— = A2
dx '
_4£j_ = zj_l-l-zlz]‘ (j == 2, cs o0y N])
dx
dz; _ b1V 220" 2an + A22; (J = N1+1)
dx
\ )
sz’ = bje*r %2 + 251 + Agz; (G=Ni+2, ...., Np)
k-1
ccliz-: = Elb_,-,.e“k"‘r)‘”zN,.+dkz,- (j = Nk-1+1)
dz; %l o -a)s ' .
— = z_;lbjre k™ 2 Ne + %51+ A %5 (7 = Np1+2, ...., Np)
=

dx

les différences Az — 41, As—4z2, ..., Ak—Ax—1 sont des entiers non négatifs,
2; , bir des constantes. On peut intégrer ce systéme par quadratures,
et I'on voit sans peine que

2z = e*a”{C,-+ Ci-1Pia(xy+ ... .+ Cle.j—l(x)}
(.7= Ns-1+1s ceeny Ns)

P;,.(x) étant un polynome de degré au plus égal & », Ci, ..., C; des
constantes arbitraires. En faisant le changement de variables Y =
P(x)Z, on trouve n solutions formelles de 1’équation (2).

IV. Réduction analytique a la forme canonique.

8. Nous avons démontré ’existence d’une matrice

(1) P(x) ~ i‘o PO gra
qui transforme formellement la matrice donnée
(2) Ax) ~ 2; AW g

a la matrice de forme canonique

(3) B(x) = SXBMe™.

r

La transformation est donnée par la formule
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P-l(x)A(x)P(x)—P-l(x)iI;% — B()
qui peut s’écrire

(4) ‘”;% = A(x)P(x)—P(z)B() .

Cette équation peut étre considérée comme un systéme de %2 équations
différentielles linéaires relatives aux éléments de la matrice P(z). Cette
équation admet une solution formelle (1). On peut donec appliquer les
résultats de la section II. Par suite, si le développement asymptotique
(2) est valable sur la courbe I" donnée par I’équation

z=1t+is() (—o tZh, [§O)]<0)

U’'équation (4) admet une solution développable asymptotiquement en
série () sur la courbe I Si A(x) est réguliére dans le domaine D :

O <argx <6;, Rx<tb (—;L<91<92<'g—7">

et continue dans D et si le développement asymptotique (2) est valable
dans D, le développement asymptotique (1) d’une solution de (4) est
aussi valable dans D .

Puisque 1’équation transformée
VA
5 —~ = B(x)Z
(5) l (%)

s’intégre par quadratures, on trouve = solutions indépendantes de
I’équation donnée

(6) 9Y _ A@)Y

et les développements asymptotiques de ces solutions sont valables dans
le domaine ou le développement asymptotique (2) I'est.
CHAPITRE 1I.
POINTS SINGULIERS IRREGULIERS
I. Théoréemes fondamentaux et leurs applications.
9. Considérons les équations différentielles

(1) %yti=ﬁ(t,yl,:...,y,.) G=1,2, ....,n)
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ou ¢ est une variable réelle. Quant aux variables %, ..., ¥, nous les
supposons complexes™”. Nous avons le théoréme d’existence suivant®.

Soient i), Fi(t) (=1, 2, ..., n) des fonctions continues et
positives dans Uintervalle a <t<b et t1, ..., t, des nmombres dans
Vintervalle a < t<b. fi(t, 1, ..., Yn) sont des fonctions continues®
dans '

a<t<b, [ il < xi(9) G=12 ....,m)

et satisfaisant aux inegalites
1t vty oo W) [ SF5(0) (G=1,2,....,m).

Soient 42, ..., ¥ n nombres tels que
| 1RI<xlt) G=12 ....,m). '

Supposons enfin que ’on ait

(2)

S:_Fj(t)dt‘ﬂé_sgn E—t){x—xit)} G=1,2....,n)

dans U'intervalle a << t<b. Alors les equations (1) admettent au Mmoins
une solution telle l’on ait

Yit) =435 (G=12,....,n)
et
CwOISw® (=12 ...,
pour a <_t<b. KEt cette solution satisfait aux inegalites
lyi® =y S 1 %A —xE)|  G=1,2, ....,n).

Si les fonctions X;(2) sont absolument continues, il suffit pour obtenir
(2) que I'on ait

Fj(t) < sgn (t—t;)x;5(2) 1=1,2,....,n)

presque partout.

(1) Voir la note (2) au bas de la page 124.

(2) Voir Hukuhara, loc. cit. .

(3) Voir la note (3) au bas de la page 124. On peut faire des hypothéses moins
restrictives, mains nous n’insistons pas ici sur ce point.
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10. Appliquons le théoréme aux équations différentielles linéaires

(3) %?;i =t {3 an@ MOy + b)) MO (G=1,2, ..., m);

ai(t), bi(t) et M;(t) sont des fonctions continues dans 1’1ntervalle
to <t <+ oo et satisfaisant aux inégalités

lax®t) | < A, [bi(t) | < Bt~
GLt<+oo, j,6=1,2,....,m),
(M) <~y G<t<+ oo, j=1,2 ....,7)
MH<—r G=t<<+ oo, j=n+1,....,2")
M) =0 bo<t<t, j=n'+1, ....,n")
(M) =0 G=t<+ e, j=n"+1,....,7),

(4) .4

ou y est une constante positive. Cherchons si le systéme (8) admet
une solution telle que

|y 1 < Kt~Ne M = x(t) G=12 ....,n).
Pour qu’il existe une telle solution, il suffit que l'on ait
(5) NK>nAK+B, @t%—N)K>nAK+B.
On peut donnervd '
vith) (G =12, , n)
yi(t) (F=n"+1, ....,0")

des valeurs quelconques qui ne surpassent pas en modules les nombres
correspondants x;(t;).

Nous dirons qu’une telle solution est unique. En effet, la différence
de ces deux solutions est une solution des équations

(6) ‘f;’ =t 3 aueMO M 0% (G=1,2 ..., m)

telle que
2i= 0t NeM®) (t—+ o, 7=1,2,....,mn),
Gt =0 G=1,2 ....,7),
z;(t) =0 G=n"+1, ....,7n").



140 M. Hukuhara

Nous démontrerons la proposition plus générale :

Les équations (6) n’admettent qu’une solution telle que
?

2i(t) = 0 G=12,....,7),
(7) zi(t) =0 G=n"+1, ....,7"),
z;(t) = ot "¢ M) (F=n'"+1, ....,m).

Soit 72 un nombre quelconque plus grand que # . Prenons une
solution telle que 1’on ait (7):

2 = 11’.1(t) )y seeey Ry = ’\P‘n(t)
et posons |
K= max {[w@raomo|, . [yu@yraemo|].
t <t<t, |

‘On aura alors

9% | < pARE A MO (<t t,i=1,2, ....,m),
sgn (t'-"rj) C;it A e—Mj(t) 2 nAt —'nA-le—Mj(t)

| G<t<t,7=1,2,....,m)
ou I'on a posé ‘
=1 =12, ....,7n),
=1 (G=7n"+1, ....,1n"),
i =1t G=n"+1, ....,n).
On aura donc
[ i@ —i(@) | S XE—%(r) G=t<t,5j=12,....,n)
en posant
X; () = Kt~n4e~M;® G=1,2,....,n).
Si |
i@ | <X(x) (G =1,2,....,n)
on aura ‘
[ | <x%:0@) . BW=t=<t,5=12,....,n),
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ce qui est contraire a la définition de la constante K. On aura done

m:éx {‘I’.i(tz) tpaeMi®} = K .

Cela exige que K — 0 avec % . Puisque

4@ | S Kt 4eM® (<t <t:, §=1,2, ...., 1)
la solution doit étre identiquement nulle.

11. Considérons maintenant les équations différentielles linéaires

(8) W5 —ays+ e (Boamt b)) G=1,2....,m)

2i(x), anx(x) et b{x) sont des fonctions continues sur une courbe I’:
=2t (=t + o, |[2@E]=1)
et telles due
(9) lag@) | <A, |bE)|<B|e|™N.

Quant a la courbe I’ nous supposons qu’il existe deux constantes L,
et L, telles que

Liz|<t<ILle] (=<t<+ ).
Posons
10)  (ax)de = 4i(@), RAE@®) =M@ (G=1,2 ....,n)
les intégrales étant prises le long de la courbe /. Si I’on pose
11) yi= etz  (G=1,2,....,1)

et sil’on prend ¢ pour variable indépendante, les équations transformées
prennent la forme

9% — 1D 0O+ B} e MO (G=1,2, ..., m)
dt k=1 '

et 'on a '
lajk(t)lgAlﬂ (j’k=1,2:-°°':n),

18| < BLY*'tY  (1=1,2,....,n)
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pour fo <t< +oco. Supposons vérifites les inégalités (4). On peut
alors appliquer les résultats du n° précédent. On obtient ainsi la
proposition suivante.

Supposons que
N> nAL;, (vto—N) <nALs:.

Soient 2(7=1,2, ..., n'’) des nombres donnés. Alors les équations
(8) admettent une solution et une seule telle que

ya(xo)-"-'yg (j=1)2’°"°9n')’
yi(r) = 5 GG=n+1,....,70"),
yi(@) = ol@"4Lz) (t— 4o, j=n"+1....,n),

ot xo et x1 sont les points de I' correspondant aux valeurs t, et -t1 du
paramétre t. Cette solution satisfait aux inegalites

@ <KlzlY  G=12 ...,
st K est un nombre tel que 'on ait
(N—nAL:) LYK > BL{*?,
(vto—N—nAL))LYK > BL)*!,
| < Klao|™¥ G=12, ....,n),
R < K|z |V G=nr+1, ....,7").

12. Nous allons maintenant établir un théoréme d’existence tréé
utile pour la suite. Soient D un domaine limité par une courbe fermée
I' et £, & des points donnés sur I’. Supposons qu’un point mobile x

plact en & décrive la courbe I' dans le sens positif. L’arc parcouru
par 2 pour allerde ¢ a E’ sera désigné par § 3 E’ L’arc complémentaire
de ¢ E' sera désigné par TE de sorte que § Te +£—"E I'. Nous désignons

par t I'are la longueur de ’arc xox de la courbe I', 2o étant un point
déterminé sur I'. Alors le théoréme que nous allons établir s’énonce
comme il suit®,

Sotent z;, &(7=1,2, ..., n) des points donnés sur I", Xx;(x) des
fonctions réguliéres dans le domaine D et continues et me s’ annulant

(1) La variable indépendante est supposée complexe.
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pas dans ’ensemble de fermeture D. Soient fi(x, y1, ..., Yn) (1 =1,
2,...., n) des fonctions regulieres dans l’ensemble 4 des points
(@, Y15 -« Yn) tels que

xeD, lyll glxl(x)l 3 sees y Iyul §_|X,,(x)l,
continues dans I’ensemble de Jermeture 4 et telles que

d

dt [ xi@) | > i@, 1y «oee s yn)| sur ;j?j

(12)
L 1%@) > 1@, s een s )| sur &2y

G=12,....,n).

Sotent enfin ¥}, ..., ¥ des nombres tels que

(13) IS In@)] (G=1,2,....,7).
Alors les equations differentielles
14) %=f,-(x,yl,....,yn) G=1,2 ....,1)

admettent au moins une solution réguliére dans D, continue dans D
et telle que U'on ait

yj(xj) =y.(1! (j= 1’ 21 '--'.! n)
et .
|y (@) | < | x5(2) | G=12....,m)
dans D. St
g | << xi(e) | G=1,2,....,n)

on a mecessairement

[y () | < x5() | G=12,....,m)
dans D.

Considérons un espace R formé des systémes de n fonctions régu-
liéeres dans D et continues dans D. Nous définirons la distance || y—z ||
entre deux points ¥y = (%), ..., ¥.@)) et 2= (@), ..., 2.(x)) de R
par

ly—zI|l = r;lgf) U@ —z@) |, ..., [pa@—2@) | } -

R est évidlemment un espace de M. BANACH. Soit E I’ensemble des
points (11(@), ..., y.(x)) de R tels que
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ln@) [ S 1xa@) |, -...p ya@ | [ Xalx) |

dans D. E est un ensemble ferm?2 et convexe. Considérons la trans-
formation 7 définie dans E':

15) Y@ =+ [ Sl v, ooeesmddes (G=1,2, ..., 7).

Les fonctions transformées Y;(x) sont réguliéres dans D et continues
dans D. Le systéme de ces fonctions est donec un point de R. La
transformation 7T est évidemment continue dans E. De plus I'image
de E par T est compacte. Cela résulte de ce fait que les forctions
transformées sont également continues et uniformément bornées dans
leur ensemble. Nous pouvons donc appliquer le théoréme M. SCHAUDER®Y
si 'on a
(16) 1Y) [ ZIx@)| (=12, ....,mn)

dans D. Des relations (12), (15) on déduit

| Yi@)—45] < | %5(®) | — | Xi(s) |

sur I". On obtient done (16) sur I, en tenant compte de (13). Puisque
les fonctions X;(z) ne s’annulent pas dans D, les modules | Yi(x)/x:(x) |
atteignent leurs maxima sur I". On obtient donc (16) dans D.

13. Considérons les équations traitées au n°® 11. Nous supposerons
ici que les fonctions 2;(x), a(x) et bj(x) soient régulieres dans un
domaine D limité par une courbe fermée I" et continues dans 1’ensemble
de fermeture D. Nous supposons de plus les inégalités (9) vérifiées
dans D. Définissons les fonctions A;j(x), M;(¢t) par (10), ¢ désignant

comme au n° précédent la longueur de 'arc xx de la courbe® I' et
faisons le changement de variables (11). On aura

17) % = x_l{:z'lajk(x)e‘\k(”)Zk +b(x) } e~ 44

3)

G=12,....,n).

) r
X

Soient =, z®, 2@, @ quatre points donnés sur la -

courbe I’ et tels que .
x&

N ox
d| x| =L sur x®x® _
dt Fig. 3.

(1) Schauder, Der Fixpunktsatz in Funktionalrdumen, Studia Math., 2 (1936).

(2) La fonction x = a(t) qui définit la courbe I' est supposéde continue dans
— o0 < t < + o de sorte qu’elle admet une période égale a la longueur de la
courbe TI'.
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dilxl < —L sur z2®z®
;=

L étant un nombre positif (Fig. 8). Quant aux fonctions M;(t) nous
faisons les hypothéses suivantes.

P
M) < —y sur x®z®

— l G=1,2,....,7n)
M;(@t) = sur x®g® J
N
M;t) < —v sur zWz® )
N ‘.
M) =0 sur z®gz® § G=r+1....,7n") -
—~~
M@ <LO0 sur 2® 20 |
A~
M) =0 sur zWg® )
' —_
Mi@t) < —v sur z®@g® G=n"+1, ...., 0"
A~~~
Mj;(t) = v sur z®2® |
~~
M;t)= 0 sur gWg® \

~~~ (j=n”’+1,....,’n),
M@H< 0 sur 2050 J

7 désignant toujours un nombre positif déterminé. Définissons les
points xz;, &(5=1, 2, ..., n) par les formules

x,-=w(”, E,-=x(3) (j=1,2,....,n’),

x; = x® , & = x®@ G=nr+1, ....,0"),
x; = 2@, E;=x® G=n"+1, ....,9%"),
x; = x®, & = o (F=n"+1, ....,n).

En remarquant que

d . ) . N
—lel—N‘lg—&t—IxI‘Ng~Nlel'“‘1 - sur xWax®

Nl I_N_IZ-(%IOCFN_Z_NL | & |-N-1 sur x®gz®

on vérifie sans peine que
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%Ix,-(x)nglxl'N“e‘Mj“’ min (NL, v |2] —N) sur z,¢,

—L %) | Z K|2|"V1e¥® min (NL, v|z| =N} sur &a
(j=1’ 2: ~~'°:n)’
en posant
X;(x) = Kx~Ne 4@ 7=12, ....,n).
D’autre part les modules des seconds membres de (17) ne surpassent
pas
(nAK+ B) |x ™ N-1¢-4;®@| G=1,2,....,m)

pour
l2i ] < | xi () | G=1,2 ....,m).

Par suite on peut appliquer le théoréme du n° précédent si 'on a’
(18) Kmin { NL,yR—N)} >nAK+B,

R désignant la distance entre 0 et D. Done, il existe au moins une
solution de (8) telle que

(19) yj(xj) = 1/2 (j= 1’ 29 ceey n)
et
ly@ | <K|z|™ (3=1,2,....,n; zeD).

Prenons une solution de (8) satis;fsisant aux conditions (19), et
posons

K= max{|sn@||zIV, ..., |||V} .

Si ’on avait (18) et

[95] << K|a;|™¥ UGg=12,....,n),
on aurait
lyie) | < K|a|™N

contrairement a la définition de K. On aura donc

K<max {4, ..., |sha],

z }
min { NL,YR— N} —nAl"
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St
$i=0, ...., =0, B=0

K devient nul, d’ou il résulte 'unicité de la solution de (8) satisfaisant
aux conditions (19).

II. Développements asymptotiques.

14. Considérons les équations différentielles linéaires

(1) dxj = Ai(x)y; +90"1{§3 @ (X)Yr + a,-(x)} G=1,2, ....,7n);
k=1
2i(x) sont des polynomes®

]
Z.?(x) = 2 af')r) ™" ’

r=0

a;(x) , aj(x) des fonctions continues sur une courbe I':
z=20), Gt<+o,|d®|=1, Lilz|<t<Lxl)
et développables asymptotiquement comme il suit

(2) anl@) ~ SaPe,  an) ~ e,
Supposons ’existence de 7 séries qui satisfont formellement aux équa-
tions (1) :

(3) y,-~_2°a(§’x" G=1,2,....,7m).
Posons
m=max(m1, e ’mn}
N+m
(4) %’=20a‘§’x"’+zj G=1,2, .....m).

Les équatidns en z; prennent la forme

(5) B = ieptet {Saa@n th@] =12 .....m)

ou bi{x) sont des fonctions continues sur I" et développables asymptoti-
quement comme il suit:

(6) bj(x),~i}rb(;)x—r G=1,2, ....,n).

(1) Si 2i(x) =0, nous posons m;j= —1, sinon nous supposons ).f,}” *0.
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On aura sur la courbe I” |
(7) Jeax@|=A, |b@)|<Bylz|™ (G, k=1,2,....,7).
Supposons que 'on ait
MH<—y G=12 ....,0),
M) =0 G=nw'+1, ...., n)

pour t, <t < + o en posant
(8) 4i@) = [4@ds, Rafe®) =M@ (G=1,2,....,m).

On peut appliquer les résultats du n°® 11 aux équations (5) si
(9) N>nAL:, vt—N2>nAL;.

Par suite on obtient la proposition suivante.

Soient 2} 4(5 =1, 2, ..., n') des nombres donnés. Les équations
(5) admettent une solution et une seule telle que

[ 2i{®o) =2}, ~ @=xzt), =1,2,...., 7))
(10) | 2;(x) = o(x~"4%) (sur I',j=n'+1, ....,n)
et cette solution satisfait aux inégalités
[zi| < K|x|™N G=1,2,....,n),

ot K est un nombre tel que l'on ait

(N—nAL3) LY K > By LY*?

(Yto— N—nAL)LY K > BnyL{*!

|12, v| S Ko™ G=12....,).

»Disignons cette solution par ' |
21=Y1,.N%) s «eee, Zn = Yrn, N(X)

et posons

N+m

@i n(®) =33 aPe "+ n@) (G=1,2 ....,n).

Soient %3(j =1, 2, ..., n’) des nombres ‘donnés et définissons les
nombres zJ, » par :
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N+m
(11) W= dPx+22y (G=12,....,7).

r=0

Nous obtenons ainsi une solution de (1) telle que

{y,-(xo)=y2- G=12 ....,7n)
(12) .

N-1
yi(x) = 20 P r+0@ YY) (=12, ....,m).

Inversement a une solution de (1) satisfaisant a4 ces conditions corres-
pondra une solution de (5) telle que 'on ait (10). Cette solution étant
unique, la solution de (1) correspondante l’est aussi. On en conclut
aisément que les fonctions @;, v(x) sont indépendantes de N. En effet,
soit N’ un-entier plus grand que N. Puisque 'on a (9), les équations
en z; que 'on obtient en posant

N’ +m

Y;i = Z:) aPr"+2; G=12,....,n)

=

admettent une solution telle que 'on ait

2i(wo) = 23, nv 7=12 ....,7n)
2i{x) = o(@ "4%™)  (sur L,j=n'+1, ...., n)

les nombres 29 5, étant définis par les relations analogues & (11). C’est
la solution

4= g MO)—3] aP2T =Y nld) (=12 e, M)
Cette solution sera déterminée d’une maniére unique par les conditions®
2@) =i nlm)  @m=wty, 5=1,2, .....7), |
zi(x) = o(x~"4L:) (sur L, j=n'+1, ceens n),

t; étant un nombre quelconque tel que yt;—N’>nALs. On peut alors
appliquer les résultats du n°® 11 et on trouve

G @) = 0@ )  (G=1,2 .n0.,m).

Nous arrivons donc a la conclusion suivante. _
Les equations (1) admettent une solution et une seule telle que
Uon ait
yilwo) =93 (=12, ....,7n)

(1) On doit remarquer que les conditions (9) dépendent de N mais non de Bn.
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et les developpements asymptotiques (3) sur I, y;° etant des nombres
donnes arbitrairement.

15. Supposons les fonctions a;x(x), a;(x) réguliéres dans le domaine 4
6, <argx <6,

et continues dans 1’ensemble de fermeture g et les développements
aspmptotiques valables dans 4. Désignons par 0g;, 0g: les demi-droites
faisant les angles 6; et 6: avec 1’axe réel (Fig. 4).
Soient z® 2, 2@ 2® deux droites faisant un angle
6, avec l'axe réel. Prenons pour I la courbe
fermée formée des segments ¥ 2@, x@ @), 2 g,
W x® et désignons par D le domaine limité par
I Nous voulons appliquer les résultats du n°
13 au domaine D. .

. Définissons A;(x), M;(t) par (8), t désignant
Fig. 4. cette fois le paramétre du point de la courbe
fermée I'. Nous supposons que

6 < 6: < 6, 90——01<%.

On aura alors

dlzl _ 4 sur x@g® ,
dt

,d(lifl = cos (60— 6,) sur x@x®

diz] _ _4 sur x®x® ,
dt

dli‘:l < —cos(6y—6;) sur TP Z®

Calculons Mj(t). Posons pour cela

AD = piei, x=|x|le®.
Puisque
d . d d
Mit) = R Mi0), - 4i@) = a,-(x)ﬁ,
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on aura

M) = p;|x|™i cos (m;j+1)01+w;)+.... sur x®x® |

Mj(t) = pj|x|™ cos (m;0+G+w;)+.... sur x¥Wx® |
M) = —p;|x|™ cos (m;+1)G+w;)+.... sur x®z@,
M) = —p;| @ |™icos (m;8+6o+aw;)+.... sur zWz®,

les termes non écrits étant de degrés moindres que m;. Nous dirons
direction singliére (relative a 0) la direction pour laquelle I’'un an moins
des cos ((m;+1) 8+ w;) s’annule®,

Considérons d’abord le cas ou D ne contient pas de direction
singuliére. Alors les indices j se partagent en deux groupes. L’un
d’eux contient les indices 5 tels que

cos ((m;+1)6+w;) <O pour 6, <0< 6 |
et 'autre les indices j tels que
| cos ((m;j+1)0+w;) >0 pour 6, <60<6;

ou
2,(00) =0.

Désignions par 1, 2, ... , n’ les indices du premier groupe. Nous prenons
6o de maniére que le domaine 6; < arg x < 6, ne contient pas d’aucune
direction singuliére. On peut alors trouver un nombre positif v tel
que l'on ait :

IM@)| =y sur I

si |2®| est suffisamment grand et si le polynome correspondant 2%;(x)
n’est pas identiquement nul. Les fonctions a;(x), bix) satisfont dans
4 aux inégalités

lap@) | < A, |bi@|<Bnlzl™ (@G, k=12, ....,7).
Nous pouvons appliquer ici les résultats du n® 13 en posant
n=n"=n", L=cos(@—6), R=|z?|, Byn=B5B,
x; =W, & =2x® G=1,2,....,7n'),

x; = x®, & = g® G=n+1,....,m).

1) Ici nous ne considérons que les indices pour lesquels 2i{x) £ 0.
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Par suite, st -
min {NL, yR— N} > nA
les équations (b) ‘admettevnt une solution et une seule telle que
La)=2 (=12 ....,7) |
lz42) | < K|zl (G =1,2,....,n;zeD),

ou K est un nombre tel que

Kmin {NL, yR— N} <nAK+By,

Kgmax{lz?x{"l, ..... ,]z?,x,’:’l}.

Posons
0

28=0 =n'+1, ...., n)

et supposons que le segment W 2@ soit fixe et que le segment @ z®
s’écarte a I'inifini. Le nombre K peut étre supposé indépendant de la

position du segment @ 2®. Nous pouvons ainsi obtenir une suite de
solutions de (b):

21= 1, k(@) «eue, Zn= Tp, (@) ’(k=1,2,....)
telles que I'on ait, quelque grand que soit | 2® |, les inégalités

| i@ | S Kje|™, ..., | @@ < Kl2|™N

dans D a partir d’un certain rang. Nous pouvons supposer que cette
suite converge vers une solution

2=, X)) eeer, Zn =, N2 .
La solution ainsi ‘obtemie satifait aux conditions
2i(xW) = 23 G=12,....,7),
ly@) | < Klz|™™ (=12, ....,n)

dans le domaine limité par g¢,2Px®g,. Cette solution est unique car
elle est la solution satisfaisant aux mémes conditions sur la demi-droite
xMg.. Si done on pose ‘

N+m
pi(x) = ga‘}’x"hh-. ~N(Z) G=1,2,....,n)

on obtient la solution de (1) développable asymptotiquement en séries
(3) sur la demi-droite x g, (Voir n°® 14). En somme, si
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y1=¢1(x)’ cecey 'yn=¢'n(x)

est une solution de (1) dévéloppable asymptotiquement en séries (3)
sur la demi-droite 0g-, on a

N-1
Pi®) = 2 aP27+0@ )  (G=12 ....,7)

dans le domaine 4. On en conclut que les equations (1) admettent une
solution et une seule développable asymptotiquement en series (3) dans
4 et telle que

yi(x®) = o} G=12 ....,7n)

Y} étant des mombres donnés arbitrairement.

16. Considérons maintenant le cas ol 4 contient une seule direc-
tion singuliére &®:

6= »<6<6.
Remarquons d’abord que si 6; et 6, sont assez voisins de @ on a
cos (m;0+ 6o+ w;) =0 6,566, 5=1,2,....,1n)
oul,2, ..., n sont les indices tels que A;(x)==0. Si
cos ((m+ D)@ +w;) 4 0
il suffit de prendre 6; et 6, de maniére que

cos ((m;+1)0+w) =0 (H<0<6).

Si
cos ((m;j+1)o+w) =0
on aura |
cos (m;0+6+w) =0  (§<0<0)

ou |

7 1 _ = _ . 1= = _ T

0=o——(0—a), 0=ot+t—(@—0), o=o+ .

m; m; : m;+1

I1 suffit de prendre 6, entre @ et @ et 6, éntre d et ®. On voit alors
immédiatement que

(1) On peut traiter de la méme maniére le cas o 6, < 0, < B = 0, .
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sgn cos (m;0+ 6o+ w;) = sgn cos ((m;+1)6:+ w;)
GL6L£6:,7=1,2,....,n).
On aura done, en désignant par  un nombre positif assez petit,

M(t) sgn cos ((m;+1)0+w) =« (sur 2@2®, 7=1,2,...., n)
— Mj(t) sgn cos ((Mm;+ 1)+ wj) =« (sur W@ | 5=1,2,....,n)

pourvu que | x| soit assez grand. Sur les segments x®x® et x®x¥
| Mj(t) | reste plus grand que v si elle ne s’annule pas identiquement.
Les indices ; se partagent en quatre groupes suivant les signes de
M(t) sur les segments x®a®, x@g®, x® @ et oW :

Q2 ....,n), @+1, ....,2"), @"+1,....,n"),
®»"+1, ....,n)
de sorte que®

Mi) < —y sur 2Px®2®
- (j=1’2, ---.,n’)
J

Mit) = v sur ¢®z®@g®

M@t < —v sur aWg® )

Mi#) =0 sur 2®2® G=n'+1,....,7n")
M) <0 sur 7®z@zd |

M) =0 sur zDx® w |

MO S—y sw T | Gmnrtl, .., wm)
M=y  sur a®z@z® |

M) =0 sur W@ g®

> — ! .
M) =0 sur W} G=n"+1, ...., 7).

Appliquons les résultats du n° 13 en posant
L=COS(00"‘01), R = lx‘”l, BN=B,
zi=a®, &=2® (j=1,2 ....,7),

x; =a®, & =z® G=n+1, ....,7"),

(1) Le dernier contient en particulier les indices j tels que J)j(x) =0 . Par suite
n/// s n. :
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2 =x®, &=2®  (G=n"+1,....,0"),
2, =2x®, & =qgW G=n"+1, ....,n).
Nous obtenons alors la propositions suivante.
St
min {NL, yR—N} > nA
les equations (5) admettent une solution et une seule telle que
zi{(x;) = 25 71=1,2,....,mn)

2z} étant des mombres donnés a ’avance, et cette solution satisfait aux
inegalités

i) | < K|x|™N 7=1,2,....,n; xeD)
ou K est un nombre tel que

Kmin {NL, yR—N } =nAK+Bx

K > max {Iz‘l’xf’l, ceee, | B2l }

Si 2§j=0(5=n"+1,..., n), le nombre K peut étre supposé
indépendant de la position du segment & . On peut donc raisonner
comme au n° précédent.

Les équations (1) admettent une solution et une seule developpable
asymptotiquement en seéries (38) dans J et telle que
YEO) =1 =12 ....,m),

Y3 etant des nombres donnes arbitrairement.

17. Complements. Placons-nous d’abord dans les hypothéses du
n° 15. Soit C une courbe située dans 7 et s’étendant a ’infini (Fig. 5).
St une solution de (1) est développable asymptotiquement en séries (3)
sur C, les developpements asymptotiques sont
valables dans 4. En effet, soit

?/1 ¢1(x) 9 ® e e ey y'n = ¢'n(x)
cette solution et posons
’ N+m
pi(x)— Z‘ aP ™" = Yy, n(x)

G=1,2,....,m). ' Fig. 5.
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Les fonctions +; n(x) sont réguliéres dans 4 et continues dans 4J.
Prenons sur 0g: un point fixe x, et sur C un point quelconque &;.
Considérons le domaine D, limité par quatre droites 091, 0&1, xoéo, %161,
les deux derniéres faisant 1’angle 6, avec 1’axe réel. Les équations
(5) admettent une solution et une seule (pourvu que || soit assez
grand) telle que .

2{(20) = i, n(%0) (71=1,2,....,n)

2i(§1) = s, n(§1) G=n"+1, ....,n)
et cette solution satisfait aux inégalités

|zix) | K |x|™N G=12,....,mn)
dans D,. C’est la solution

21=VY1,N®X), ceeey Zn = Yn, n).

Puisque
i, ME) [ S K&I™Y (G=n'+1,....,m),

le nombre K peut étre pris indépendamment de £,. On aura donc

[y n@) [ < K|2|™ (G=1,2,....,m)

sur #ogi. On en conclut que les développements asymptotiques (3)
sont valables sur 0g; et par suite dans 7. '

Supposons ensuite que J ne contient qu’une direction singuliére
(relative 2 0) @®. Si le nombre positif e est trés petit, il existe au
moins une solution développable asymptotiquement en séries (8) dans
le domaine

p—e=argro+e.

Les développements asymptotiques étant valables sur la demi-droite
arg x = @—e, il en est de méme dans 6, <argx < ®—e. De méme
pour @+e<argx<6.. Par conséquent, si une solution de (1) est
développable asymptotiquement en séries (8) dans le voisinage de la direc-
tion singuliére @ , les développements asymptotiques sont valables dans 4.

Supposons que le second groupe des indices (n° 16) n’existe pas,
et qu'une solution de (1) soit développable asymptotiquement en séries
(3) sur la demi-droite 0g:. Alors, les developpements asymptotiques

(1) Nous supposons ici §; <w < 6.
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sont valables dans 4. En effet, prenons sur la demi-droite arg x = @—e
un point x, assez éloigné de l'origine. Si les développements asympto-
tiques (3) sont valables sur 0Og,, il en est de méme sur la demi-droite
arg r = @—e . Lasolution de (1) développable asymptotiquement en séries
(3) sera déterminée complétement par les valeurs yi(x) (7 =1, 2, ..., n’).
D’autre part, il existe une solution satisfaisant a ces conditions et
développable asymptotiquement en séries (8) dans e+ < argr<o—e¢.
Ces deux solutions doivent donc coincider. Par suite les développe-
ments asymptotiques sont valables dans 4. On peut faire une remar-
que analogue dans le cas ou le troisiéme groupe des indices n’existe pas.

Remarque 1. Soit données les équations

s — eyt {3 an@y+a@erer® ) GG=1,2, ....,m),
dx k=1

ou A(x) est un polynome. S’il existe une solution formelle
yj“eA(x)wPia}r)x_r =12, ....,n),
r=0 .

nous pouvons ramener au cas étudié en posant
Y; = x*ed @y, 71=12, ....,n).

Les directions singuliéres relatives a 0 des équations transformées
s’appellent directions singuliéres relatives au polynome A(x)( = 4’ (x))
des équations primitives. Nous dirons simplement direction singuliére
du systéme homogéne

dy;
dx
une direction singuliére relative 4 un au moins des A{x).

Remarque 2. Les raisonnements exposés dans cette section s’ap-
pliquent sans aucune mgdification essentielle au cas ou les coefficients
des séries (3) contiennent logx et au cas ou le domaine 4 est limité
par deux courbes régulieres a 1'infini.

= 2(@)y;+x? kz_la,k(x)yk G=1,2,....,m)

III. Intégration formelle.

18. Une matricé A(x) est dite algébrique & l'infini si I'on a le
(_i_(é_\feloppement (formel), p désignant un entier positif,

(AC® == 0)

(1) Al) ~ D A0y *

r=-—o
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rationnelle si p =1 et entiére si «—=0. Nous appellerons —:-)L I’ordre
3 linfini et | A"2—AE| =0 léquation caractéristige de la partie
pricipale.
Si I’équation
(2) ——— =A@®Y

se change en

(3) 8Z _ Bz
dx
par le changement de variables
(4) Y = P(@)Z
on aura
(5) B(x) = P-(@) A(x)P(x)— P-l(x)-‘”;l%.

Si A(x), P(x) sont algébriques (rationnelles) a l'infini, B(x) I’est aussi.
Nous désignerons par ax(x), bx(x), vx) (4, k=1, 2, ....,n) les
éléments des matrices A(x), B(x), P(x) respectivement. Le probléme
que nous allons résoudre dans cette section est le suivant : frouver une
P(x) telle que B(x) prenne la forme aussi simple que possible. Pour
cela établissons quelques lemmes.

iaj,-(x)—zlbj,-(x) contient x~! en facteur.
i =

Désignons par Ej(t) la matrice diagonale dont jiéeme é&lément est
égal a t, les autres éléments diagonaux étant égaux a 1 et par Eu(t)
la matrice telle que les éléments diagonaux sont égaux a 1 et 1’élément
de la ji¢me ligne et de la kiéme colonne est égal a ¢, les autres élé-
ments étant nuls. On peut décomposer rationnellement P(x) en un
produit de ces matrices®”?. On voit facilement

Eu(t) = E;Q)Ex(1)Es(t™) -

On peut donc décomposer rationnellement P(x) en un produit de
matrices diagonales et de matrices d’éléments constants. Par suite il
suffit de démontrer la proposition dans le cas ou P(x) est une matrice

(1) Voir, par exemple, B, OB, £ =&, 207TH.
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d’éléments constants ou une matrice diagonale. Si P(x) est une matrice
d’éléments constants, on a '

B(x) = P 'A(x)P,
| Bx)—iE| = | A(x)—2E| .
Par suite ies n racines des deux équations caractéristiques :
| A(x)—aE| =0, | B(x)—AE | =0
coincident. On a donc
3 as() = 3 bsl@)
Si P(x) est une matrice diagonale on aura

bij(x) = a;i(x) —pj; (@) [psi() G=12,....,n)

La proposition annoncée est donc établie.

19. Supposons qu’il w’existe pas de P(x) telle que B(x) conlienne
x~! en facteur et que U'équation caractéristique de la partie principale
de A(x) admettent les n racines nulles. On peut alors trouver une
P(x) telle que I’équation carac’éristique de la partie principale de B(x)
admette au moins une racine non nulle. Si les n racines de cette
équation caractéristique sont égales, P(x) s’obtienne rationnellementV
et ordre B de B(x) est neécessairement moindre que % .

En effet, si 41, ...., unles n racines de ’équation caractéristique
de la partie principale de B(x), on aura

?‘;bjj(x)=gpjx”+.... (3>-—1)

Si les 7 racines sont égales et non nulles, le coefficient de x* est
différent de zéro. D’autre part,

Jz,; bi(x) = ga,-,-(x)+ e

les termes non écrits contiennent x~! en facteur. Le coefficient de

o , ' n .

xz* dans le développement de >)a,(x) est nul, car les n racines de
F=1

(1) Plus précisemment, si A(x) est rationnelle & Vinfini par rapport a «?, P(x)
’est aussi. .
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I’équation | AC"® — AF'| =0 sont toutes nulles. On doit donc avoir

a
0 >B.
Démontrons maintenant ’existence de P(x). Pour cela posons

Nm=m".
Si ai2(x) =0 par exemple, nous posons

W S gy -
dx k=1 .

L]

N =

Ocll"xz deviendra une fonction linéaire de 71, 72, %3, «evesr Yn. OSile

coefﬁcient de ys, par exemple, est différent de zéro, nous posons

773 ] _@ .
dx
a*
z;z devient une fonction linéaire de 71, %2, 73, ¥4, .+.., ¥o. Nous
e e . ‘ ., . dm
pouvons définir ainsi 7, 72, ...., nm, €t ce procédé finit si dx”l

devient une fonction linéaire de », ...., T, Nous posons alors

nn1+1 = yn1+1 .

d"n1+l
dx
Si le coefficient de y, +2, par exemple, est différent de zéro nous posons

est une fonction linéaire de =, ...., Mm#ls Yn 425 coees Yno

d”nl +1
dx

77111+2 =

d 2 . 3 . .
T2 Jevient une fouction linéaire de My coves Mne2s Yn48s coees Yn-

dnn,
x

Nous pouvons définir ainsi Tm+Ls «e-e s 7m €t ce procédé finit si

devient une fonction linéaire de 7, ...., 7, . Nous posons alors
7]'n2+1 = Yny41

et ainsi de suite. D2signons par A(x) la matrice formée des coefficients
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des équations différentielles linéaires en #;, ...
rationnellement et a la forme

.y 7. A(x) s’obtient

9111(:») 0 .... 0 \

' Ax) A .... O
Az) =| = 2

Az) A@) ... A) )
ou
(0 1 ,0 0
0 0 1 ... O _ Wiz () Qllhk (x)
A@) =| oo , Ulw) = (’ .............. )
0 0 o ... 1 %I;.gl(x) oo ?Ifhohk(x)

\ a1(%) ax() as(®) ... th(x)/
2 2 J J
Désignons par o;,, I’ordre a 'infini de a,(x) et posons |
2 .

/= [_a-"L. — R -
x maxlhj } r=12 ....,h;35=1,2,....,m),

—r+1
(12(:6) 0 .... 0 x""O....O
Q) = 0 622(:1:).... 0 ’ 5Q(x>=x“:‘ 0 »#.... 0 ,
0 0 Q) 0 0 ki
E(x) 0 . 0
Q"(x)?l(x)Q(x)—Q‘l(x)%ﬂ = B(x) = Ig(x) Ig(x) ''''''''' 0
B@) B@®) ... B@)
On aura

B(z) = QT (") A() Q=) G>Fk),

B() = @ @¥Qw) — Q-I(x)%gz(w) ,

J
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( 0 x* 0 0
0 0 * 0
?-1(2;)3%[(%)?(@ =] et i
0 0 0 .oz
\b@) @) @) ... b )

by(x) = &~ ® " a,(x) = bPx*+....,
2 2

les nombres b n’étant pas tous nuls. Si donc »<X —1, on pourrsit
déterminer Ni, ...., N,, de maniére que B(x) contienne x! en facteur
contrairement & ’hypothése. Par suite, x> — T et I’équation caractér-
istique de la partie principale de B(x) est

—2 1 0 ... 0
0 —2 1 .... 0
Il ceeececeenneinnnenn =0.
=1
0 0 0 .... 1
oY bR bR b — 2

Cette équation peut s’écrire -
.jIZl(A"j—b},‘;;xhr1~ o= =0.

Elle admet évidemment une racine non nulle. Si elle admet les 'n
racines toutes égales, tous les nombres b sont différents de zéro. On
aura done '

X = aj, hj .
20. Démontrons maintenant le théoréme suivant.
Il existe une P(x) telle que B(x) ait la forme suivante :

B(x) = A(x) + 2 1B(x)

oft A(x) est une matrice diagonale, et B(x) est entiére ¢ Uinifins.

Ce théoréme est évident si » = 1. Nous supposons done le théoréme
démontré pour n <N ou n = N, a<ao et nous le démontrerons1 pour
n =N, a=a. Nous supposons p =1, sinon on remplacerait ¢ par
2 . Supposons la matrice A~ ramenée a la forme canonique, et posons

Px) = E+SI P,

r=1



. Sur les points singuliers des équations difiérentielles linéaires, II 163

On aura
ACOP@_ P A9 = Br-*) . .

les termes non écrits ne dépdendant que de AC**P, ...., A"™9, PO,
«ee., P On peut donc déterminer P(x) de maniére que®

pour A;==2x, A1, ...., A, désignant les éléments diagonaux de AC®.
Sid, ...., 4, ne sont pas tous égaux, les variables 21, ...., 2, Se
partagent en plusieurs groupes, les variables d’'un méme groupe satis-
faisant & un systéme des équations différentielles linéaires. Il suffit
donc de considérer le éas ou 41 = .... = 4,. Appliquons a la matrice

Ax)—ihx*E

le -lemme établi au n°® précédent. Il existe une P(x) rationnelle a
Pinifini et telle que ’équation caractéristiqe de la partie principal de

P-1(x)(A (x)—zlx-'*E)P(x)—P-l(x)%ﬂ = As(x)

admette au moins une racine différente de zéro. Alors l'ordre a
I'infini de cette matrice est moindre que «.

Si I’équation caractéristique de la partie principale de Ai(x) admet
des racines toutes égales, on peut trouver une matrice Q(x) telle que

Q"(@Al(év)Q(w)—Q-l(x)ﬂ%iﬂ

soit de la forme ,
M) + 271 B(x)

Ai(x) étant une matrice diagonale et ¥(x) entiére a 'infini, car P(x)
peut étre supposée rationelle a ’infini. Il en sera de méme si 1’équation
caractéristique de la partie principale de Ai(x) admet des racines
différentes. On aura alors

R-l(x)A(x)R(x)—R-l(x)iZgl = A(x)+2'B()

ou
R(x) = P(x)Q(x), A(x) = h1xa*E+ Ai(x) .

Le théoréme est done établi.

(1) Voir n°6.
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Nous pouvons donner & B(x) une forme plus simple. En effet,
désignons par

A(x) = AP +aPam 4L+ 2P G=12,....,m)

les éléments diagonaux de A(x). On peut déterminer P(x) de maniere
que les éléments bj(x) de la matrice B(x) définie par (5) soient identi-
quement nuls pour ifx)=F.(x). Nous avons déjia remarqué que l'on
peut annuler bu(x) pour A® =i . La proposition est donc établie
pour m = 0. Nous la supposons donc établie pour m—1 et que A(x)
ait la forme A(x) +x7A(x) , A(x) étant entiére a 'infini. Sia®, ...., @
ne sont pas tous égaux, les variables 2, ...., 2, se partagent
en plusieurs groupes. Il suffit donc de considérer le cas ou
A9 = ... =9, Il existe alors une P(z) telle que

Pi@)[ A@) — 402 E [P@)—P ) L2

ait la forme voulue. La matrice P(x) répond a la question.
Supposons que A(x) ait la forme

A(x)E+ 27t Ai(x) 1 0
0 2 T1AX) .. 0
A) = ) E +x7 1 Axx) .
0 0 e (D E + 21 Am()
L’équation
ay _ 1A (x)Y
dx

admet le point a l'infini comme point singulier régulier. On peut donc
trouver une Pj(x) telle que

Pi{(®) A{@)P )~ P7*@) “L80). — By)
ait la forme canonique”. Si I’on pose
P(x) O
0 P .... O

(1) Voir n°6.
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on obtient

P(2) A(%) P()— P“(x)i%gf)—

A(x)E + B(x) o  .......
B 0  A@E+B®) .......
0 o  ....... An(X)E + Bn(x)

Nous dirons que cette forme est canonique. Le développement d’une
matrice de forme canonique ne contient qu’un nombre fini de termes.
Si B(x) est de la forme canonique, I’équation (3) s’intégre par quadra-

tures. Nous pouvons ainsi obtenir n solutions indépendantes de 1’équa-
tion (2).

IV. Reéduction analytique a la forme canonique.

21. Soit P(x) la matrice qui raméne A(x) a la forme canonique
B(x). Nous pouvons supposer } qule ces matrices soient rationnelles a

Pinfini, en remplacant au besoin z* par x. Développons P(x) en puis-
sances de x:

(1) P(x) ~ 3 Prgr,
Si I’équation

(2) % = A@)Y
se change en

(3) 42— Bz
par le changement de variables

Y = Px)Z

ou

— N
P(x) = > PMx "

r=-m

I’équation transformée (3) aura la forme étudiée dans la section” II
pourvu que N soit assez grand.
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On peut donc supposer, sans nuir a la généralité, que A(x) ait
cette forme

A(x) = A(x) + 271 A(x)

ak) 0 ..., 0
A =| ° ) ... 0
0 0O ceeeee An()

@) = AQaxmi+ ...+ A0
N(x) ~ i AN g7,
r=0
Soit P(x) la matrice qui raméne formellement A(x) a la forme
canonique B(x). La relation entre A(x), B(x) et P(x) est

P @A@PE@ —P @ L. = B

qui peut s’écrire

(4) i%xl — A(x)P(@)—P(@)B(x) .

Cette équation peut étre considérée comme un systéme d’équations
différentielles linéaires en pu(x). Elle a aussi la forme étudiée dans
la section II et a une solution formelle (1). Les directions singuliéres
relatives 4 0 de cette équation sont les directions singulieres de
I’équation (2). L’équation (4) admet donc au moins une solution
développable asymptotiquement en série (1) dans le domaine 4:

O arge < 6;
si ce domaine ne contient pas deux directions singuliéres de I’équation

(2). Nous arrivons ainsi au théoréme suivant.
1l existe un changement de variables

Y = P(x)Z
qut rameéne l'équation donnée (2) a la forme canonique

(5) 4Z _ Bz,
dx :

le développement asymptotique (1) de la matrice P(x) étant valable
dans g, st ce domaine ne contient pas deux directions singuliéres de
Uequation (2).




