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be but de ce pr\’esent m\’emoire est \‘a \’etablir la d\’erivabilit\’e par
rapport \‘a un param\’etre de la solution d’une \’equation diff\’erentielle
contenant ee param\’e$tre(1)$ , en nous appuyant sur les th\’eor\‘emes de
comparaison. Les th\’eor\‘emes ainsi obtenus joueront un r61e important
dans l’\’etude des points singuliers des \’equations diff\’erentielles. Dans
la derniere section, nous \’etendrons ces r\’esultats aux \’equations fonc-
tionnelles.

(1) Pour le th\’eoreme ddja classique sur la d\’erivabilit\’e par rapport \‘a un parametre,
voir par exemple GOURSAT, Cours d’Analyse, $t$ . III, Chap. XIII.

(2) Voir, par exemple, HUKUHARA et SAT\^o, Sur les th\’eoremes de comparaison $de8$

\’equations diff\’erentielles ordinaires, ce Jour., 3 (1935), p. 191-211.
$r$
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I. CONTINUIT\’E

1. Points $semi\cdot r\acute{e}guliers$, points $semi\cdot singuliers$. Soit donn\’ee une
\’equation diff\’erentielle(1)

(1) $\frac{dy}{dx}=f(x, y)$ .
Nous appellerons point semi-singulier \‘a droite (gauche) de cette \’equa-

tion tout point $(x_{0}, y_{0})$ tel que quelque petit que soit le nombre positif
$\delta$ , il existe au moins deux solutions de (1) prenant la valeur $y_{0}$ pour
$x=x_{0}$ et ne coincidant pas dans l’intervalle $x_{0}\leq x\leqq x_{0}+\delta(x_{0}-\delta\leqq x\leqq x_{0})$ .
Le point qui n’est pas semi-singulier \‘a droite (gauche) s’appelle semi-
r\’egulier \‘a droite (gauche).

Soit $\mu(x)$ une solution de (1) continue dans l’intervalle $0\leqq x\leqq a$

et s’annulant pour $x=0$ , et supposons la fonction $f(x, y)$ continue
dans

(2) $0\leqq x\leqq a$ , $|y-\varphi_{0}(x)|^{1}\leqq b$ .
$a$ et $b$ \’etant deux nombres positifs. Nous dirons qu’il existe une solu-
tion $\varphi_{1}(x)$ de (1) continue dans $0\leqq x\leqq a$ et diff\’erente de $\varphi(x)$ et que
s’il existe sur la courbe $y=\varphi_{0}(x)$ des points semi-s’inguliers \’a droite
on peut prendre pour $\varphi_{1}(x)$ une solution s’annulant pour $x=0$ .

Supposons d’abord que la courbe $y=\varphi(x)$ est form\’ee des points
semi-r\’eguliers \‘a droite. Nous prenons alors une suite de points $\langle\eta_{\dot{f}}\rangle$

convergeant vers z\’ero. D\’esignons par $y=\psi_{j}(x)$ une solution de (1)
prenant la valeur $\eta j$ pour $x=0$ . La fonction $\psi_{j}(x)$ tend uniform\’ement

vers $\varphi_{0}(x)$ dans $0\leqq x\leq a$ lorsque $ j\rightarrow\infty$ . On peut donc prendre pour
$\varphi_{1}(x)$ la fonction $\psi_{j}(x)$ correspondant \‘a l’indice assez grand.

Supposons ensuite qu’il existe sur la courbe $y=\varphi o(x)$ des points
semi-singuliers \‘a droite. $f(x, y)$ \’etant continue dans (2) le module
$|f(x, y)|$ n’y surpasse pas un certain nombre fini $M$. Prenons un
nombre $\xi$ tel que $0<a-\xi<\frac{b}{2M}$ . S’il existe des points semi-singu-

liers \‘a droite dans l’intervalle $\xi\leq x\leqq a$ , il $y$ a au moins une solution
$y=\psi(x)$ bifurquant de la solution $y=\varphi(x)$ en un point d’abscisse
$x_{1}$ entre $\xi$ et $a$ . $\psi(x)$ est n\’ecessairement continue dans l’intervalle

.
(1) La variable $x$ est r\’eelle mais $y$ un vecteur variable dans l’espace \‘a $n$ dimensions,

de sorte que l’\’equation unique (1) est \’equivalente \‘a un $syst^{\grave{a}}.me$ des $n$ \’equa-
tions diff\’erentielles

$-\dot{\rightarrow}=f_{j}(x, y_{1\prime}dy\ldots.\prime y_{n})$ $(j=1,2, \ldots., n)$ .
$dx$
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$x_{1}\leqq x\leqq a$ . Il suffit donc de poser $\varphi_{1}(x)=\varphi_{0}(x)$ pour $0\leqq x\leqq x_{1}$ et
$\varphi_{1}(x)=\psi(x)$ pour $x_{1}\leqq x\leqq a$ . D\’esignons par $a$ la borne sup\’erieure
des abscisses des pOints semi-singuliers \‘a droite $|situ6s$ sur la courbe
$y=\varphi_{0}(x)$ . Il reste \‘a consid\’erer le cas o\‘u $0\leq a<a$ . Si $(a, \varphi 0(a))$

est un point semi-r\’egulier \‘a droite, il existe une suite de points semi-
singuliers \‘a droite $\{(a_{j}, \varphi_{0}(\%)\}co\grave{n}$vergeant vers $(a, \varphi 0(a))$ . D\’esignons
par $y=\psi_{j}(x)$ une solution de (1) prenant la valeur $\varphi_{0}(a_{j})$ pour $x=a_{j}$

et ne coincidant pas avec $\varphi_{0}(x)$ dans $a_{j}\leqq X\leqq a$ . $\psi_{j}(x)$ converge
uniform\’ement vers $\varphi(x)$ dans $a\leq x\leq a$ . Il suffit donc de poser
$\varphi_{1}(x)=\varphi_{0}(x)$ pour $ 0\leqq x\leqq\alpha$ et $\varphi_{1}(x)=\psi_{j}(x)$ pour $a_{j}\leqq x\leqq a,$ $j$ d\’esi-
gnant un indice suffisamment grand.

Supposons enfin le point $(a, \varphi(a))$ simi-singulier \‘a droite. La sec-
tion par l’hyperplan $ x=a+\delta$ de l’ensemble des courbes int\’egraIes de
(1) passant par $(a, \varphi ta))$ est un continu $C$ ne se r\’eduisant pas \‘a un
point pourvu que le nombre positif $\delta$ soit convenablement choisi. Si
l’on prend dans ce continu un point $(a+\delta, \beta)$ assez voisin de $(a+\delta$ ,
$\varphi ta+\delta))$ , la solution $y=\psi_{1}(x)$ de (1) prenant la valeur $\beta$ pour $ x=a+\delta$

est n\’ecessairement continue dans l’intervalle $a+\delta\leqq x\leqq a$ . Il $y$ a au
moins une solution $y=\psi_{2}(x)$ prenant la valeur $\varphi(a)$ pour $x=a$ et la
valeur $\beta$ pour $ x=a+\delta$ . Il suffit donc de poser $\varphi_{1}(x)=\varphi_{0}(x)$ pour
$0\leq x\leq a,$ $\varphi_{1}(x)=\psi_{2}(x)$ pour $ a\leqq x\leqq a+\delta$ et $\varphi_{1}(x)=\psi_{1}(x)$ pour
$a+\delta\leqq x\leqq a-$ .

De ce qui Pr\’ec\’ede nous pouvons conclure imm\’ediatement que $si$

l’\’equation (1) n’admet qu’une solution s’annulant pour $x=0$ et continue
dans l’intervalle $0_{\underline{-<}x}\leqq a$ , les points de la courbe int\’egrale sont tous
semi-r\’eguliers a droite.

2. Cas de l’intervalle ferm\’e \’a gauche. Soit donn\’ee une \’equation
diff\’erentielle contenant un param\’etre

. (3) $\frac{dy}{dx}=f(x, y, \lambda)$ .
Supposons que l’\’equation diff\’erentielle

(4) $\frac{dy}{dx}=f(x, y, 0)$

n’admette qu’une solution $\varphi_{0}(x)$ s’annulant pour $x=0$ et continue dans
(1) $y$ d\’esigne un vecteur variable dans l’espace a $n$ dimensions et $\lambda$ un vecteur

variable dans l’espace \‘a $m$ dimensions, de sorte que l’\’equation unique (3) est
\’equivalente au syst\‘eme diff\’erentiel

$\frac{dy_{j}}{dx}=f_{j}(x, y_{1}, \ldots., y_{n}, )_{1},$ $\ldots.)_{m}$) $(j=1,2, \ldots., n)$ .
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l’intervalle $0\leqq x\leqq a$ et que $f(x, y, \lambda)$ soit continue dans

(5) $0\leqq x\leqq a$ , $|y-\mu(x)|\leqq b$ , $|\lambda|\leqq c$ .
Alors l’\’equation (3) admet au moins une solution s’annulant pour $x=0$

et continue dans $0\leqq x\leqq a$ pourvu que $|\lambda|$ soit assez petit et eette
solution converge uniform6ment vers $\varphi_{0}(x)$ dans $0\leqq x\leqq a$ .

Si donc l’\’equation (1) admet, quelle que soit la valeur $\lambda(|\lambda|\leqq c)$ ,
une solution $y=\varphi(x, \lambda)$ et une seule s’annulant pour $x=0$ et continue
dans $0\leqq x\leqq a$ , la solution $\varphi(x, \lambda)$ consid\’er\’ee comme fonction de $(x, \lambda)$

est continue dans
$0\leqq x\leqq-a$ , $|\lambda|\leqq c$ .

3. Cas de l’intervalle ouvert a gauche. Avant d’aborder l’\’equa-
tion (3) faisons une remarque tr\‘es simple analogue a celle du $n^{o}1$ .
Soit $\varphi_{0}(x)$ une solution de (1) continue dans $0<x\leqq a$ et supposons
que $f(x, y)$ soit continue dans

$0<x\leqq a$ , $|y-\varphi_{0}(x)|\leqq B(x)$ ,

$B(x)$ d\’esignant une fonction continue dans $0<x\leqq a$ . Si l’\’equation
(1) n’admet qu’une solution continue dans $0<x\leqq a$ , les points de la
courbe $y=\varphi(x)$ sont tous semi-r\’eguliers a droite.

En effet, supposons qu’il existe sur la courbe $y=\varphi(x)$ un point
semi-singulier a droite $(\xi, \eta)$ . Alors le r\’esultat au $n^{o}1$ s’applique a
l’intervalle $\xi\leqq x\leq a$ . Il $y$ a donc au moins une solution $\psi(x)$ prenant
la valeur $\eta$ pour $ x=\xi$ , continue dans $\xi\leqq x\leq a$ et ne coincidant pas
avec $\varphi_{0}(x)$ . Si l’on pose $\varphi_{1}(x)=\varphi(x)$ pour $ 0<x\leqq\xi$ et $\varphi_{1}(x)=\psi(x)$

pour $\xi\leqq x\leqq a$ , $\varphi_{1}(x)$ est une solution de (1) continue dans $0<x\leqq a$

et ne coincidant pas avec $\varphi_{0}(x)$ .
Cela pos\’e, consid\’erons l’\’equation (3) et supposons que $f(x, y, \lambda)$

soit continue dans(1)

(6) $0<x\leqq a$ , $|y-\varphi_{0}(x)|\leqq B(x)$ , $|\lambda|\leqq r,$ ,

$\varphi_{0}(x),$ $B(x)$ \’etant des fonctions continues dans $0<x\leqq a$ . Si l’\’equa-
tion (3) admet, quelle que soit la valeur $\lambda$ , une solution et une seule
continue dans $0<x\leq a,$ $\varphi(x, \lambda)$ consid\’er\’ee comme fonction de $(x, \lambda)$

est continue pour

(1) On peut remplacer l’intervalle $0<x\leqq a$ par $-\infty<x\leqq a$ , car le nombre $0$

ne joue aucun r\^ole important.



Sur les equations fonctionnelles contenant un param\‘etre 111

$0<x\leqq a$ , $|\lambda|\leqq c$ .
Car quelque petit que soit le nombre positif $\delta,$ $\varphi(x, \lambda)$ tend uni-

form\’ement vers $\varphi(x, \lambda_{0})$ dans $\delta\leqq x\leqq a$ lorsque $\lambda\rightarrow\lambda_{0}$ .

II. D\’ERIVABILIT\’E

4. Cas de l’intervalle ferm\’e a gauche. Soit $\mu(x)$ une solution
de (4) s’annulant pour $x=0$ et continue dans $0\leq x\leqq a$ et supposons
que $f(x, y, \lambda)$ et ses d\’eriv6es partielles $f_{y}^{\prime}(x, y, \lambda),$ $f_{\lambda}^{\prime}(x, y, \lambda)$ soient
continue dans (5). L\’equation (3) n’admet qu’une solution $y=\varphi(x, \lambda)$

s’annulant pour $x=0$ quelle que soit la valeur $\lambda$ . Si le nombre $\gamma$ est
est assez petit, la fonction $\varphi(x, \lambda)$ est continue dans

(7) $0\leqq x\leqq a$ , $|\lambda|\leqq\gamma$ ,

c’est ce qui r\’esulte des propositions \’etablies aux $n^{\circ\epsilon}1,2$ . Nous allons
maintenant montrer l’existence et la continuit\’e de la d\’eriv\’e partieue
$\varphi_{\lambda}^{\prime}(x, \lambda)^{(1)}$. D\’esignons par $g(x, \lambda),$ $h\{x,$ $\lambda$) les fonctions que nous
obtenons en posant $y=\varphi(x, \lambda)$ dans $f_{y}^{\prime}(x, y, \lambda),$ $f_{\lambda}^{\prime}(x, y, \lambda)$ . Ces
fonctions sont continues dans (7). S’il existe la d\’eriv\’ee partielle
$\varphi_{\lambda}^{\prime}(x, \lambda)$ , elle doit coincider avec la solution $z=\psi(x, \lambda)$ de

(8) $\frac{dz}{dx}=g(x, \lambda)z+h(x, \lambda)$

$\tau$

s’annulant pour $x=0$ . $\psi(x, \lambda)$ est continue dans (7). Il suffit donc
de d\’emontrer par exemple la relation

$\lim_{\lambda\rightarrow 0}\frac{\varphi(x.\lambda 1-\Phi 01x)}{\lambda}=\psi_{0}(x)$ $(\psi(x)=\psi(x, 0))$ .
Pour cela nous posons

$\varphi(x, \lambda)=\varphi(x)+\lambda\psi_{0}(x)+\chi(x, \lambda)$ .
La relation que nous voulons \’etablir devient

$\lim_{\lambda\sim}\frac{\chi(x,\lambda)}{\lambda}=0$ .
(1) Ce th\’ero\‘eme d\’ej\‘a classique sert de lemme \‘a la d\’emonstration du th\’eor\‘eme que

nous \’etabl $i$rons au $n^{0}$ suivant et il ne serait pas sans int\’er\^et de montrer com-
ment on peut appliquer les th\’eoremes de comparaison \‘a la d\’emonstration de
ce th\’eoreme.
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L’\’equation \‘a laquelle satisfait la fonction $u=\chi(x, \lambda)$ est

$\frac{du}{dx}=k(x, u, \lambda)$

o\‘u
$k(x, u, \lambda)=f(x, \varphi_{0}+\lambda\psi_{0}+u, \lambda)-f(x, \varphi_{0},0)$

$-\lambda\{f_{y}^{\prime}(x, \varphi_{0},0)\psi_{0}(x)+f_{\lambda}^{\prime}(x, \varphi_{0},0)\}$ .
Soit $\epsilon$ un nombre positif quelconque. On peut trouver un nombre
positif $\delta$ tel que l’on ait

$|f_{y}^{\prime}(x, y, \lambda)-f_{y}^{\prime}(x, r, 0)|<\epsilon$ , $|f_{\lambda}^{\prime}(x, y, \lambda)-f_{\lambda}^{\prime}(x, \varphi_{0},0)|<e$

pour
$0\leqq x\leqq a$ , $|y-\varphi_{0}(x)|<\delta$ , $|\lambda|<\delta$ .

$\varphi(x, \lambda)$ \’etant continue dans (7), il existe un mombre positif $\rho$ tel que
l’on ait

$|\lambda\psi_{0}(x)+\chi(x, \lambda)|<\delta$ , $\rho<\delta$

pour $|\lambda|<\rho$ . Nous aurons alors

$|k(x, u, \lambda)|<G|u|+\epsilon(M+1)|\lambda|$

pour
$0\leqq x\leqq a$ , $u=x(x, \lambda)$ , $|\lambda|<p$ ,

en supposant
$|f_{y}^{\prime}(x, y, \lambda)|\leqq G$ , $|\psi_{0}(x)|\leqq M$ .

Puisque $\chi(x, \lambda)$ s’annule pour $x=0$ , on peut la comparer avec la
solution s’annuIant pour $x=0$ de l’\’equation diff\’erentielle

$\frac{dU}{dx}=GU+\epsilon(M+1)|\lambda|$ .
Nous obtenons ainsi

$|\chi(x, \lambda)|\leqq\frac{\epsilon(M+1)|\lambda|}{G}(e^{Gx}-1)$

pour $0\leqq x\leqq a$ , $|\lambda|\leqq p$ , ce qui d\’emontre la relation voulue.

Remarque 1. On peut supposer que $y$ et $\lambda$ soient des variables
complexes. Alors la d\’erivabilit\’e de $\varphi(x, \lambda)$ par rapport \‘a $\lambda$ dans (7)

entralne la r\’egularit\’e de $\varphi(x, \lambda)$ par rapport \‘a $\lambda$ dans
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$0\leqq x\leqq a$ , $|\lambda|<\gamma$ .
Par suite on a

$\varphi(x, \lambda)=\sum_{n-0}^{\infty}\varphi_{n}(x)\lambda^{n}$ ,

la convergence \’etant uniforme dans $0\leq x\leqq a,$ $|\lambda|\leqq\gamma^{\prime}(<\gamma)$ .
Remaruque 2. Il est ais\’e d’\’etendre les r\’esultats pr\’ec\’edents aux

\’equations diff\’erentielles

$\frac{dy_{j}}{dx}=f_{j}(x, y_{1}, \ldots.y_{n}, \lambda_{1}, \ldots., \lambda_{m})$ $(i=1,2, \ldots. n)$ .

5. Cas de l’intervalle ouvert \’a gauche. Soit $\varphi o(x)$ une solution
de (4) continue dans $0<x\leq_{-}a$ , et supposons que $f(x, y, \lambda)$ et ses
d\’eriv\’ees partielles $f_{y}^{\prime}(x, y, \lambda),$ $f_{\lambda}^{\prime}(x, y, \lambda)$ soient continue dans (6) et que

$|f_{y}^{\prime}(x_{r}y, \lambda)|\leqq G(x)$ , $|f_{\lambda}^{\prime}(x, y, \lambda)|\leqq H(x)$ .
Nous allons d\’emontrer le th\’eoreme suivant.

Si l’on $a$ , en posant $\eta(x)=e^{\int G(x)dx}$ ,

$r(x)=O(B(x))$ , $r(x)=O(\eta(x))$ . $\int_{0}^{x}\frac{H(x)}{\eta(x)}dx=o(\frac{r(x)}{\eta(x)})$

pour $x\rightarrow+O$ , l’\’equation (3) n’admet, quelle que soit la valeur $\lambda$ .
qu’une solution telle que $y=\varphi o(x)+o(r(x))^{(1)}$ pour $x\rightarrow+O$ . Si le
nombre $\gamma$ est assez petit, cette solution $y=\varphi(x, \lambda)$ est continue et admet
la $der\dot{w}$\’e $e$ partielle continue $\varphi_{\lambda}^{\prime}(x, \lambda)$ dans

(9) $0<x\leqq a$ , $|\lambda|\leqq\gamma$ .
Il est ais\’e de d\’emontrer l’unicit\’e de la solution telle que

$y=\varphi(x)+o(r(x))$ . Puisque

$|f(x, y, \lambda)-f(x, \varphi(x),$ $O$) $|\leqq G(x)|y-\varphi o(x)|+H(x)|\lambda|$ ,

on peut comparer la solution $\varphi(x, \lambda)$ avec celle de l’\’equation

(1) On peut remplacer cette condition par

$\varliminf_{+0}\frac{|y-\varphi_{0}(x)|}{r(x)}=0$ .
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$\frac{dY}{dx}=G(x)Y+|\lambda|H(x)$ .
Posons

$\Psi(x)=\eta(X)\int_{0}^{x}\frac{H(x)}{\eta(X)}k$

et d\’esignons par $\gamma$ un nombre positif tel que l’on ait $\gamma\Psi(x)<B(x)$

pour $0<x\leqq a$ . $\varphi(x, \lambda)$ est continue et satisfait \‘a l’in\’egalit\’e

1 $\varphi(x, \lambda)-r(x)|\leqq|\lambda|\Psi(x)$

dans (9). En portant l’expresssion $y=\varphi(x, \lambda)$ dans $f_{y}^{\prime}(x, y, \lambda)$ ,
$f_{\lambda}^{\prime}(x, y, \lambda)$ nous obtenons les fonctions $g(x, \lambda),$ $h(x, \lambda)$ continues dans (9)
et satisfaisant aux in6ga1it\’es

$|g(x, \lambda)|\leqq G(x)$ , $|h(x, \lambda)|\leqq H(x)$ .
$L’ 6quation$ diff\’erentielle lin\’eaire (8) admet donc une solution et une
seule continue $\cdot dans0<x\leqq a$ et satisfaisant \‘a $z=o(r(x))$ . Nous la
d\’esignerons par $z=\psi(x, \lambda)$ . Elle est aussi continue dans (9) et
satisfait \‘a l’in\’egalit\’e

$|\psi(x, \lambda)|\leq\Psi(\prime x)$ .
Il est \‘a d\’emontrer la relation $\varphi_{\lambda}^{\prime}(x, \lambda)=\psi(x,\lambda)$ .

Soit $\delta$ un nombre positif quelconque. D\’esignons par $y=\varphi(x, \lambda, \delta)$

la solution de (3) prenant la valeur $\varphi_{0}(\delta)$ pour $ x=\delta$ . On d\’emontre
comme plus haut que $\varphi(x, \lambda, \delta)$ consid\’er\’ee comme fonction de $(x, \lambda)$

est continue et satisfait \‘a l’in6ga1it\’e

$|\varphi(x, \lambda, \delta)-rtx)|\leqq|\lambda|\Psi(x)$

pour

(10) $\delta\leqq x\leqq a$ $|\lambda|\leqq\gamma$ .
En portant l’expression $y=\varphi(x, \lambda, \delta)$ dans $f_{y}^{\prime}(x, y, \lambda),$ $f_{\lambda}^{\prime}(x, y, \lambda)$ , nous
obtenons des fonctions $g(x, \lambda, \delta),$ $h(x, \lambda, \delta)$ continues dans (10). D6signons
par $z=\psi(x, \lambda, \delta)$ la solution de l’\’equation

$\frac{dz}{dx}=g(x, \lambda, \delta)z+h(x, \lambda, \delta)$

s’annulant pour $ x=\delta$ . $\psi(x, \lambda, \delta)$ consid\’er\’ee comme fonction de $(x, \lambda)$

est aussi continue dans (10) et satisfait \‘a l’in\’egalit\’e
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$|\psi(x, \lambda, \delta)|\leqq\Psi(x)$ .
On sait de plus que $\varphi_{\lambda}^{\prime}(x, \lambda, \delta)$ coincide avec $\psi(x, \lambda, \delta)$ . Si

$|\mu j|\leqq\gamma$ , $/p_{j}\rightarrow\lambda_{0}$ , $\delta_{j}\rightarrow 0$ ,

la fonction $\varphi(x, \mu j, \delta_{\dot{f}})$ tend uniform\’ement vers $\varphi(x, \lambda_{0})$ dans tout
intervalle ferm\’e $\delta\leqq x\leqq a$ , $\delta$ d\’esignant un nombre positif quelconque.
En effet, l’in\’egalit\’e

\dagger $\varphi_{x}^{\prime}(x, \lambda, \delta_{j})-\varphi_{0}^{\prime}(x)|\leqq G(x)\Psi(x)+H(x)|\lambda|$

montre que la suite { $\varphi tx,$
$\mu_{\dot{f}},$

$\delta_{j}$)\rangle est \’egalement continue dans $0<x\leqq a$ .
On peut donc en extnaire une suite partielle $unifor\grave{\iota}n\text{\’{e}} ment$ convergente
dans tout intervalle ferm\’e $\delta\leqq x\leqq a$ . La limite de cette suite est
n\’ecessairement la solution de l’\’equation

$\rceil\frac{dy}{dx}=f(x, y, \lambda_{0})$

satisfaisant \‘a l’in\’egalit\’e $|y-\varphi o(x)|\leqq|\lambda_{0}|$ IP $(x)$ dans $0<x\leqq a$ . Elle
coincide donc avec $\varphi(x, \lambda_{0})$ . On en conclut que quelque petit que soit
le nombre positif $\delta,$ $\varphi(x, \lambda, \xi)$ converge uniform\’ement vers $\varphi(x, \lambda)$

dans (10) lorsque $\xi\rightarrow 0$ . Par suite les fonctions $g(x, i, \xi)$ convergent
uniform\’ement vers $g(x, \lambda),$ $h(x, \lambda)$ dans (10) lorsque $\xi\rightarrow 0$ . On en
conclut comme plus haut que $\psi(x, \lambda, \xi)$ converge uniform6ment vers
$\psi(x, \lambda)$ dans (10) lorsque $\xi\rightarrow 0$ . En remarquant que

$\varphi(x, \lambda, \xi)=r(x)+\int_{0}^{\lambda}\psi(x, \lambda, \xi)d\lambda$

on obtient
$\varphi(x, \lambda)=\varphi(x)+\int_{0}^{\lambda}\psi(x, \lambda)d\lambda$ .

En d\’erivant cette relation-par repport a $\lambda$ , on obtient la relation
voulue.

Remarque 1. Si $f(x, y, \lambda)$ est r\’eguliere par rapport \‘a $(y, \lambda),$ $\varphi(x, \lambda)$

est r\’eguliere par rapport \‘a $\lambda$ .
Remarque 2. Il est ais\’e d’\’etendre les r\’esultats au cas des \’equa-

tions diff\’erentielles simultan\’ees contenant un nombre fini de param\’etres.

Mais pour obtenir des propositions qui s’appliquent \‘a des problemes
concernant les \’equations diff\’erentielles et int\’egrales, il est pr\’ef\’erable
de traiter les problemes analogues dans l’espace abstrait.
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III. EQUATIONS FONCTINNELLES

6. Continuite. Soient $\mathfrak{E}$ un espace lin\’eaire, norm\’e et complet,
$E$ un ensemble ouvert dans $\mathfrak{E}$ et $\Omega$ un ensemble dans le plan de nombres
complexes. Soit $F(y, \lambda)$ une fonction d\’efinie dans $(\overline{E^{\prime}}\times\Omega)$ , compl\’ete-
ment continue (vollstetig) par rapport \‘a 7 (3) et \’egalement continue par
rapport \‘a $\lambda^{(4)}$ . Nous voulons \’etudier l’\’equation en $y$ :

(11) $\Phi_{\lambda}(y)\equiv y-F(y, \lambda)=0$ .
Si le degr\’e topologique $d(\Phi_{\lambda} , E)$ de la transformation $\Phi_{\lambda}$ dans $E$ n’est
pas nu1, l’\’equation (11) admet au moins une solution. Si l’\’equation
(11) n’admet qu’une solution $y=\varphi(\lambda)$ queue que soit la valeur $\lambda,$ $q(\lambda)$

est continue dans $\Omega$ .
En effet, soit $i_{0}$ un point de $\Omega$ . Si $\varphi(x)$ n’\’etait pas continue en

$\lambda_{0}$ , on pourrait trouver une suite de points $\langle_{\mu g}$} dans $\Omega$ , convergeant
vers $\lambda_{0}$ et telle que toute suite partielle de $\langle$ $()$ } ne converge pas
vers $\varphi(\lambda_{0})$ . $F(p^{t}-, \lambda_{0})$ \’etant compact, on pourrait supposer que la suite
$\{F(\varphi(\mu j), \lambda_{0})\}$ converge vers un point $\eta$ , en prenant, s’il est n\’ecessaire,
une suite partielle. A un voisinage $V$ de $0$ on pourrait faire corres-
pondre un nombre positif $\delta$ tel que l’on ait

$F(\varphi(\mu j), \mu j)-F(\varphi(\mu j), \lambda_{0})\epsilon V$

pour $|\mu_{j}-\lambda_{0}|<\delta$ . La suite $\langle F(\varphi(),)\rangle$ convergerait donc vers $\eta$ .
Puisque $\varphi(\mu_{j})=F(\varphi\mu_{d}\mu_{j}$ , on obtiendrait $\eta=F(\eta, \lambda_{0})$ , ce qui exige
$\eta=\varphi(\lambda_{0})$ . La suite { $()\rangle$ convergerait donc vers $\varphi(\lambda_{0})$ contrairement
\‘a l’hypoth\‘ese.

(1) Espace de M. BANACH.
(2) On peut supposer, d’une mani\‘ere plus g\’enerale, que $\Omega$ soit un ensemble dans

un certain espace distanci\’e.
(3) Cela veut dire que $Ry$ , )) consid\’er\’ee comme fonction de $y$ est continue dans

$\overline{E}$ et que l’image $F\langle\overline{E},$ )
$.$) de tt est compacte. $\overline{A^{\prime}}$ d\’esigne l’ensemble de fermeture

de $E$ .
(4) C’est-a-dire, \‘a chaque voisinage $U$ de $0$ et a un point $)_{0}$ de $\Omega$ on peut faire

. correspondre un nombre positif 6 tel que l’on ait $F(y, ).)-F(y, )_{0})\epsilon U$ pour
$|).-)_{0}|<\delta,$ )$.\epsilon\Omega$ quel que soit le point $y$ dans $\overline{E}$ .

(5) On peut remplacer cette hypothese par $F(\overline{E}, ).)\subseteqq\overline{E}$ si $E$ est convexe. On peut
alors supposer que $\mathfrak{G}$ soit un espace de HAUSDORFF, lin\’eaire et localement
convexe. Voir TYCHONOFF, Ein Fixpunktsatz, Math. Ann., 111 (1986).

(6) Voir LERAY et SCHAUDER, Topologie et \’equations fonctiennelles, Ann. Ec. norm.,
51 (1934). Nous supposons que la valeur que prend la foction $F(y, ))$ soit un
point de $\mathfrak{G}$ et que $y\neq F(y, ))$ pour $y\epsilon\overline{E}-E$ .
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Remarque. On voit de m\^eme que l’ensemble des solutions $(y, \lambda)$

de l’\’equation (11) est ferm\’e sur $(\mathfrak{E}\times\Omega)$ . Nous emploierons d\’esormais
les mots ferm\’e, ouvert, continu etc. par rapport \‘a $(\mathfrak{E}\times\Omega)$ , s’il n’y a
pas de mention contraire.

7. G\’en\’eralisation d’un th\’eoreme de MM. LERAY et SCHAUDER.
MM. LERAY et SCHAUDER ont d\’emontr\’e l’existenc d’un continu de
solutions le long duquel $\lambda$ prend toutes les valeurs de $\Omega$ , en supposant
que $\Omega$ soit un segment et que l’\’equation (11) n’admette qu’un nombre
fini de sotutions pour une certaine valeur $\lambda_{0}$ de $\lambda$ , la somme des indices
de ces solutions \’etant $differen_{\backslash }te$ de z\’ero. Nous allons \’etablir ce th\’eo-
r\’eme en nous plaqant dans les hypoth\’eses moins restrictives c’est-a-
dire en ne supposant pas l’existence d’une valeur $\lambda$ ou l’\’equation
(11) n’admet qu’un nombre fini de solutions. Quant bl $\Omega$ nous suppo-
serons seulement qu’il soit un continu born\’e dans le plan de $|nombres$

$complexes^{1)}($

Soit $\mathfrak{E}^{\lambda}$ l’ensemble de tous les points de $(\mathfrak{E}\times\Omega)$ ayant la m\^eme

abscisse $\lambda$ . Si A est un ensemble dans $(\mathfrak{E}x\Omega)$ , nous d\’esignerons $\mathfrak{E}^{\lambda}A$

par $A^{\lambda}$ . Soit $C$ l’ensemble des solutions $(y, \lambda)$ de l’\’equation (11) en
$(y, \lambda)$ . $C$ est un ensemble ferm\’e, c’est ce que nous avons d\’ej\‘a remarqu\’e
au $n^{o}$ pr\’ec\’edent. Consid\’erons une suite de points de $C:\langle(y_{j}, \lambda_{j})$ }.
$\Omega$ \’etant compact, on peut extraire de la suite ( $\lambda_{j}$ } une suite partielle
convergente $\{\lambda_{j_{k}}\}$ . Soit $\overline{\lambda}$ la limite de cette suite partielle. L’ensemble
{ $ F(y_{j_{k}}, \overline{\lambda})\rangle$ \’etant compact, on peut en extraire une suite convergente
{ $ F(y_{j_{k}^{\prime}} , \overline{\lambda})\rangle$ . Si $\eta$ est la limite de cette suite, on voit sans peine que

la suite $\{F(y_{j_{k}^{\prime}}, \lambda_{j_{k}^{\prime}})\}$ converge vers $\eta$ . Puisque $y_{j}=F(y_{j}, \lambda_{j})$ , $(\eta,\overline{\lambda})$

est une solution de l’\’equation (11) et la suite { $(y_{j}, j_{j})\rangle$ admet une
suite partielle convergeant vers $(\eta, \overline{\lambda})$ . L’ensemble $C$ est donc
compact.

Soit $e$ un nombre positif quelconque. $C$ \’etant compact, il se
‘partage en un nombre fini d’ensembles $C_{1}$ , .. . . , $C_{m}$ tels que deux
points quelconques d’un m\^eme ensemble $C_{j}$ puissent \^etre reli\’es par
une chaine de points de $C$ \‘a chainons moindres que $\epsilon$ et que la distance
de deux ensembles $C_{j}$ et $C_{k}(j\neq k)$ soit au moins \’egale \‘a $e$ . D\’esignons

par $U_{j}$ l’ensemble des points de $(Ex\Omega)$ qui sont \‘a une distance de

$C_{j}$ inf\’erieure \‘a $\frac{e}{2}$ Supposons que $d(\Phi 0, E)\neq 0$ . Le degr\’e topo-

(1) Nous pouvons supposer, comme MM. LERAY et SCHAUDER, que $F(y, ))$ soit d\’efinie
dans $\overline{D},$ $D$ \’etant un ensemble ouvert sur $(\mathfrak{G}\times\Omega)$ . La d\’emonstration $s’ applI$.
quera sans aucune modification essentielle.

(2) Nous supposons ici que $0$ appartienne a Q. Sinon, on remplacerait $0$ par un
point quelconque $)_{0}$ de $\Omega$ .
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logique $d(\Phi_{0}, E)$ \’etant \’egal \‘a la somme $\sum_{j-0}^{m}d(\Phi_{0}, U_{j}^{0})$ , il existe au
moins un indice $j$ pour lequel $d(\Phi_{0}, U_{j}^{0})\neq 0$ .

Prenons une suite de nombres positifs \langle $e_{k}$ } convergeant vers z\’ero.
Posons $e_{1}=e,$ $\Gamma_{0}=C,$ $\Gamma_{1}=C_{j},$ $V_{1}=U_{j},$ $j$ d\’esignant l’indice tel que
$d(\Phi_{0}, U_{j}^{0})\neq 0$ . Nous pouvons d\’efinir comme ci dessus l’ensemble $\Gamma_{2}$

de maniere que deux points quelconques de $\Gamma_{2}$ puissent \^etre reli6s par
une chaine de points de $T_{1}$ \‘a chainons moindres que $e_{2}$ , que si 1 $1^{-\Gamma_{2}\# 0}$

la distanoe de $\Gamma_{2}$ \‘a $\Gamma_{1}-\Gamma_{2}$ soit au moins \’egale \‘a $e_{2}$ et que $d(\Phi_{0}, V_{2})\neq 0$ ,
$\mathcal{V}_{2}$ d\’esignant l’ensembIe des points de $V_{1}$ qui sont \‘a une distance de $\Gamma_{2}$

moindre que $\frac{e_{2}}{2}$ Nous pouvons d\’efinir de la mani\’ere analogue les

ensembles $1_{3}^{\urcorner},$ $\Gamma_{4}$ , . . . . de proche en proche. Alors les propri\’et\’es
suivantes seront v\’erifi\’ees:

$1^{o}$ $\Gamma_{j}\subseteqq\Gamma_{j-1}$ ;
$2^{o}$ Si $\Gamma_{j-1}-\Gamma_{j}\neq 0$ , la distance de $\Gamma_{j}$ \‘a $\Gamma_{j-1}-I_{j}$ est au moins

\’egale \‘a ej;

$3^{o}$ Deux points quelconques de $\Gamma_{j}$ peuvent \^etre reli\’es par une
chaine de points de $\Gamma_{j-1}$ \‘a chainons moindres que $ej$ ;

$4^{o}$ Si $V_{j}$ est l’ensemble des points de $(Ex\Omega)$ qui sont a une
distance de $\Gamma_{j}$ inf\’erieure $aa\frac{\epsilon_{j}}{2}$ , on a $d(\Phi_{0}, V_{j})\neq 0$ .

Les ensembles $\Gamma_{j}$ sont \’evidemment $ferm6s$ . L’ensemble $C=\Gamma_{0}$

\’etant compact, l’ensemble

$r_{j-0}^{\infty}=JI\Gamma_{j}$

n’est pas vide. $\Gamma$ est l’ensemble dont nous voulions d\’emontrer

l’existence. Puisqu’il est le produit des ensembles ferm\’es, il l’est
aussi. Si $\Gamma$ \’etait la somme de deux ensembles ferm\’es et disjoints $A$

et $B$, la distance $\delta$ de $A$ \‘a $B$ serait positive car $C(\sim_{2}\Gamma)$ est compact.
$\Gamma_{\dot{f}}$ contiendrait une chaine A chainons moindres que ej, qui joint un
point de $A$ \‘a un point de $B$ . Si 3 $\epsilon j<\delta$ , $\Gamma_{\dot{f}}$ contiendrait donc un point

$\eta_{\dot{f}}$ qui est distant de $A$ et de $B$ plus de $\frac{\delta}{3}$ . On pourrait extraire de

la suite $\langle\eta j\rangle$ une suite partielle convergente. Le point limite $\eta$ de
cette suite partielle appartiendrait \‘a $\Gamma$ et serait distant de $A$ et de $B$

au moins de $\frac{\delta}{3}$ ce qui est absurde. $\Gamma$ est donc un bontinu. Il reste



Sur les equations fonctionnelles contenant un $param\delta tre$ 119

\‘a d\’emontrer que $\lambda$ prend toutes les valeurs de $\Omega$ le long de $\Gamma$ . Pour
eela il suffit de montrer que $\lambda$ prend toutes les valeurs de $\Omega$ le long
de $\Gamma_{j}$ .

Puisque $(\overline{V_{j}}-V_{j})C=0$ , le degr\’e topologique $d(\Phi_{\lambda}. V_{j}^{\lambda})$ est \ddagger nd6-

pendant de $\lambda$ . Il est different de z\’ero pour $\lambda=0$ . Par suite
$d(\Phi_{\lambda} , V^{\lambda})\neq 0$ pour $\lambda\epsilon\Omega$ . $L’ 6quation(11)$ en $y$ admet donc au moins
une solution. Elle appartient n\’ecessairement a 1 $\acute{j}$ car $CVj=\Gamma_{j}$ . Par
cons\’equent, $\lambda$ prend toutes les valeurs de $\Omega$ le long de $\Gamma_{j}$ .

C. Q. F. D.
8. D\’erivabilit\’e. Nous supposerons ici que $F(y, \lambda)$ soit d6finie

dans $(bx\Omega)$ , completement continue par rapport a $y$ et \’egalement

continue par rapport a $\lambda$ et que l’\’equation (11) n’admette pas de solu-
tions sur la’ frontiere de $(Ex\Omega)$ . Nous supposerons en outre v\’erifi\’ees
les hypotheses suivantes.

A. $F(y, \lambda)$ admet dans $(E\times\Omega)$ la diff\’erentielle $\delta F=G(y, \lambda;\delta y, \delta\lambda)$ .
Plus pr\’ecis\’ement, a un nombre positif $\epsilon$ et \‘a un point $(y, \lambda)da\eta s$

$(E\times\Omega)$ on peut faire correspondre un nombre positif $\rho$ tel que si l’on
pose

$F(y+\delta y, \lambda+\delta\lambda)=F(y, \lambda)+G(y, \lambda;\delta y, \delta\lambda)+\Delta(y, \lambda;\delta y, \delta\lambda)$

on ait
II $\Delta(y,\lambda;\delta y,\delta\lambda)||<\epsilon(||\delta y||+|\delta\lambda|)$

pour $||\delta y||<\rho,$ $|\delta\lambda|<\rho,$ $y+\delta y\epsilon E,$ $\lambda+\delta\lambda\epsilon\Omega,$ $G(y, \lambda;\delta y, \delta\lambda)$ \’etant

lin\’eaire par rapport \‘a $(\delta y, \delta\lambda)$ .
B. La diff\’erentielle $G(y, \lambda;\delta y, \delta\lambda)$ est compl\’etement continue.

Plus pr\’ecis\’ement, \’etant donn\’es un nombre positif $\epsilon$ et un point $(y, \lambda)$

dans $(Ex\Omega)$ , on peut trouver un nombre positif $p$ tel que

$||G(y, \lambda;\delta y, \delta\lambda)-G(z, \mu;\delta y, \delta\lambda)||<\epsilon$ ( $||\delta y||-\vdash$ I $\delta\lambda|$ )

pour $||y-z||<p,$ $|\lambda-\mu|p,$ $Z\epsilon E,$ $\mu\epsilon\Omega$ , et $G(y, \lambda;\delta y, \delta\lambda)$ consid\’er\’ee
comme fonction de $(\delta y, \delta\lambda)$ est completement continue.

Posons
$G(y, \lambda;z, 0)=\theta_{1}(y, \lambda;z)$ , $G(y, \lambda;0,1)=G_{2}(y, \lambda)$ .

C. Si $(y, \lambda)$ appartient \‘a $(E\times\Omega)$ , l’\’equation lin\’eaire en $z$

$z=G_{1}(y, \lambda;z)$

n’admet que la solution $z=0$ .
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Nous allons d’abord \’etablir la proposition suivante:
Si $(y_{0}, \lambda_{0})$ est une solution de (11) on peut trouver un nombre

positrf $p$ tel que l’\’equation (11) en $y$ n’admette pas deux solutions
distinctes dans $|y-y_{0}|<p$ si $|\lambda-\lambda_{0}|<p$ .

En effet, supposons le contraire. Il existerait deux suites de solu-
tions $\{(\eta j, \mu j)\}$ . $\{(\zeta_{j,\mu j})\}$ telles que

$\eta_{j}\neq\zeta_{j}$ , $\eta_{j}\rightarrow y_{0,}$ $\zeta_{j}\rightarrow y_{0}$ , $\mu_{j}\rightarrow\lambda_{0}$ .
On obtiendrait, apres un calcul facile,

$\eta_{j}-\zeta_{j}=\int_{0}^{1}\mu j,$ .
On aurait

$||G_{1}(\eta_{j}+t(\zeta_{j}-\eta_{j}), \mu j;u)-G_{1}(y_{0}, \lambda_{0}|u)||<\epsilon_{J}||u||$ ,

$\epsilon j$ tendant vers z\’ero avec $\frac{1}{j}$ d’o\‘u

$||\eta_{j}-\zeta_{j}-G_{1}(y_{0}, \lambda_{0}j\eta_{j}-\zeta_{j})||<\epsilon_{\dot{f}}||\eta_{j}-\zeta_{j}||$ .
Posons

$\eta_{j^{-\zeta_{\dot{f}}=}}$ II $\eta_{j}-\zeta_{j}||u_{j}$ .
De la suite $\langle G_{1}(y_{0}, \lambda_{0} ; u_{j})\rangle$ on pourrait extraire une suite partielle
convergente. Si $u$ est la limite de cette suite, on aurait

$u=G_{1}(y_{0}, \lambda_{0}|u)$ , $||u||=1$

contrairement \‘a l’hypothese.
Supposons, pour fixer les id\’ees, que l’ensemble $\Omega$ soit connexe.

L’\’equation (11) n’admet pour $\lambda=\lambda_{0}$ qu’un nombre flni de solutions
$y_{0},$ $y_{1},$ $\ldots$ , $y_{m-1}$ , et les indices de ces solutions sont \’egaux \‘a +1 ou
a $-1^{(2)}$. Soient $C$ l’ensemble des solutions $(y, \lambda)$ de l’\’equation (11) et
$C_{j}$ le plus grand continu contenu dans $C$ et contenant $y_{j}$ . Il est
maintenant ais5 de d\’emontrer les propositions suivantes:

L’\’equation (11) admet $m$ solutions et $m$ eeules queue que soit la
valeur $\lambda$ .
(1) Sinon, on prend au lieu de $Q$ le plus grand ensemble connexe contenu dans $O$

et contenant $)_{0}$ .
(2) LERAY et SCHAUDER, loc. cit.
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Le nombre des points contenus dans $C_{j}^{\lambda}$ ne d\’epend pas de $\lambda$ .
Supposons par exemple que

$C_{0}=\ldots.=C_{n-1}$ , $C_{0}C_{n}=0.$ $\ldots$ . . $C_{0}C_{m- 1}=0$ .
Si l’on d\’esigne par $\varphi(\lambda)$ la solution de (11) qui prend la valeur $y_{0}$ pour
$\lambda=\lambda_{0},$ $\varphi(\lambda)$ est continue et prend $n$ valaurs distinctes permutables
dans $\Omega$ . Si $\Omega$ est un domaine simplement connexe, $\varphi(\lambda)$ est n\’ecessaire-
ment uniforme.

D\’emontrons enfin la d\’erivabiht\’e de la fonction $\varphi(\lambda)$ . En diff\’eren-
tiant par rapport \‘a $\lambda$ la relation

$\varphi(\lambda)=F(\varphi(\lambda), \lambda)$ ,

nous obtenons
$z=G_{1}(\varphi^{(\lambda),\lambda;z)+G_{2}(\varphi^{(}\lambda),\lambda)}$

ou $z=\varphi^{\prime}(\lambda)$ . On sait que cette \’equation lin\’eaire en $z$ admet une
solution et une seule $z=\psi(\lambda)$ . Il est \‘a d\’emontrer la relation $\varphi^{\prime}(\lambda)=\psi(\lambda)$ .
Pour cela il suffit de montrer que

$\lim_{)_{\backslash }\rightarrow)_{0}}\frac{\varphi(\lambda)-y_{0}}{\lambda-\lambda_{0}}=z_{0}$ $(z_{0}=\psi(\lambda_{0}))$

car $\lambda_{0}$ est un point quelconque de $\Omega$ . Si l’on pose

$\varphi(\lambda)=\iota/0+(\lambda-\lambda_{0})z_{0}+\chi(\lambda)$ ,

$u=\chi(\lambda)$ satisfait \‘a l’\’equation

$u=G_{1}(y_{0}, \lambda_{0} ; u)+\Delta(y_{0}, \lambda_{0}; (\lambda-\lambda_{0})z_{0}+u,$ $\lambda-\lambda_{0}$).

Soit $e$ un nombre positif donn\’e. $\chi(\lambda)$ s’annulant pour $\lambda=\lambda_{0}$ , on peut
trouver un nombre positif $\rho$ tel que l’on ait

$||\Delta(y_{0}, \lambda_{0} ; (\lambda-\lambda_{0})z_{0}+u,$ $\lambda-\lambda_{0}$) $||<\epsilon(||u||^{1}+|\lambda-l_{0}|)$

pour $u=\chi(\lambda),$ $|\lambda-\lambda_{0}|<\rho,$ $\lambda\epsilon\Omega$ . Prenons une suite quelconque con-
vergeant vers $\lambda_{0}$ et posons

$u_{j}=x(\mu j)$ , $u_{j}=||u_{j}||v_{j}$ .
On aura alors

Il $v_{j}-G_{1}(y_{0}, \lambda_{0} ; v_{j})$ Il $<\epsilon_{j}\{1+\frac{|_{\mu_{\dot{f}}}-\lambda_{0}|}{||u_{j}||}\}$ , $||v_{j}||=1$
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$Gj$ tendant vers z\’ero avec $\frac{1}{j}$ Si l’on avait

$\varlimsup_{\dot{g}\rightarrow\infty}\frac{||u_{j}||}{|_{\mu_{\dot{f}}}-\lambda_{0}|}>0$ ,

on aurait

$\lim_{k\rightarrow\infty}\{v_{\dot{J}_{kk}^{-G_{1}(y_{0},\lambda_{0},v_{j})I}}=0$ , $I|v_{J_{k}}||=1$

en choisissant convenablement la suite d’entiers croissants $\langle j_{k}\rangle$ . On
pourrait supposer que la $s6$rie $\{G_{1}(y_{0}, \lambda_{0} ; v_{J_{k}})\}$ soit convergente. $\cdot$ Soit
$v$ la limite de cette suite. On aurait alors

$v=G_{1}(y_{0}, \lambda_{0} ; v)$ , $||v||=1$

contrairement \‘a l’hypothese. On doit donc avoir

$\lim_{\lambda\rightarrow)_{0}}\frac{x^{(\lambda)}}{\lambda-\lambda_{0}}=0$ . C. Q. F. D.

Remarque. Si $\Omega$ est le cercle $|\lambda|<R,$ $\varphi(\lambda)y$ est r\’eguliere. On
a donc le d\’eveloppement

$\phi\lambda)=\sum_{n-0}^{\infty}\beta_{n}\lambda^{n}$ .
On peut \’etendre les r\’esultats obtenus jusqu’ici aux \’equations contenant
plusieurs param\’etres.


