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1. CONTINUITE

1. Points semi-réguliers, points semi-singuliers. Soit donnée une
équation différentielle® :

(1) —= =f,9).
, X

Nous appellerons point semi-singulier a droite (gauche) de cette équa-
tion tout point (%o, %) tel que quelque petit que soit le nombre positif
8, il existe au moins deux solutions de (1) prenant la valeur ¥, pour
x = et ne coincidant pas dans l’intervalle 2 S 2o+ 8 (Lo —8 < 20).
Le point qui n’est pas semi-singulier a droite (gauche) s’appelle semi-
régulier a droite (gauche). '

Soit go(x) une solution de (1) continue dans l'intervalle 02 < a
et s’annulant pour x = 0, et supposons la fonction f(x,y) continue
dans ’

(2) 0<z<a, |ly—m@)|<Z0b,

a et b étant deux nombres positifs. Nous dirons qu’il existe une solu-
tion @i(x) de (1) continue dans 0 < x < a et differente de @o(x) et que
s’tl existe sur la courbe y = @o(x) des points semi-s'inguliefrs a droite
on peut prendre pour ¢i(x) une solution s’annulant pour x =0.
Supposons d’abord que la courbe y = go(x) est formée des points
semi-réguliers & droite. Nous prenons alors une suite de points {7;}
convergeant vers zéro. Désignons par y = {{(x) une solution de (1)
prenant la valeur »; pour x = 0. La fonction y;(x) tend uniformément
vers go(x) dans 0 < = < a lorsque j— o . On peut donc prendre pour
@1(x) 1a fonction r{(x) correspondant a l'indice assez grand.
Supposons ensuite qu’il existe sur la courbe y = g@o(x) des points
semi-singuliers a droite. f(x,y) étant continue dans (2) le module
|f(x,y)| n’y surpasse pas un certain nombre fini ‘M. Prenons un

nombre £ tel que 0 <<a—§ < EI")AT . S’il existe des points semi-singu-

liers 4 droite dans l’intervalle £ < x < a, il y a au moins une solution
y = ¥(x) bifurquant de la solution y = g@y(r) en un point d’abscisse
x; entre £ et a. Y (x) est nécessairement continue dans l’intervalle

1) ‘La variable; « est réelle mais Y un vecteur variable dans i’espace an dimensions,

de sorte que l’équation unique (1) est équivalente & un systime des n équa-
tions différentielles :

dyj .
Y =f.‘7'(x’ylr----’y'n) (.7=19 2, ..., ).
dx
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r1<x=a. Il suffit donc de poser @i(x) = go(xr) pour 0 <z <z, et
o1(x) = Y(xr) pour 3 < <a. Désignons par « la borne supérieure
des abscisses des points semi-singuliers a droite isitués sur la courbe
¥ = @u(x). Il reste a considérer le cas ou 0 <a<la. Si (z, gula))
est un pomt semi-régulier 4 droite, il existe une suite de points semi-
singuliers 4 droite {(aj, Pola) } convergeant vers («, @@ ). Désignons
par y = +(x) une solution de (1) prenant la valeur g¢z) pour z = a;
et ne coincidant pas avec @o(x) dans ;<2 <a. +,(x) converge
uniformément vers g¢o(x) dans a2 <a. Il suffit donc de poser
@1() = @o(x) pour 0 < 2 < oy et @i(xr) = r(x) pour o;<2<a, s dési-
gnant un indice suffisamment grand.

Supposons enfin le point (a, ¢(2)) simi-singulier & droite. La sec-
tion par I’hyperplan # = a+8 de I’ensemble des courbes intégrales de
(1) passant par (z, ¢(a)) est un continu C ne se réduisant pas a un
point pourvu que le nombre positif & soit convenablement choisi. Si
I’on prend dans ce continu un point (a+8, B) assez voisin de («+S$,
@la+8)), la solution y=+r(x) de (1) prenant la valeur 8 pour x=a+3
est nécessairement continue dans l’intervalle a+8<<xr<a. Il y a au
moins une solution y = +yr(x) prenant la valeur @(a) pour = = a et la
valeur 8 pour z = a+8. Il suffit donc de poser @i(x) = @o(x) pour
0Sr=<a, p1(¥) =+v2() pour a<zx<a+3 et ¢ (xr) = yu(r) pour
a+d xS a.

De ce qui précéde nous pouvons conclure immédiatement que si
U equation (1) n’admet qu’une solution s’ annulant pour x = 0 et continue
dans Uintervalle 0 <.x < a, les points de la courbe intégrale sont tous
semi-reguliers da droite.

2. Cas de l’intervalle fermé a gauche. Soit donnée une équation
différentielle contenant un paramétre® '

€ . :
Supposons que I’équation différentielle
(4) D — f@,y,0)
x

n’admette qu’une solution ®y(x) s’annulant pour x = 0 et continue dans

(1) y désigne un vecteur variable dans l’espace & n dimensions et » un vecteur
variable dans I’espace & m dimensions, de sorte que ’équation unique (3) est
équivalente au systéeme différentiel

d .
d"J =@ Yty Ui ) (G=1,2, .00, 0),
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Pintervalle 0 <z < a et que f(z,y,4) soit continue dans -
(5)  0<z<a, ly—p@)I<d, |2]<Ze.

Alors I’équation (3) admet au moins une solution s’annulant pour =0
et continue dans 0 < x < a pourvu que |A4| soit assez petit et cette
solution converge uniformément vers @o(z) dans 0 <z < a.

Si done I’équation (1) admet, quelle que soit la valeur 2 (12| <¢)s
une solution y = @ (x, 4) et une seule s’annulant pour z =0 et continue

dans 0 <z <a, la solution @(x, 1) considérée comme fonction de (x, )
est continue dans

ng’ga9 ldléc.

3. Cas de Pintervalle ouvert a gauche. Avant d’aborder I’équa-
tion (8) faisons une remarque trés simple analogue a celle du n° 1.

Soit ¢@o(x) une solution de (1) continue dans 0 <z <,a et supposons
que f(x,y) soit continue dans ,

0<z<a, |y—ol) =B,

‘B(x) désignant une fonction continue dans 0 <<x < a. Sil’équation
(1) n’admet qu’une solution continue dans 0 xr < a, les points de la
courbe y = qo(x) sont tous semi-réguliers a droite. '

En effet, supposons qu’il existe sur la courbe y = ¢o(x) un pomt
semi-singulier & droite (£,7). Alors le résultat au n°® 1 s’applique a
Pintervalle £ <2z <a. Il y a donc au moins une solution y~(x) prenant
la valeur  pour z = £, continue dans § <z < a et ne coincidant pas
avec @o(x). Si I’on pose @i(x) = g@o(x) pour 0 <z ¢ et @i(x) = ()
pour £ =z <a, ¢(x) est une solution de (1) continue dans 0 <x$a
et ne coincidant pas avec go(x).

Cela posé, considérons léquatlon 8) et supposons que f,y,2)
soit continue dans®

(6) 0<z<a, ly—p@|=BwR), |lil=c,

@o(x), B(x) étant des fonctions continues dans 0 <zx<a. Si léqua-
tion (3) admet, quelle que soit la valeur 2, une solution et une seule
continue dans 0 <x < a, ¢(x,A) considérée comme fonction de (x,2)
est continue pour

(1) On peut remplacer l'intervalle 0 <x<a par — o <zx<a, car e nombre0
ne joue aucun role important.
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0<x§_a’ Illéc‘

Car quelque petit que soit le nombre positif &, ¢ (x,4) tend uni-
formément vers @(x, 4) dans § < a < a lorsque 2— 4.

I1I. DERIVABILITE

4. Cas de lintervalle fermé a gauche. Soit @o(x) une solution
de (4) s’annulant pour x = 0 et continue dans 0 < z < a et supposons
que f(r,y,4) et ses dérivées partielles f,/(x,y,4), fi(x,y,A) soient
continue dans (5). L’équation (8) n’admet qu’une solution y = ¢(z, 2)
s’annulant pour x = 0 quelle que soit la valeur 2. Si le nombre v est
est assez petit, la fonction ¢(z, 2) est continue dans

(7) . 0=z=xa, lAixv, .

c’est ce qui résulte des propositions établies aux n* 1, 2. Nous allons
maintenant montrer ’existence et la continuité de la dérive partielle
oz, A1),  Désignons par g(x,2), h(x,2) les fonctions que nous
obtenons en posant y = @(x, 1) dans f,/(%,y,2), fi(x,y,4). Ces
fonctions sont continues dans (7). S’il existe la dérivée partielle
Pi(x, 4), elle doit coincider avec la solution z = +(z, 2) de

dz
(8) | do = g(z, A)Z+h(x.l)

s’annulant pour £ = 0. +(x,2) est continue dans (7). Il suffit donec
de démontrer par exemple la relation

lim 2&. A—
A0 A

—2®) _ yir) (i) = ¥z, 0)) .
Pour cela nous posons

P, 2) = @o(@) + Aro(x) + x(ac, A) .

La relation que nous voulons établir devient

lim xX®4 _ o
A0 A

(1) Ce théroéme déja classique sert de lemme i la démonstration du théoréme que
nous établirons au n° suivant et il ne serait pas sans intérét de montrer com-
ment on peut appliquer les tbéorémes de comparaison 4 la démonstration de
ce théoréme.
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L’équation 4 laquelle satisfait la fonction u = y(x, ) est

le_ = K(z, u, )

k(x, u, 2) = flx, po+ Nro+u, A)—f(x, o, 0)
—2{Fi(@, por O)go(@) + £, 0, 0) } -

Soit ¢ un nombre positif quelconque. On peut trouver un nombre
positif & tel que 'on ait

‘f;(x, Y, l)—f;(x, Py 0) ‘ < S ’ If),\(x) Y, R)_—f)/\(x’ @0, 0) ' < €
pour '
0<zr=<a, |y—el)!<s, [2]<8.

@(x, 2) étant continue dans (7), il existe un mombre positif p tel que
I'on ait
| Aro() +xl, 2) | <8, p<8

pour | 2| <p. Nous aurons alors

| ke, u, )| <G |u|+e(M+1)|2]
pour

0<z<a, u=x2a, 12]<p,

en supposant : .

@,y G, |[dv@)| =M.

Puisque x(x,4) s’annule pour x =0, on peut la comparer avec la
solution s’annulant pour x = 0 de 1’équation différentielle

AU _ GU+e(M+1)|4] .
dx _
Nous obtenons ainsi

| x@, )| < e“M+G1) |41 (gos—1)

pour 0<x<a, [A] = p, ce qui démontre la relation voulue.

Remarque 1. On peut supposer que y et 2 soient des variables
complexes. Alors la dérivabilité de ¢fx, ) par rapport a 2 dans (7)
entraine la régularité de @(x, 1) par rapport a A2 dans
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0=r=<a, 2] <.

Par suite on a
o, ) = nE_%cpn(x)l” )

la convergence étant uniforme dans 0 a2 < a, |2| <4 (<vw).

Remaruque 2. Il est aisé d’étendre les résultats précédents aux
équations différentielles

dy;
dx

=~f}(x’y1:f-°-)yn;21,....,lm) (j=1,2,....,'n).

5. Cas de l’intervalle ouvert a gauche. Soit @o(x) une solution
de (4) continue dans 0 <z < a, et supposons que f(x,y,2) et ses
dérivées partielles f,(x, y, 2), fi(x, y, ) soient continue dans (6) et que

1@, y, )| <G, |filzy )< HE).

Nous allons démontrer le théoréme suivant.

St l'on a, en posant n(x) = eg G(x)dx,

r(x) = O(B@), r(x) = 0OkHhk)), Sac I;’[((:)) g — O(:—g%
. 0 .

pour x— +0, Uéquation (8) n’admet, quelle que soit la valeur 2,
gu’'une solution telle que y = q@o(x)+ o (r@) )P pour x— +0. Si le
nombre v est assez petit, cette solution y = p(x, A) est continue et admet
la. derivée partielle continue @i(x,2) dans

(9) 0<z<ea, [2]x~.

Il est aisé de démontrer I'unicité de la solution telle que
y = go(x)+o(r(x)). Puisque

[f, y, )—f(2, (@), 0) | < G(x) |y—go(x) | +H(x)|2],

on peut comparer la solution ¢(x, 2) avec celle de I’équation

(1) On peut remplacer cette condition par

¥ — @) | _

lim @)

x>+0
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Y _ G)Y+|1| H).
dx

Posons

2@ = @) | %I%dx
0

et désignons par ¢ un nombre positif tel que I'on ait y@(x) << B (x)
pour 0 <z < a. ¢(x,) est continue et satisfait a 1’inégalité

| p(, D) —po(x) | < | 2] V()

dans (9). En portant l'expresssion y = o@(z,4) dans f,(=,9,4),
£ (x, 9, 2) nous obtenons les fonctions g(x, 2), h(x, A) continues dans (9)
et satisfaisant aux inégalités

lg@, D <G, |h, )| < H@).

L’équation différentielle linéaire (8) admet donc une solution et une
seule continue dans 0 <<z < a et satisfaisant a 2z =o(r(x)). Nous la
désignerons par z=+(x,4). Elle est aussi continue dans (9) et
satisfait a I’'inégalité

(2, )| < V) .

11 est & démontrer la relation @} (z,2) = ¥(=, ). |

Soit & un nombre positif quelconque. Désignons par y=g(z, 2, 5)
la solution de (3) prenant la valeur g¢¢8) pour x =8. On démontre
comme plus haut que ¢(x, 4,8) considérée comme fonction de (z,2)
est continue et satisfait a l’mégahté

| p(z, 2, 8)—agn(x) | < | 2] P(x)
pour

(10) 3<z<a 2] Z .

En portant l’expresSion y = @(z, 4,8) dans f)(x,y, 1), fi(z,y, ), nous
obtenons des fonctions g(z, 4, 8), k(x, 4, 8) continues dans (10). Dés1gnons
par z = {(x, 4, 8) la solution de I’équation

dz

= g(x, 2, 8)z+ h(x, 4, d)
dx

s’annulant pour x =38. «(x,4,8) considérée comme fonction de (z, 4)
est aussi continue dans (10) et satisfait a 1’inégalité



“

Sur les équations fonctionnelles contenant un paramétre 116

[y, 2, )| < P() .
On sait de plus que @i(z, 2, 8) coincide avee ¥ (z,4,8). Si
lwil <o, pi—ad, 8 —0,

la fonction @(x, y;, ;) tend uniformément vers o(x,4) dans tout
intervalle fermé 8§ < r < a, & désignant un nombre positif quelconque.
En effet, I’'inégalité

{ pal, 4, 8)—gi(x) | = G(») ¥(x) + H(z) | 2|

montre que la suite {p(x, pj, 8,)} est également continue dans 0<z < a.
On peut done en extnaire une suite partielle uniformément convergente
dans tout intervalle fermé 8§ < <a. La limite de cette suite est
nécessairement la solution de I’équation '

' “@‘ =f(x’y' 10)
C de

satisfaisant & 1'inégalité |y—go(x) | < | 4| #(x) dans 0 <z <a. Elle
coincide donc avec ¢(x,4). On en conclut que quelque petit que soit
le nombre positif &, @(x, 4, £) converge uniformément vers o(x, 1)
dans (10) lorsque £ — 0. Par suite les fonctions g(z, 4, §) convergent
uniformément vers g(z,4), k(x,2) dans (10) lorsque £§—0. On en
conclut comme plus haut que +(z, 4, &) converge unlformément vers
Y(z, 2) dans (10) lorsque £ —0. En remarquant que

p(x, 4, §) = go(x) + S Yz, 4, £)dA

on obtient
A
o, 2) = o(@) + j Wi, D)dA .
‘ , 0

En dérivant cette relation- par repport a 2, on obtient la relation
voulue.

Remarque 1. Si f(x,y, 4) est réguliere par rapport a (y, 4, oz, &)
est réguliére par rapport a 4.

Remarque 2. Il est aisé d’étendre les résultats au cas des équa-
tions différentielles simultanées contenant un nombre fini de parameétres.
Mais pour obtenir des propositions qui s’appliquent & des problemes
concernant les équations différentielles et intégrales, il est préférable
de traiter les problémes analogues dans I’espace abstrait.
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III. EQUATIONS FONCTINNELLES

6. Continuite. Soient € un espace linéaire, normé et complet®,
E un ensemble ouvert dans € et £ un ensemble dans le plan de nombres
complexes®, Soit F(y, ) une fonction définie dans (E x £), compléte-
ment continue (vollstetig) par rapport a ¥® et également continue par
rapport a A¥. Nous voulons étudier ’équation en ¥ :

(11) O\(y) =y—F(y,2) =o.

Si le degré topologique d(@,, E) de la transformation @, dans E n’est
pas nul®, I’équation (11) admet au moins une solution®. Sz I’équation
(11) n’admet qu’une solution y = @(2) quelle que soit la valeur 2, o(2)
est continue dans 2.

En effet, soit 4 un point de 2. Si @(x) n’était pas continue en
A0, on pourrait trouver une suite de points {u;} dans 2, convergeant
vers 4 et telle que toute suite partielle de { @ (u;) } ne converge pas
vers ¢(do). F(&, i) étant compact, on pourrait supposer que la suite
{F(g(u;), A)} converge vers un point 7, en prenant, s’il est nécessaire,
une suite partielle. A un voisinage V de o on pourrait faire corres-
pondre un nombre positif & tel que 'on ait

F(p(ps) s ps)—Flp(pi), ho)eV

pour |u;—A| <8. La suite { F(g(uy, y;)} convergerait donc vers 7.
Puisque ¢(u;) = F(p(u), pj) » on obtiendrait 7 = F(n, 1), ce qui exige
n = @(4). La suite {p(u;)} convergerait done vers ¢(4) contrairement
a I’hypothése.

(1) Espace de M. BANACH.

(2) On peut supposer, d’une maniére plus générale, que Q soit un ensemble dans
un certain espace distancié.

(8) Cela veut dire que F(y,)) considérée comme fonction de y est continue dans
E et que I'image F(E,?) de K est compacte. E désigne I’ensemble de fermeture
de E.

(4) C’est-a-dire, & chaque voisinage U de o et a4 un point ), de Q on peut faire

. correspondre un nombre positif & tel que l'on ait F(y,»)—F(y, )€U pour
|2—2| <8, »eQ quel que soit le point y dans E.

(5) On peut remplacer cette hypothese par F(E,») S E si E est convexe. On peut
alors supposer que & soit un espace de HAUSDORFF, linéaire et localement
convexe. Voir TYCHONOFF, Ein Fixpunktsatz, Math. Ann., 111 (1936).

(6) Voir LERAY et SCHAUDER, Topologie et équations fonctionnelles, Ann. Ec. norm.,
51 (1934). Nous supposons que la valeur que prend la foction F(y,?) soit un
point de & et que y ¥ F'(y,}) pour ye E—E.
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Remarque. On voit de méme que !’ensemble des solutions (y,2)
de Uéquation (11) est fermé sur (€ x ). Nous emploierons désormais
les mots ferme, ouvert, continu etc. par rapport a2 (Ex9), s’iln’y a
pas de mention contraire.

7. Généralisation d’un théoréeme de MM. LERAY et SCHAUDER.
MM. LERAY et SCHAUDER ont démontré Uerxistenc d’un continu de
solutions le long duquel 2 prend toutes les valeurs de £, en supposant
que 2 soit un segment et que U'équation (11) n’admette qu’un nmombre
fini de solutions pour une certaine valeur i de A, la somme des indices
de ces solutions étant differente de zéro. Nous allons établir ce théo-
réme en nous placant dans les hypothéses moins restrictives c’est-a-
dire en ne supposant pas I’existence d’une valeur 2 ou I’équation
(11) n’admet qu’un nombre fini de solutions. Quant & £ nous suppo-
serons seulement qu’il soit un continu borné dans le plan de mombres
complexes?. :

- Soit €& I’ensemble de tous les points de (Ex£) ayant la méme
abscisse 2. Si A est un ensemble dans (€ x £2), nous désignerons G* A
par A*. Soit C ’ensemble des solutions (y,4) de I'équation (11) en
(y,2). C est un ensemble fermé, c’est ce que nous avons déja remarqué
au n° précédent. Considérons une suite de points de C: {(¥;,4) } .
2 étant compact, on peut extraire de la suite {4;} une suite partielle
convergente {4; } . Soit 7 la limite de cette suite partielle. L’ensemble
{ F(y;,,7)) étant compact, on peut en extraire une suite convergente
(F(y,-llc ,2)) . Si 2 est la limite de cette suite, on voit sans peine que

la suite { F'(yy,47)) converge vers n. Puisque y; = F(y;, %), (n,2)

est une solution de I’équation (11) et la suite {(y;,/;)) admet une
suite partielle convergeant vers (7,2). L’ensemble C est donc
compact. ’ »

_ Soit ¢ un nombre positif quelconque. C étant compact, il se
partage en un nombre fini d’ensembles Ci, ...., Cn tels que deux
points quelconques d’un méme ensemble C; puissent étre reliés par
une chaine de points de C & chainons moindres que ¢ et que la distance
de deux ensembles C; et Cy(j==k) soit au moins égale 4 ¢. Désignons
par U; ’ensemble des points de (E x £) qui sont a une distance de

C; inférieure a Supposons que® d (@, E)=+0. Le degré topo-

£

5 -

(1) Nous pouvons supposer, comme MM. LERAY et SCHAUDER, que F(y, ») soit définie
dans 1, D étant un ensemble ouvert sur ($xQ). La démonstration s’appli-
quera sans aucune modification essentielle.

(2) Nous supposons ici que 0 appartienne 4 Q. Sinon, on remplacerait 0 par un
point quelconque 3, de Q.
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logique d(®,, E) étant égal a la somme 2 (@, Uy, il ex1ste au
moins un indice j pour lequel  d(@., U == 0.

Prenons une suite de nombres positifs {e.} convergeant vers zéro.
Posons ey =¢, Io=C, I =C;, V1= U;, j désignant I'indice tel que
d(d, UY) =l= 0. Nous pouvons définir comme ci:dessus ’ensemble /3%
de maniére que deux points quelconques de /3% puissent étre reliés par
une chaine de points de I'; a chainons moindres que ez, que si 1,—13==0
la distance de I> a I1— /2 soit au moins égale a e2 et que d(&y, V2)=+0,
V. désignant I’ensemble des points de V; qui sont a une distance de 7>

moindre que 3—22 . Nous pouvons définir de la. maniére analogue les

gnsembles Is, Ihi, .... de proche en proche. Alors les propriétés
suivantes seront vérifiées :

1° IisThiag _ v

20 Si I;.1—I3=%=0, la distance de I; a Ij1—1; ,eét- au moins
égale a ¢ ; ‘ ' ‘ :

3° Deux points queleconques de I; peuvent étre reliés par une
chaine de points de [} a chainons moindres que e;;

4° Si V; est I'ensemble des points de (E'x¥£) qui sont & une

distance de [} inférieure a iz’l , on a d@, V)==0.

Les ensembles 7 sont évidemment fermés. L’ensemble C = I
étant compact, 1’ensemble : .

r=1rr;
=0
n'est pas vide. [I" est I’ensemble dont nous voulions démontrer
I'existence. Puisqu’il est le produit des ensembles fermés, il I'est
aussi. Si I” était la somme de deux ensembles fermés et disjoints A
et B, la distance & de A 4 B serait positive car C(> I') est compact.
I'; ‘contiendrait une chaine a chainons moindres que ¢, qui joint un
omt de A a un point de B. Si3¢ <3, D contiendrait done un point

n; qui est distant de A et de B plus de 5 . On pourrait extraire de

la suite {#;)} une suite partielle convergente. Le point limite » de
cette suite partielle appartiendrait a I" et serait distant de A et de B

au moins de g , ce qui est absurde. I" est donc un ¢tontinu. Il reste
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a démontrer que 4 prend toutes les valeurs de 2 le long de I'. Pour
cela il suffit de montrer que A. prend toutes les valeurs de £ le long
de I3;.

Puisque (V;—V;)C =0, le degré topologique d(®,, V}) est indé-
pendant de 4. II est différent de zéro pour 2A=0. Par suite
d(®,, V*)==0 pour 1eL2. L’équation (11) en y admet donc au moins
une solution. Elle appartient nécessairement 4 [ car CV; = I;. Par
conséquent, 4 prend toutes les valeurs de 2 le long de 7.

, : ’ C. Q. F.D.

8. Dérivabilité. 'Nous supposerons ici que F'(y,4) soit définie
dans (E x £2), complétement continue par rapport 4 y et également
continue par rapport & 4 et que 1’équation (11) n’admette pas de solu-
tions sur la frontiére de (E'x £2). Nous supposerons en outre vérifiées
les hypothéses suivantes. «

A. F(y, ) admet dans (E x 0) la différentielle 8F' = G(y, 4 ; 8y, 82).
Plus précisément, a un nombre positif ¢ et 4 un point (y,4) dans
(E x £) on peut faire correspondre un nombre positif p tel que si 'on
pose fo

F(y+8y,A+82) = F(y, )+ Gy, 4; 8y, 82) + 4(y, 2; 3y, 82)
on ait ,‘
Il 4(y, 2; 8y, 8D || < e(ll8yll + [82])

‘pour || 8y |<<p, |84] ’<p, Yy +8yekE, A+ SAe@, G(y,Z;Sy,Sl) étant
linéaire par rapport a (8y, 82).

B. La différentielle G (y, a;3y,82) est complétement continue.
Plus précisément, étant donnés un nombre positif e et un point (y, 2)
dans (F x 2), on peut trouver un nombre positif p tel que

| Gy, 2; Sy, S)— Gz, u; 8y, 1) || < e (1| Sy |l + |82])

pour |ly—z|l<p, |12—ulp, 2¢E, pe2, et G(y,2;dy,sA) considérée
comme fonction de (8y, 81) est complétement continue.
Posons

G(y, ;2 0) =Gi(y,4;2), G¥,2;0,1) = Gy, ) .
C. Si (y, 2 appartient a (Ex ), I'équation linéaire en z
2= Giy,2;2)

n’admet que la solution z = 0.
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Nous allons d’abord établir la proposition suivante :

St (Yo, A0) est une solution de (11) on peut trouver un nombre
positif p tel que Uéquation (11) en y n’admette pas deux solutions
distinctes dans [y—yo | <<p st |Ai—d ] <p. .

En effet, supposons le contraire. Il existerait deux suites de solu-
tions {(@s, p3)} , {(§s, pa)} telles que - o

=8>, =Y, Ci—Y, pi—h.

On obtiendrait, aprés un calcul facile,
L | o
N;—Ci = j G1(75+ E(L5—14), ps, $—15) dt .
, . 0 » A
On aurait

|| Gr(m;+ t(Cj—’?j): pi3 W—G1(yo, dos w) || <ejllull,

1 <
e; tendant vers zéro avec 5 d’ou

| 25— &—G1 (Yo, 405 7;—C3) Il < eill —C5 1] .
Posons
7—Ci = 11 1—C5ll us .

De la suite {Gi(y, 40; 4;))} on pourrait extraire une suite partielle
convergente. Si u est la limite de cette suite, on aurait

u = G, 2o u), |lujl=1

contrairement a ’hypothése.

Supposons, pour fixer les idées, que ’ensemble 2 soit connexe®.
L’équation (11) n’admet pour A =4 qu'un nombre fini de solutions
Yos Y15 «-- > Ym-1, €t les indices de ces solutions sont égaux a +1 ou
a —1®, Soient C I’ensemble des solutions (y, 1) de I’équation (11) et
C; le plus grand continu contenu dans C et contenant y;. Il est
maintenant ais? de démontrer les propositions suivantes :

L’équation (11) admet m solutions et m seules quelle que soit la
valeur A. '

-

(1) Sinon, on prend au lieu de Q le plus grand ensemble connexe contenu dans Q
et contenant 2,.
(2) LERAY et SCHAUDER, loc. cit.
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Le nombre des points contenus dans C} ne dépend pas de 2.
Supposons par exemple que

Co=....= n-1y. CoCn=0, ..V.A., CoCm_1=0.

Si I'on désigne par () la solution de (11) qui prend la valeur ¥, pour
A =12, p(2) est continue et prend = valaurs distinctes permutables
dans £. Si 2 est un domaine simplement connexe, ¢(4) est nécessaire-
ment uniforme.

Démontrons enfin la dérivabilité de la fonction ¢(2). En différen-
tiant par rapport a A la relation ‘

P(2) = F(p(A), 1),
nous obtenons

2 = Gip(Q), 4; 2) + Ga(p(2), A)

ou z=¢’()). On sait que cette équation linéaire en z admet une
solution et une seule z=+-(1). Il est & démontrer la relation @’(2)=+(1).
Pour cela il suffit de montrer que

y?ﬂ%%@=% (20 = ¥ (A)
 — -0 -

car 4, est un point queleconque de 2. Si I’on pose
P(2) = Yo+ (A—2A)zo+x(3) ,
u = x(4) satisfait a I’équation
u = Giyo, do; u) + A(yo, 20; (A—A)zo+u, A—A0).

Soit e un nombre positif donné. x(2) s’annulant pour i = 2, on peut
trouver un nombre positif p tel que I'on ait

| d(yo, 205 (A—2z0+u, 2—2) || <<e([lull + |A—2])

pour u = X(4), |Ai—a | <p, e 2. Prenons une suite quelconque con-
vergeant vers A, et posons

u; = x(us) u; = || uill v .
On aura alors

| vi— Gi(yo, 405 v5) || < &5 {1+M} , Hvill=1
lusl|
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e; tendant vers zéro avec %— . Si I'on avait

Tm %l S0,

® J>o0 I l“‘j—— 10 '
on aurait

lim {v;, — Gi(yo, &0, 23)} =0, oIl =1

en choisissant convenablement la suite d’entiers croissants {Jjxz}. On
pourrait supposer que la série {Gi(%o,40; v5)} soit convergente.. Soit
v la limite de cette suite. On aurait alors

v = G1(yo, 40; V), ol =1
contrairement a 1’hypothése. On doit donec avoir
lim XA _ ¢, C.Q.F.D.
1=y A—4Ao

Rerhérque. Si 2 est le cercle |1]| << R, @(2) y est réguliere. On
a donc le développement .

‘p(l) =gﬁn‘l" .

On peut étendre les résultats obtenus jusqu’ici aux équations contenant
plusieurs parameétres.



