UBER DIE DIFFERENTIALGEOMETRIE VON
KEGELSCHNITTEN IM DREIDIMENSION-
ALEN PROJEKTIVEN RAUME

Von
Akitsugu KAWAGUCHI

Neuerdings hat die Untersuchung iiber die projektive Differential-
geometrie bedeutende Fortschritte gemacht, besonders italienischen
Mathematikern® miissen wir fiir ihre grossen und achtungswerten
Bemiihungen danken. Aber es scheint mir doch so, als ob sie sich alle nur
von solchem Gesichtspunkte damit beschédftigen, dass die Raumelemente
Punkt, Gerade oder Ebene sein sollen, mit anderen Worten, die betref-
fenden Mannigfaltigkeiten sind nur Kurven, Fldchen, Geradenkomplexe
und Geradenkongruenze. Diese Beschrinkung der Raumelemente ist
aber nicht notwendig, sondern wir kénnen natiirlich durch Annahme
anderer Raumelemente viel wichtigere Resultate erreichen, zudem sind
die Resultate auch geometrisch sehr interessant. Vor allem eignen sich
der Kegelschnitt und die Fliache zweiter Ordnung hierzu, da sie durch
eine projektive Transformation auch noch Kegelschnitt oder Fliche
zweiter Ordnung bleiben, d.h. sie haben eine projektiv invariante
Eigenschaft. Ausserdem habe ich friiher bewiesen®, dass jede einein-
deutige, stetige Punkttransformation eine projektive Transformation
sein muss, wenn dabei jeder Kegelschnitt oder jede Fliche zweiter
Ordnung auch ein Kegelschnitt oder eine Flidche zweiter Ordnung bleibt,
und dass jede eineindeutige stetige Beriihrungskegelschnittstransfor-
mation eine projektive Transformation ist. Aus diesem Grund habe
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Untersuchungen gemacht.

(2) A. KAWAGUCHI: On collineation and correlation, Japanese Journal of Mathe-
maties, Bd. 3, 1927, S. 139-144.
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ich schon die Kegelschnittsgeometrie in der Ebene. ferner die Geometrie
von Hyperflichen zweiter Ordnung im n-dimensionalen Raume be-
griindet®. Andererseits ist bis jetzt die Differentialgeometrie von Kegel-
schnitten im dreidimensionalen projektiven Raume noch nicht behandelt
worden, obgleich sie schon von F. KLEIN in seinem Erlanger Programm
als ein Problem hingestellt wurde, das uns einen guten Untersuchungs-
stoff geben konnte. Der algebraische Teil der Kegelschnittsgeometrie
wurde jedoch von einigen Mathematikern® ziemlich eingehend be-
handelt, da er eine von der Belgischen Akademie herausgebrachte
Preisaufgabe ist®. Dieser Preis scheint bisheute noch nicht erworben zu
sein. Die dieser Untersuchung im Wege stehende Schwierigkeit diirfte
darin seinen Ursprung gefunden haben, dass man kein einigermassen
bequemes Koordinatensystem eines Kegelschnittes® finden konnte.

In dieser Abhandlung mochte ich die Differentialgeometrie von
Kegelschnittsystemen im projektiven dreidimensionalen Raume Es mit
Hilfe eines sehr bequemen Koordinatensystems behandeln®, indem man
meine Theorie iiber Kegelschnittsgeometrie in der Ebene und die
Flichentheorie von G. FUBINI® oder die Kurventheorie von G. SANNIA®
passend zusammensetzt.

Die Theorie von Kegeln im Raume E5 ist bekanntlich zu der jetzigen
Theorie dual, da der Kegel sich zu einem Kegelschnitt genau so verhélt.

(8) Ueber projektive Differentialgeometrie I-V, Tohoku Mathematical Journal, Bd.
28-30, 1927-28.

(4) z.B. R. A. JouNsoN: The conics as a space element, Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, Bd. 15,1914; und C.G. F. JAMES: Analyticrepresen-
tation of congruences of conics, Proceedings of the Cambrige Philosophical
Society, Bd. 21, 1922-23.

(6) 1908.

(6) Ueber Koordinatensysteme eines Kegelschnittes im Raume siehe: REYE: Crelles
Journal, Bd. 82, 1876, S. 54-83; SPOTTISWOODE: Proceedings of the London
Mathematical Society, 1878, S. 185-196 ; P. VAN GEER: Archieves Néerlandaises,
1888, S. 58-90; GODEAUX : Bulletin de 1’ Acad. de Bélgique, 1908, S. 896-902.

(7) Einen Teil dieser Untersuchung fand ich bereits in einem kurzen Bericht des In-
ternationalen Kongresses von Mathematikern in Bologna (1928) und auch in den
* Proceedings of the Imperial Academy,”” Japan, Bd. 4, 1928 publiziert.

(8) Siehe FUBICI-CECH: Geometria proiettiva differenziale, Bd. I u. II, Bologna,
1926-27.

(9) Siehe G. SANNIA: Nuova trattazione della geometria proiettivo-differenziale delle
curve sghembe I, I, Annali di Matematica, ser. 4, Bd. 1 u. 3, 1923-25.




Ueber die Differentialgeometrie von Kegelschnitten 3

Im allgemeinen ergibt sich, dass die folgenden vier Félle tiber die
Arten der Kegelschnittsysteme im Raume E;s betrachtet werden konnen :
Alle Ebenen, auf der je ein Kegelschnitt des Systems sich legt, haben

(1) keinen gemeinsamen festen Punkt, d.h. kein Punkt gehort zu
allen solcher Ebenen,

(2) einen und nur einen gemeinsamen festen Punkt,

(8) eine und nur eine Gerade;

(4) alle solche Ebenen fallen aufeinander zusammen, d.h. alle
Kegelschnitte des Systems liegen auf einer Ebene.

Das Kegelschnittsystem des vierten Falles ist nichts anderes als
das Kegelschnittsystem auf einer Ebene ; dieses System habe ich bereits
in einer anderen meiner Arbeiten untersucht.®®

{Tber die Kegelschnittsysteme des zweiten und dritten Falles
mochte ich in einer spidteren Abhandlung sprechen; in dieser Ab-
handlung sind nur die Kegelschnittsysteme des ersten Falles, als
allgemeinsten Fall, der Gegenstand der Untersuchung.

Auch diejenigen Kegelschnittsysteme, welche irgendeine der folgen-
den zwei Eigenschaften haben, lasse ich jetzt ausserhalb meiner Unter-
suchung dieser Abhandlung :

(1) Die Gratlinie der abwickelbaren Fliche, die durch die oben-
genannten Ebenen eines ein-parametrigen Kegelschnittsystems um-
gehiillt ist, ist eine Kurve dritter Ordnung im Raume FEs;

(2) Die Fliche, die durch die obengenannten Ebenen eines zwei-
parametrigen Kegelschnittsystems umgehiillt ist, ist eine abwickelbare
Fliche.

Diese Systeme gehoren natiirlich zu dem obengenannten vierten
Falle und ich mochte sie auch als Gegenstand einer spiteren Unter-
suchung hier unbehandelt lassen.

Bemerkt moge noch werden, dass in dieser Abhandlung nur ein-
und zwei-parametrige Systeme erdrtert werden, weshalb die Theorie

(10) A. KawacucHI: Ueber projektive Differentialgeometrie I, Theorie der Kegel-
schnittsscharen in der Ebene, Tohoku Mathematical Journal, Bd. 28, 1927, S.
126-148, und Differential geometry of conics in the projective space of three
dimensions II, Proceedings of the Imperial Academy, Bd. 4, 1928, S. 337-340.
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von r-parametrigen Kegelschnittsystemen hier ununtersucht bleiben
(wobei r=3,4, ..., 7).

In 81 erklidrt man die doppelt homogenen Koordinaten eines Kegel-
schnittes im dreidimensionalen Raume FEj, die die Gesamtheit von
Koordinaten der Ebene des Kegelschnittes und von Koeffizienten
a;: in der Gleichung des Kegelschnittes :

—
Y

At =0,

&

3

in bezug auf ein passend gewéihltes Koordinatensystem auf der
Ebene ist.

Mit Hilfe dieser doppelt homogenen Koordinaten kann die Theorie
von ein-parametrigen Kegelschnittsystemen in §2 untersucht werden,
ebenso die Theorie von zwei-parametrigen Kegelschnittsystemen in § 3.

In §2 werden sieben projektive absolute Invarianten des ein-
parametrigen Kegelschnittsystems berechnet, von denen zwei die
projektive Kriimmung und Windung im Sinne von SANNIA sind, und
diese Invarianten geben uns die natiirlichen Gleichungen fiir das
System, d.h. sie charakterisieren zusammen ein ein-parametriges
Kegelschnittsystem fiir die projektive Transformationsgruppe.

Ahnlich in § 3 fithrt man einen projektiv absolut invarianten Vektor
t,, drei derselben Tensoren zweiter Stufe g,s, g5, S»s und einen Tensor
dritter Stufe a,.: eines zwei-parametrigen Kegelschnittsystems ein, von
denen drei Tensoren g,s, ¢,s, 0, die Fundamentalgrossen der Fliche, die
die obengenannnten Ebenen des Systems umbhiillt, im Sinne von FUBINI
sind. Und die Gesamtheit dieser Tensoren und dieses Vektors bestimmt
umgekehrt ein zwei-parametriges Kegelschnittensystem bis auf die
projektive Transformationen eindeutig, wenn sie einigen Bedingungen
geniligen.

Die vielen projektiven absoluten Invarianten eines zwei-para-
metrigen Kegelschnittsystems so wie verschiedene Kegelschnitts-

scharen, die in einem zwei-parametrigen Kegelschnittsystem enthalten
sind, werden in § 4 untersucht, wobei man durch geometrische Betrach-

tung sehr interessante Resultate erzielt.
Wir fithren also in §8 den Begriff ,, Tripelverhéltnis *‘ ein,
worunter eine Verallgemeinerung des Doppelverhiltnisses gemeint ist
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und das in einem speziellen Falle in Doppelverhéltnis ausarten kann.
Mit Hilfe dieses Tripelverhiltnis konnen wir in unserer Theorie die
Analogen definieren, mit der Hauptkriimmung und Kriimmungslinien
in der Flichentheorie im dreidimensionalen metrischen Raume.

§ 1. DIE DOPPELT HOMOGENEN KOORDINATEN EINES
KEGELSCHNITTES IM RAUME

1. Beziehung zwischen den beiden (im Raume Es und auf einer
Ebene E») Koordinaten eines Punktes. Betrachtet man eine Ebene E:
im dreidimensionalen projektiven Raume Es und ein homogenes Punkt-
koordinatensystem (%", v=1, 2, 3, 4) in gewdhnlichem Sinne im Raume
Es, wobei wir das Koordinatentetraeder mit T bezeichnen. Wir erhal-
ten dann eine vollstidndige Vierseite auf der Ebene E:, die das Schnitt-
gebilde des Koordinatentetraeders T und der Ebene E; ist, und
daraus konnen wir ein Dreieck D eindeutig ableiten, indem seine drei
Seiten je drei Diagonalen der vollstindigen Vierseite sein sollen. Nun
werden wir ein homogenes Punktkoordinatensystem auf der Ebene
einfithren, dabei das Dreieck D als das Koordinatendreieck in diesem
Falle angenommen wird. Wir nehmen auch eine der vier Seiten der
vollstindigen Vierseite als die Einheitsgerade? des Koordinatensystems
auf der Ebene E: an und lassen die Koordinaten eines Punktes, der auf
der Ebene E; liegt, in bezug auf dieses System (zf, 1=1, 2, 3) sein.
Andererseits sei die Koordinaten dieses Punktes in bezug auf das
vorerwidhnte Koordinatensystem im Raume E; y*, dann folgt daraus

(1) byt + by + b + Ly =0

oder in abgekurzter Bezeichnung, wie in dem Tensor-Kalkiil

(11) Wir durfen natiirlich auch anstatt dieser Gerade die Schnittgerade der Einheits-
ebene (im Raume E;) und der Ebene E, als die Einheitsgerade annehmen,
aber dies kompliziert die Resultaten ausserordentlich.
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wobei [, die Ebenenkoordinaten der Ebene E> bezeichnen.

(1) ist nicht anderes als die Gleichung der Ebene E, wenn wir
y* als die verlaufenden Koordinaten ansehen. Wir werden nun die Be-
ziehung zwischen z* (i=1, 2, 3) und y* festlegen. Zu diesem Zweck
benutzen wir zuerst die Gleichung der Ebene A4, die durch den Schnitt-
punkt der drei Ebenen: y'=0, 32=0, E, und auch durch den Schnitt-
punkt der drei Ebenen: ¢*=0, 4*=0, E, hindurchgeht. Nach der
ersten Bedingung muss die Gleichung die Form

(2) ay'+ by’ +cL=0
haben, nach der zweiten Bedingung muss sie
(3) a'P+ by +c L=0

sein, wobei a, b, ¢, a’, b’, ¢ unbekannten Grossen sind ; wir setzen dabei
einfachhalber
(4) Ls—lly1+[2y2+l3y3+l4y".

Da (2) und (38) dieselben Gleichungen sein sollen, muss jeder
Werten von y* identisch

(5) ay' +byf—a'y? byt + (c—¢)L =0
werden. Daraus erhalten wir die Beziehungen

a +(c—c)l=0,
b +(c—c)=0,
a'+(c'—e)ls=0,
b +(c'—c)li=0,

(6)

indem wir jeden Koeffizienten von y" in die Gleichung (5) einzeln Null
setzen. Die von (6) bestimmten Werten fiir ¢ und b in die Gleichung
(2) eingesetzt, ergibt fiir (2) die Form

(7) - Ayt ) + el + Ly =0 .
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Nun setzen wir voraus, dass der Punkt, dessen Koordinaten y" sind,
immer auf der Ebene E. liegt, d.h. I+ 02+l + Ly*=0, dann wird
die Gleichung (7) wegen % (¢’ —c)L=0

d—c 1 2 3 4
(8) -—2—(lly + by —lgy’ —ly*) =0.

Andererseits, unter der Voraussetzung, dass der betreffende
Punkt auf der Ebene E- liegt, miissen die Koordinaten y* durch die

Koordinaten ¢ linear dargestellt werden® d.h. etwa
( 9 ) y‘ =a2xk‘13).

(8) gibt uns die Gleichung einer Seite des Dreiecks D unter der
Beschrinkung L=0, die Gleichung der Seite ist aber wieder z.B.
#'=0 in bezug auf das Koordinatensystem auf der Ebene E;. Damit
muss (8) #'=0 werden, wenn die Beziehungen (9) in (8) ersetzt.

Also erhalten wir

p1w1 = l]y‘ + lgyz—— l:a:l/3 - ld'lf
und dhnlich

p’=ly' — b+l —lyy*

p=ly'— b —laf + Ly

(12) Wir kénnen durch eine projektive Transformation das Koordinatensystem solch-
ermassen transformieren, dass die Ebene E; eine Seitenfiiche z. B. =0 des
neuen Koordinatentetraeders und auch das Dreieck D das Schnittgebilde von
den drei anderen Seitenflichen auf der Ebene sein soll. Dann ersehen wir die
Richtigkeit unserer Behauptung, da wir yl=x!, F*=2? =25 J'=0 setzen
diirfen.

3
(13) Wobei das Summationszeichen kzl einfachhalber ausgelassen wird, wie im

Tensor-Kalkiil (od. Ricci-Kalkil)
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wobei p; beliebige Grossen sind, aber wir erkennen sehr leicht, dass
pr=p.=p3(=p)

sein miissen, wenn die Einheitsgerade wie in der Voraussetzung der
Schnittgerade der zwei Ebenen #'=0 und E, ist. Dies gibt schliesslich
als Beziehung zwischen den beiden Koordinatensystemen

I pxl =l,y1 + l2?/2— l3y3—l4y4 ’
(10) prP=ly'—laf + b — Ly,
l px3= lly’ . lzy2~ l3y3 + l4y4 (14) ,

wobei p eine Grosse ist, die man beliebig wihlen kann.
Aus (10) folgt ferner umgekehrt

oyt =blsly(x' + 22+ 2°) ,
oy =llsly(x' — 22 —2zP)
o =lloly(—x'+ 22 —2?) ,
oy =hlols(— ' —wt+2?)

(11)

unter der Voraussetzung lilolsls==0"9, ferner unter Auflosung von ¥’ in
dem Gleichungssystem (10) und L=0, wobei

pO' = 4l1l2lgl4 .

2. Gleichungen fiir Punktmannigfaltigkeiten. Nun konnen wir
zwei Klassen der homogenen Koordinaten (Iy, I, Is, L) (!, 22, 2°®) in Nr.
1 betrachten und sein vereinigtes System (v, ) (das ist doppelt homo-
gen) bestimmt ein Paar, das aus einer Ebene und einem Punkte im
Raume Ej besteht. Auch sehen wir sehr leicht von (11), dass die zwei

(14) Wir konnen (10) in anderer Form ausdriicken, z.B.
1), pral=ly' +hy?, p*?=Ly'+Lys, c*at=ly'+ 1y
wodurch aber nichts Wesentliches gesindert wird, ausserdem fehlt ihm die
Symmetrie.
(16) Wenn l,1,131,=0 ist, miissen wir das Koordinatensystem im Raume E; in ein
anderes transformieren, um mit (11) 4hnliche Ausdriicke zu fiihren.
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durch (I, %) bezw. (I,, ) bestimmten Punkte sich miteinander zusam-

mensetzen, wenn

At AR et A i A Sl e 8
A lx Iy ls
_ B4R+ | 227 | —F+8-F | -2+
L b ls Ly

Daraus konnen wir die Gleichung fiir einen Punkt in E3 erhalten:

(12) o t+af+o’ | ol —r—o e o LA —o'—r'+ o’
l] ) l2 ) l3 l4

=g:B:v:9d,

wobei I, und 2 als die laufenden Koordinaten aufzufassen sind. Da-
gegen sind alle «, B, v, 8§ Konstanten. Setzen wir einfachheitswegen

(18) x4+ 22 +aP=7!, l—at—aP=2%, —xl+aP—a’=27", —pl—aP+at=2,
dann geht (12) in die Form tiber

a4 oy _ Bl _ vl —S_Z“ .

(15) N =0,
Aus (12) folgt auch die Gleichung fiir eine Ebene :

(16) @ B P 8
h Iy ls Uy

und die fiir eine Gerade :

an  letalh _(8+BDk_ (r-+p) _ (G+5p
1 2 3 4

’

R 2 4 4
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wobei p ein Parameter bedeutet. Eliminieren wir aus (17) das Para-
meter p, dann bekommen wir die Gleichungen der Geraden

Yaly 2 Bl 22 vls 2
L AN A R L

calp 2! Bl 2% [ s 28,

Bl 2 ‘ I vls 2 | ‘ 8ly 2t

die keine andere Bedeutung als (17) besitzen.

In analoger Weise konnen wir auch weiter die Gleichungen fiir
Kurven, Flichen, Linienkongruenze und Linienkomplexe finden.

Bemerkung. Offenbar diirfen wir nach dem Dualitdtsprinzipe
l, als Punktkoordinaten und «¢ als Linienkoordinaten einer durch den
Punkt [, hindurchgehenden Ebene ansehen, das gibt (16) uns die Glei-
chung fiir den Punkt.

3. Die doppelt homogenen Koordinaten eines Kegelschnittes in Es.
Auf der Ebene E; betrachten wir einen Kegelschnitt K, der in bezug
auf das auf der Ebene E; eingefiihrte Koordinatensystem durch eine
homogene quadratische Gleichung folgendermassen dargestellt wird :

(19) aariet =0,

wobei wir das wie in Nr. 1 betrachtete Dreieck D auch als das Koordi-
natendreieck auf dieser Ebene annehmen. Es kommen dabei offenbar
nur Verhéltnisse zwischen ay im Frage, d.h. eine Gleichung, welche
als ihre Koeffizienten die mit einem gemeinschaftlichen Faktor p multi-
plizierten a;; besitzt :

paikxix" =0

stellt denselben Kegelschnitt K wie die Gleichung (19) vor. Deswegen
konnen wir die Koeffizienten a;; in der Gleichung (19) als die homogenen
Koordinaten des Kegelschnittes K auf der Ebene E; ableiten.

Im allgemeinen wird ein Kegelschnitt in Es durch die den Kegel-
schnitt enthaltende Ebene und eine homogene quadratische Gleichung,




Ueber die Differentialgeometrie von Kegelschnitten 11

wie (19), eindeutig bestimmt, daher entspricht ein vereinigtes System
von Ebenenkoordinaten der Ebene E: I, und von Koordinaten des
Kegelschnittes a; einem nicht ausgearteten Kegelschnitt eineindeutig.
Aus diesemm Grund nennen wir ein doppelt homogenes System Ty, aw)
das doppelt homogene Kegelschnittskoordinatensystem an Ks. k

Durch eine projektive Transformation

(20) 7 = dy,
(21) I, =B,
wobei

alal =38y, ,
verindert sich z.B. #! wegen (10) und (11) folgendermassen :
B =1L,y + Bl By —Bil.(dy") —Bil. (oY)
=pil, { AP @t + 22 -+ 2F) + abp? (' — 27— ) + P (— ' + 2 — )
+aip(—a'—a? +x3)} Foeie

=1, B/l + ahp— alpP —dip) + Bi(alp' + dbpt —hp'—odp') . . |0

+1, { Bi(aip'— ajp® + ap’—dpH)+ ... } x?
+ 1B —d— P )+ Lt
=yiat,
wobei wir
P —
—=D
[
(16) Wir setzen hier voraus, dass die griechischen Indizes », v, v, », ....die Werte

1, 2, 3, 4 und dagagen die lateinischen Indizes 4, j, k, ... die Werte 1, 2, 3 durch-
laufen.
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setzen. In analoger Weise erhalten wir im allgemeinen
(22) p¥ =rixt .

Diese Beziehungen bestimmen bekanntlich auf der Ebene eine projek-
tive Transformation, aber es ist wichtig zu beachten, dass alle ¢ im
allgemeinen nicht nur von o} sondern auch von I, abhingig sind. Die
Ausdriicke (21) und (22) geben uns damit eine allgemeine projektive
Transformation fiir Kegelschnitte in Es.

§ 2. DAS EIN-PARAMETRIGE KEGELSCHNITTSYSTEM S

4. Die begleitende abwickelbare Fliache. Wir denken uns ein ein-
parametriges Kegelschnittsystem S; in Es, das durch Funktionen mit
einem Parameter «

I,=1,u), @ire= Gir(u)

gegeben ist. Bei diesen Funktionen setzen wir, um allen funktionen-
theoretischen Schwierigkeiten zu entgehen, fest, dass nur stetige und
hinreichend oft differenzierbare Funktionen zur Betrachtung gelangen.

Durch die Gleichungen 7, =1, («) definieren sich eine abwickelbare
Flache F, die von der Ebenenschar I, umgehiillt ist, d.h. jede Schnitt-
gerade zweier benachbarten Ebenen der Ebenenschar ist eine Er-
zeugende der abwickelbaren Fliche F. Die abwickelbare Fliche
F ist eineindeutig zu einem ein-parametrigen Kegelschnittsystem zu-
geordnet.

5. Die kovariante Ableitung. Wir denken uns ein Differential
P=gdu, wobei g eine eindeutige stetige und hinreichend oft differen-
zierbare Funktion von dem Parameter « ist, und setzen

(23) g u=d ",
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d.h. Su=du ,
(24) Su=du+ 9= du,
g9

83u=d82u+—q“—du82u , U.S.W.
g

Es sei b,, eine Funktion von u, wenn # eine positive ganze Zahl ist
und B, =b,,du”, dann folgt

(25) d B, =d b ndu™) =bm . 1du™** +nbmdu™"8u ,
wobei
db ’n gu .
(26) Sy = by 1dt = ( B ® bn) du;

diese b1 wird die kovariante Ableitung von b, durch w1 genannt.
Im allgemeinen ergibt sich z.B.

27 d { b du’(S?u)s(Ssu)‘} =b,,y o 1du” 1 (520)*(8%u)? + b, da” 7 (Su)* 1 (8)*

+ sbndu” (80) ()" + b mdur () () 18

fiir jede positive ganze Zahl 7, s, t, zwischen denen die Beziehung
r+2s+3t=n besteht. Wir kénnen von (27) als einen speziellen Fall
die folgende Ausdriicke erhalten :

dx ¢
(28) x/1= =Xy , x/?—": e _—"""Lx/l:xuu.’*:/}l’ Ly u.s. w.
du du g g

Daraus folgen ohneweiters
dx =xdu ,
A% =xdu+x 8%
(29) ‘
Pr=1x5du’ + 3 . dudu + 2, 8u ,

dx=x du'+ 6x/3du282u + 8 o(8)2 + 4 pduSu 4+ 18U , u.s.W.

(17) Wenn g=1 ist, reduziert sich die kovariante Ableitung zur gewohnlichen Ableit-
ung d. h. éryu=dru. Siehe z.B. FUBINI- CECH a.a.0., Band I, S. 27.
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Die kovariante Ableitung von g hat immer den Wert Null, wie wir
sehr leicht ersehen konnen.

6. Die projektiven Invarianten, welche nur von der begleitenden
abwickelbaren Fliche abhingen. Fiir eine unimodulire projektive
Transformation

(30) Z, =al, ,

wobei die Determinante |a%| den Wert 1 hat, sind alle Determinanten

von dem Typus wie
(31) (L, di, di, di,| r=3,4, .....
offenbar invariant. Im Falle r=3 setzen wir
(32) (T =(gdu)’=¢'l, dl, d4, d1,],
wobei e das Vorzeichen von |l,dl, d?, d®l, | darstellt, daraus folgt
(33) (gdu)f=ell, 81, &, &1,]
=ell, lLn lp Up|dub.

In diesem Falle verwenden wir die kovariante Differenzierung iiber I,
durch Annahme von

(34) gdu=(c|l, dl, &, d1.|)°
statt von ¥ im vorigen Paragraph;

dl, d, di,
" du du? dud

(35) g=<e !

)

=Gl La Lz bLal)s.

Durch kovariante Differenzierung von (35) erhalten wir

(36) [, Ly Lz 1, I = 0,
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da die kovariante Ableitung von g den Wert Null besitzt, davon gilt es
37 (1, dl, &%, d,]=6[l, L Lpe l,s] dub&u
=6e g dusdu .
In analoger Weise erhalten wir

38) |l dl, &, &l|=1l, L Le ly,sldu*‘*-lgg aIfadzwa—g(dwa)z,

und noch weiter analoge Ausdriicke fiir

1, di, da, di,l,
wobel 7=6,7,.....

Die Koordinaten »* eines Punktes der Gratlinie der abwickelbaren
Fliche F sind mit (Iy ly. lv.uu) Proportional, wobei wir kurz gﬁ; bezw.
o mit I, bezw. [, 4, bezeichnen. Hierbei verstehen wir ferner

unter (I, m, m,) vier Determinanten:

e me M i [l oms M ] i li ms my | i my m ’
? | | i
| ls ms ns la my My 1 ’ ‘. L my m |, L me n2 | .
s oms ng | kh mom| b mznz\ Iy my 7|

Nun kénnen die Koordinaten »* folgendermassen in bezug auf die

Fliche F normiert werden :

(39) :’/x =‘§(lv lv,u lv. uu)‘:é(lv lwl lw‘Z) ’
daraus folgen sofort
(40) U=y &l =—1,d%",

(41) Vy=¢e¢ { ly lv,/l l-,;z l-,4 ‘ dut=0 ’
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5
(42) q’5 =e [ lv lv/l lv/2 lv/5 { @;‘

— yA dsl; _ J;Q d2 ;ps + ‘,5h ifl_w_:}ﬁ
3 9 &
und wir setzen auch

»gpeEd:;yldsl;.

y* bezw. m, seien die Koordinaten eines Punktes bezw. einer Ebene,
die folgenden Bedingungen geniigen sollen :

[ zll)\ =1, Zxdl)\ =Zxd2l)_ :Z)‘dgl}\ =0,

(43)
l ymy=1, dy*m, =d?’m, = m, =0,

und wir setzen

(44) Py=adu?®, e 6du? , ¥ _ qdu?
w3 103

dann werden y*; und I3 durch a, 6, q dargestellt, d.h.

I lv/3 =6‘l.,-—ql.,,1+amy y

(45) l
¥'s=—0y"—qy'r—az’,
| und ferner
(46) ny, 1=Clv [} Zk/lz—"}'yx ’

wobei ¢ und v auch Funktionen von u sind, und
(47) c+'y=~<i> w®
a 7y

Von dieser Beziehung konnen zwei Funktionen ¢ und y durch a, b, q
und p dargestellt werden, wenn wir setzen :

(48) P = dPy* dil, = pdu” .

(18) Siehe FuBINI-CECH, a.a.0., S. 33.
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Nun werden wir denjenigen Fall weglassen, bei denen die Gratlinie
der abwickelbaren Fliche F eine Kurve dritter Ordnung ist, fiir die
0=0 und =0 sind, wenn

3 ., 5, 9 3, b, 9
49 =2q"+ 20 +5c+ . @? =2q"— 0 —by+ "¢,
U9)  m = O bet o =50 g B o
wobeil die Striche die Ableitungen nach einem neuen Parameter u*
andeuten ; fiir 4™ sei a=1, d.h.

(50) adu®=du*®.

Wir verstehen dann unter den normierten Koordinaten einer ab-
wickelbaren Flidche F diejenige, fiir die §=1 oder, wenn §=0", =1
besteht. Nimlich, aus einer beliebigen homogenen Koordinaten lassen
sich die normierten durch

(1) Ir=p"%,

ableiten.

Das Parameter #*=o, das durch Verwendung der normierten
Koordinaten erhalten wird, heisst die projektive Liinge der abwickel-
baren Flidche F°, welche fiir jede projektive Transformation invariant
bleibt. ¢ und ¢ sind dabei auch fiir jede projektive Transformation
invariant und wenn beide ¢ und ¢ einzeln als Funktionen wvon der
projektiven Linge o gegeben sind, dann bestimmt sich eindeutig die
abwickelbare Flidche F bis auf die projektiven Transformationen. ¢
bezw. ¢ ist daher nicht anders von der projektiven Kriimmung bezw.
Torsion (oder Windung) der abwickelbaren Fliche F©0,

7. Drei mit der abwickelbaren Fliche F projektiv tnvariant ver-
knupfende Geraden, die auf jeder umhiillenden Ebene liegen. Die
Tangente T der Gratlinie K der abwickelbaren Flidche F an einem

(19) In diesem Falle gehort die abwickelbare Fliche F zu einem linearen Linienkom-
plexe, in anderen Worten, alle Tangenten ihrer Gratlinie gehdren zu einem
linearen Linienkomplexe.

(20) Siehe FuBINI-CECH, 2.3.0., S. 37.
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Punkte P, welcher dem Wert oy von der projektiven Liinge o entspricht,
ist die Schnittgerade der zwei Ebenen, welche Koordinaten bezw.
1,(c0) und I, ’(c0) sind. TUnter der projektiven Normalengeraden N der
Gratlinie K, die mit der Fliche F' projektiv invariant verkniipft ist,
verstehen wir andererseits dhnlich die Schnittgerade der zwei Ebenen,

die als ihre Koordinaten bezw. l,(c) und &,(c) = % 1,(o) + /(o) er-
halten®. Wir werden noch eine fiir die projektive Transformation in-

variant mit der abwickelbaren Fliche F' verbundene Gerade auf jeder
Umbhiillungsebene I, (¢) einfiihren, damit wir je eine invariante Ebene,

die als ihre Koordinaten 7, (a')— lv (o) +— ~—l’ (@)+U/(s) hat, ent-

sprechend zu jeder Ebene /,(¢) in Betracht nehmen, d.h. die Schnitt-
gerade C von zwei Ebenen I,(¢) und 7,(c). Auf diese Weise lassen
sich drei invariante Geraden®, die alle auf einer Ebene [, (¢) liegen, fiir
jeden Wert der projektiven Linge o zu der Umhiillungsebene I, (o)
aufstellen.

Wir betrachten nun ein Koordinatensystem auf der Ebene [, (o),
wie es in §1 erwihnten Weise angenommen wird und es sollen diese drei
Geraden als ihre Koordinaten in bezug auf dieses Koordinatensystem

2(1) =T (l/ lz l3 l4 + ll l: l3 l4 — Z[ l2 lé l4 — ll ZZ l3 lg)
(52) (1) =T (l’ lg l3 l4 ll lé l3 l + l] l2 l‘; l4 - ll l2 l3 l:)
(l) = 'T(ll Z2l3l4 - ll lzl;g l4 ll l21é14 + ll lg lg lg) ;

A2 =1(6bbli+hELL—LLEL—LLLE)
R =Gl —L&ELU+LLEL—LLLE)
M =1L —L&ELL—LLEL+LLEE);

(53)

o N

2(3) = 7(771 Z2 I3l + L lsly— 1 l2173 li— ULl 774)
(54) A =cmblli— bbbl + Llpli—Lkln)
i —'T("]ll2l3 li— l17}2[3l4—l1127“3[4 + lilols )

(21) Siehe G. SANNIA, a.a.0. §4.

(22) Diese drei Geraden haben im allgemeinen keinen gemeinsamen Punkt. Wenn sie
immer einen gemeinsamen Punkt haben, soll die abwickelbare Fliche ein
allgemeiner Kegel sein.
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haben. Hierbei werden wir 7 einen festen Wert geben, also

(55) r = @hlll) 5.

8. Projektive Invarianten, welche vom Kegelschnittsystem S; selbst
abhingen. Denken wir uns die doppelt homogenen Koordinaten von
Kegelschnitten des Systems S;: az=a (o), so besteht die Moglichkeit,
diese Koordinaten ;. (c) derart zu normieren, wenn wir voraussetzen,
dass die Determinante la;(o)l nicht mit Null identisch ist, d.h. dass

die Kegelschnitte im allgemeinen nicht ausgeartet sind.
(56) [ aik(a) [ =1.

Wir nehmen d.h. als neue Koordinaten
-1
(57) al, =az(c)|am(a)] 3 @ .

Wir werden in Folgenden diesen Stern der Kiirze halber auslassen und
diein dieser Weise normierten Koordinaten immer mit a (¢) bezeichnen.

Um aus diesen Koordinaten a.. (o) einige projektive Invarianten,
die mit dem System S; verkniipft sind, abzuleiten, dndern wir das
Koordinatendreieck und das neue Koordinatendreieck wird von den
drei eben genannten invarianten Geraden 7T, N, C gebildet. Dann
werden die neuen Koordinaten der Kegelschnitte des Systems S;
folgendermassen ausgedriickt:

(58) I9(g) = A3z a, b=1,2,3,

wobei A% (s)die dualen Koordinaten desKegelschnittes a.x, d.h. die durch
die Determinante |a;| dividierten algebraischen Minordeterminanten von
Elementen ay in bezug auf die Determinante | a; | bezeichnen. Diese
Grossen I?? (o) sind fiir jede projektive Transformation invariant, da das
betreffende Koordinatendreieck, wie wir eben gesehen haben, mit dem

(23) Siehe A. KawaGucHI: Uber projektive Differentialgeometrie, a.a.0.
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System S; projektiv invariant gebunden ist und da diese Grossen I
fiir jede projektive Transformation auf der Ebene unverindert bleiben.

Diese sechs Invarianten I* sind voneinander nicht unabhingig,
sondern es besteht zwischen denselben die Beziehung

(59) [I®=1.
Weil, aus der Determinantentheorie ersehen wir unter Beriicksichtung
von (52) - (55) folgendes :
[Iab] — [Aij] | lecm) ]2= 1\ 2/(;7)1) [2

= ‘7‘6(2l1 b 13 l4)4 [ L li & m ; 2
tl L U, & m
l3 lé 53 73

j l4 li 5 4 M4

/ 7’ 244
=‘l1 1 l1 1 z

il g
2 b by by

! 13 ; lél g//

1, ; L;/ lé"

Deshalb wird eine Invariante von dieser sechs I* durch anderes ausge-
driickt.

9. Der fundamentale Satz. In dieser Weise erhalten wir nun
sieben voneinander unabhéingige projektive Invarianten ¢, ¢, I*?* (a, b=
1,2,3), die von dem System S; abhingig sind, und durch diese sieben
Invarianten werden alle anderen von dem System S; abhingigen
projektiven Invarianten dargestellt, wie wir sofort ersehen koénnen.

Nun konnen wir den folgenden fundamentalen Satz beweisen :

(24) Von den sechs fab lassen wir dabei irgendeines aus, da die Beziehung (59) zwischen
den Iab besteht.
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Die sieben Invarianten q, ¢, 1?9 seien alle als stetige und hinreich-
end oft differenzierbare Funktionen von o gegeben, dann ldsst sich ein
ewn-parametriges Kegelschnittsystem S bis auf die projektiven Transfor-
mationen etndeutig bestimmen, so dass das System S diese steben Invari-
anten bezw. o als seine Invarianten bezw. projektive Linge hat.

Beweis: Erstens wollen wir beweisen, dass mindestens ein System
S sich ergibt, das als seine Invarianten die vorgegebenen Funktionen
q, ¢, I°® besitzt. Es ist nicht notig, hier zu beweisen, dass ¢=q(s) und
c¢=c(c) zusammen eine abwickelbare Flidche bis auf die projektiven
Transformationen bestimmen, d.h. dass sie die natiirlichen Gleichungen
einer abwickelbaren Fliachen F fiir projektive Transformationsgruppe
vorstellen. In jeder Tangentenebene dieser Flidche kann ein Dreieck
abgeleitet werden, das von den drei oben besprochenen Geraden T, N, C
gebildet ist, und durch Verwendung des Dreiecks als Koordinaten-
dreieck auf jener Ebene kénnen wir einen solchen Kegelschnitt ein-
fithren, dass seine Koordinaten I** sein sollen. In dieser Weise kann
man die Existenz desjenigen ein-parametrigen Kegelschnittsystems
erkennen, das als seine Invarianten die vorgegebenen Funktionen be-
sitzt. Néchstens muss man sehen, ob zwei derjenigen Systeme mit
passender Zuordnung vom Werte der Linge o eben derselben In-
varianten existieren, welche durch keine projektive Transformation
zueinander iibertragbar sein koénnen. Es ist aber nicht so schwer zu
zeigen, dass wir zwei Systeme mit passender Zuordnung vom Werte
der Linge o derselben Invarianten durch geeignete projektive Trans-
formation immer zueinander iibertragen konnen. In der Tat, sollen
zwei der Systeme zugehorige abwickelbare Flichen durch geeignete
projektive Transformation zueinander iibertragen sein, da sie dieselben
q und c fiir entsprechenden Wert der Linge o haben, folglich miissen
dann die entsprechenden Geraden T, N, C der beiden Flichen auch
zusammenfallen. Andererseits, sind die iibrigen Invarianten I** der
beiden Systeme ganz gleich, daraus folgt es, dass die der gleichwertigen
Lange o entsprechenden Kegelschnitte der beiden Systeme auch durch
solche Ubertragung zusammenfallen miissen, da I die Koordinaten des
Kegelschnittes in bezug auf das durch jene drei Geraden T, N, C ge-
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bildete Dreieck sind. Wir ersehen daraus die Richtigkeit der Be-
hauptung unseres Satzes.

10. W-Kegelschnittsystem. Unter dem W-Kegelschnittsystem
verstehen wir ein solches, bei dem alle Invarianten konstant sind, und
bezeichnen das System mit W;. Es ergeben sich oo! projektive Trans-
formationen, bei denen ein W;im Ganzen unverédndert bleibt, und die
zu einem W; zugehorige abwickelbare Fliche ist offensichtlich auch
selbst eine projektiv abwickelbare W-Flidche. Bildet man irgendeine
beliebige Tangentenebene der einem W; zugehorigen abwickelbaren
Fliche auf eine anderes in solcher Weise durch eine projektive Trans-
foramtion ab, dass jede entsprechende von je drei auf beiden Ebenen
liegenden Geraden T, N, C zusammenfallen, dann fallen auch zwei
Kegelschnitte des W1 auf beiden Ebenen zusammen. Diese Eigenschaft
hat nicht nur Wi, sondern auch dasjenige System, von denen die In-
varianten I° alle konstant sind.

11. T-System. Betrachtet manden Fall I''=konst., dann hat das
betreffende System folgende Eigenschaft ; wir nennen es T-System.

Bezeichnen wir mit I die zu I® duale Koordinaten des Kegel-
schnittes, dann ist jede I, die algebraische Minordeterminante von
I in bezug auf die Determinante |I?®|, und

(60) M= Lpls—(I5)® .
Durch Differenzierung erhalten wir daraus fiir das T-System

(61) Il + Inlig—2 Dl =0 .

Wir denken uns zwei benachbarte Kegelschnitte des Systems und die
Schnittgerade T zweier je einen dieser Kegelschnitte enthaltenden
Ebenen, dann werden die Schnittpunkte dieser zwei Kegelschnitte und

T durch die Gleichungen

(62) Ln(2?)? + 2 Lst’c® + Is(*) =0,
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(63) (In+ dIzz)(ﬂCz)Z +2(Inn+ dI23).’)02£E3 + (Lss + dIaq)(x3)2: 0

bestimmt. Aus dieser Betrachtung geht ein Punktepaar, welches
durch

(64) (%)% 4 2% + Ig(2®)2=0

definiert wird, hervor und (61) zeigt uns, dass die beiden Punktpaare
(62) und (64) voneinander harmonisch geteilt sind. Diese Eigenschaft
ist fiir das T-System charakteristisch.

§3. DAS ZWEI-PARAMETRIGE KEGELSCHNITTSYSM S,

12. Die begleitende Fliche. Wir betrachten nun ein zwei-
parametriges Kegelschnittsystem S: in Ej, das durch Funktionen mit
zwel Parametern u” (r=1, 2)

v =l (ul, uz), a'ikzalik(uly u2)

gegeben ist, dhnlich wie in §2. Uber diese Funktionen machen wir
auch dieselbe Voraussetzungen, wie in Nr.4. Die Ebenen I, (u!, u?)
umbhiillen eine Fldche F, u” gilt als verdnderlich, und die Flidche
F> entspricht dem System S; eineindeutig. Den Fall wollen wir jetzt
weglassen, bei denen alle I, von irgendeinem von zwei Parametern
u” unabhingig sind, d.h. die Fldche abwickelbar ist.

13. PFundamentale Differentialformen, welche der begleitenden
Fliiche Fy zugehorigen sind. Wir setzen erstens

3l, 3l @,

Oty = b, dudu’ r, s=1,2
oul u?

und konnen dann daraus eine Differentialform

(65) T =g dudu’ =B *

l, al, al, dgm
aul 2P |
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ableiten, wobei B den absolute Betrag von (by; b —b%2) bedeutet. Die
Form (65) ist fiir jede projektive Transformation und auch fiir jede
beliebige Transformation von Parametern

(66) w=ul(u!, u? , WP=u%(ul, u?
invariant, d.h.
Z]Tsd?lrdﬁs= grsdurdus ’
daraus folgt

uP u?
ou" ou’

(67) Ors = Onq

Von (67) kann man erkennen, dass g,, ein Tensor ist. Wir werden
daher g,, als Fundamentaltensor fiir die Massbestimmung annehmen
und fithren eine RIEMANNsche {Jbertragung, folglich die kovariante
Differenzierung im Sinne von RIEMANNscher Geometrie, in unsere
Theorie ein. Die kovariante partielle Ableitung eines kovarianten
Vektors v, ist dann durch

(68) vrs=ﬂ?_lwrts Vt

definiert, wobei

(69) I't=g® <E.g_’1 + OGpe _ig]g) ,
ou’ ur  du?P

g" die kontravarianten Bestimmungszahlen des Tensors g, sei, d.h.

g'= ? , gi=—= 97= g(; ) G=gu9»—9% -

Setzt man ferner

T0)  B=amdwdwdw=B*1, 2 2t 1 | rdwdut
dul du?

die fiir eine unimodulédre projektive Transformation unverindert bleibt,
so gibt uns die Gleichung #:;=0 die DARBOUXschen Richtungen der
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Fliche F» und #,=0 die asymptotischen Richtungen. Die beiden
Formen ¥, ¥s sind zueinander apolar, d.h.

(71) 97 =0,

14. Die normierten Koordinaten. Wenn man

(72) I=G? Az Qe A

fam Q121 az21\
|
f
Fgn g gz

setzt, so ist die Diskriminante der Form ¥s
D=GI?

und I ist offenbar eine absolute Invariante fiir eine unimodulidre
projektive Transformation.

Wir setzen nun voraus, dass I nicht identisch verschwindend ist,
d.h. lassen den Fall weg, bei denen Fliche geradlinig ist. Fiir die
Proportionalfaktorsénderung

L=l
verdndert sich I so, dass
T=p2 ®,
Unter normierte Koordinaten I, verstehen wir dann solche, fiir
die

(73) I=—1

=

b

d.h. wir wéhlen p=(—1I)2.
Koordinaten [, immer die normierten bedeuten, auch wenn es nicht

(&)

Wir setzen im Folgenden fest, dass die

ausdriicklich ausgesprochen ist.

(25) Siehe z.B. FUBVINI—éECH, a.a.0., S. 66.
(26) Siehe FuBINI-CECH, a.a.0., S. 85.
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15. Die Ablettungsgleichungen fiir die begleitende Fliche. Da ein
auf der Fliche F: liegender Punkt als Schnittpunkt der drei Tangen-
tenebenen betrachtet werden kann, sind seine Koordinaten durch

(74) ?/A =a(l, Lua L)

gegeben und umgekehrt in analoger Weise

L= y'n v .

Wir setzen dabei

(75) c=es=RB s

um y* fiir jede Parameterninderung invariant sein zu lassen, wobei

€ =— Sg’l’l,(bnbgz'* b%z) .

Dann folgt
(76) o=y, wsdu"du® ,
(77) Ds=1"L, " dudu’
= — " ral durdusdu’
—_ 1 v ‘ v r s, t
= 2 (lwry /st Y m l,gst)du dusdut .
Wenn man
1
= " lv/rs ’
(18) Y
I z‘l = J;g'rs yu/’rs
2

setzt, dann konnen [,/ und ¥, folgendermassen dargestellt werden:

(79) { ly//rs =a;;7’l,,/p+g,-smy+prsly ,

yv/rs =0y ’”y”/p + 02"+ Wrsyv ,
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daraus kommen zwei neue Tensoren p,s und s hervor, die beide mit
grs apolar sind :

(80) Ipes=0,  ¢ms=0.
In (79) haben wir gesetzt :
(81) @557 = Crsgg"
Von (79) erhilt man gleich
Lrel” 00 =075 " Cpa + DrsGpa+ GrsTpa + Grs Ipa 2"
daraus folgt
B2) Lt pe— b rs=Gra(Drs—Trs)  Gre(Tpa—Dpa) -

Andererseits wissen wir schon aus dem Tensor-Kalkiil, dass
(83) Lawa= 5 Kiiin @

wenn man die Krimmungsgrosse mit K;;;? bezeichnet® . Da

Qrst ==Y’ rlyst

erhilt man durch kovariante Differenzierung
(84) Crstp=—Y" rplysst—Y" wlyssto «

Deshalb konnen wir von (83) erhalten:
(85) Crsitr)= — ot Y/ 71 21— Y b u/sen

v 1 v
= —lw's[ty /irl p]_iKt.z;.;qlv/qy /r

1
=—l, ¥/ ript EKiiéngr .

(27) Wir setzen dabei symbolisch
1
lv/s[tulzE'(l‘a/stu"l\‘/sut) .

(28) Einige Mathematiker nennen Kj,;” auch Krimmungstensor.
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Da a,, in bezug auf r und s symmetrisch ist, d.h.

Qrsip= Asrip »

folgt aus (85)
(86) 48, qid =04 ®
==t —brp¥ ) F G ¥l ) + 2K (o)
=Gt (Dro—1rp) F Gro(mst— Dst) + Grt(Dep—17)

+ gsﬂ(wrt—p’rt) + 2Ktp(sr) .

Aus (86) erhélt man sogleich von (80)

(87) 2970, g1) = Tst— Dst »
da
(88) 9" Grt(Dsp—Tep) =Pt — Tt
und
Kipen=0.

Aus (87) kann man sehen, dass 7ms—ps durch ¢ und a,., ausgedriickt
wird :

(89) Trst— Pet = 2grpars[lp] = 2(1'7?.5{@] = a'?‘)stp ’
d.h. zwei Tensoren p, und 7=, werden durch g,,, @, und
(90) Qrs= Drs + 7rys

dargestellt.

1
(29) a@o)ep) bedeutet o> (ars[tp] + Qsritpl)-
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Setzt man ferner

My/p =hyl, + kprg™lys
(91)

2 =AY+ pr Y s

dann werden auch alle A, A,, kpr, pp durch drei Tensoren g.s, Grst, Qrs

dargestellt.

16. Integrabilititsbedingungen. Dafiir, dass die Differentialgleich-
ungen (79) und (91) in bezug auf I,, ¥* und m,, 2* integrabel sein
sollen, miissen die folgenden Bedingungen zwischen den Differential-

gleichungen bestehen :

1
lv/’r[st] = V'*K;t:":plw’p )

2
(92) 1
yu/fr{st] = _Két.'r"ryv/p H
2
Moty =0,
(93) ‘
z’/[pq] =0.

Durch Berechnung konnen wir aus (92) mit Beriicksichtung von
(79) und (91) die folgenden Ausdriicke ableiten :

1
Qrplst) + s qat]qp + gr[skt]p + p'r[sg to = E‘ Strp »

(94) 1
— Qpppsty + Qg "Qegap + Grisptyp + TGt = ’é‘ strp 3
@ P+ sl F Drpsty = 0,
(95) {
— O PTrp T Grfshn Tt s = 0.

Von (94) und (95) erhilt man die Ausdriicke von k., 4, ks, prs durch
andere Tensoren, ersetzend p,s und 7, durch (89) und (90):




30 A. Kawaguchi

k=0 ptr + A7 90ygp + %(qtq— 2(1/?:5[1)7']) + K,
(96) 1
fip= "0 ptr + AT Wygp -+ E (9w + 2a'rt[pr]) +K%tp ;

he = %{a "i%(grp—2a o) T qTer—a :Slr[ts]r} ’
97)

; .
A =§{ ~ @7+ 20 ps) + Qo+ 0Ty}

Andererseits, bekommen wir aus (93)

Tipay+ k0 =0,
(98)
* Apa) F ppp T = 0;
h[ﬁgq]’f + k'r[pq] -+ k[. Sazq]sr: O ,
(99) { ?
2[7’ Yoy + Hriza] —,u[;;sa'q]sr =0.

Frs, prss Py, 2 ersetzend durch (96) und (97), sind (98) und (99) die
gesuchten Integrabilitdtsbedingungen, die den drei Tensoren g,s, @,
¢rs geniigen sollen.

Drei Tensoren g¢,;, arst, ¢re seien als diejenigen Funktionen wvon
Parametern u” gegeben, dass zwischen ihnen die Bedingungen (98)
und (99) bestehen, und auch dass a.; und g¢» fiir g» apolar sind,
dann wird eine Flidche bis auf die projektive Transformation eindeutig
bestimmt ; die fiir die Fliche berechneten drei Tensoren sind mit den
vorgegebenen drei Tensoren ¢, @rs, ¢rs identisch.

17. Die anderen Differentialformen, die dem System S» angehoren.
Wir denken uns zwei Geraden auf jeder Tangentenebene 7,, bei denen

y o, ;5 1.
Pl auzdu die

Ebene [, schneiden. Die Geraden dieser zwei Geraden auf der Ebene
I, sind durch '

du! und I, +

zwei benachbarte Tangentenebenen, I, +
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Mr=plrllsli+ Libplsli—Llbls la— Lilalslyy) ,
(100) dor =prlolsli— Ly lsls + Ll lsnls — Ll l3lyn) ,
li’. r=pP (ll,v'r l2 l3 l4 - Zl l2,r l3 l4 - ll l2 ls.r l4 + ll lz l3 l4 7) s

1=1,2,3, r=1,2

gegeben. Die zweite projektive Normalengerade der Flidche F%, die auf
einer Tangentenebene [, liegt, wird als Schnittgebilde der Ebene /, und

(101) m, =»;-zmgrs

definiert. TIhre Koordinaten in bezug auf unseres Koordinatensystem
auf der Ebene werden, wie wir sogleich ersehen konnen,

[P*l =pmilelsly + limelsly — Lilomals — Ll lzmi)
(102) l,wz =pMmillsls— limelsly + Lilbmaly — Lilzlsma) ,

us = p (Milolsly — lymolaly — Lilomsls + Lilzlsmg) .

Diese zweite projektive Normalengerade schneidet sich nicht mit den
zwei Geraden (100) gleichzeitig an einem Punkte, d.h. diese drei
Geraden bilden ein Dreieck.

Jetzt betrachten wir die dualen Koordinaten der Kegelschnitte des
Systems S:: A% von ihnen fiihren einige Invarianten folgender-
massen :

Srs =Aijxi. r Zj, s
(103) tr =A% 2, ,
U= AY i Mg .
Sys, tr, U sind zusammen nichts anderes von den Koordinaten des

Kegelschnittes A% in bezug auf dasjenige Koordinatendreieck, das durch
die drei eben betrachteten Geraden gebildetist. Zwischen diesen Grossen
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gilt eine Beziehung, die mit der Beziehung (59) fiir Invarianten I? im
vorigen Paragraphen analog ist:

Su S bt
(104) L S S» b |=1
G 1 S b2 ,
{
ti & U’
da
.Sy St | ][11,1 g o |?
1 1 .
‘"G‘; j T R ‘:hG%JAUI’ o1 Aog M2
h U A1 Ase  p3 |

= G_1p6(2l1 lZ Z3 l4)4 ] lu lw'l ZW'Z .%ZTS grs [ ;

=-i—G—1([ly ly/l l‘;,/’? l’r‘s!grs)z

=%(gm gy=1,
wobei wir setzen :
p = RhlLilL)?.
Weil, aus (65) folgt sofort

1 1
uv lv/l Zv/2 lrsl = Big'rs:G?‘g'rs .

Wegen der Beziehung (104) kann man die Invariante U durch andere

Tensoren s,s, g und ¢, darstellen.

18. Der fundamentale Satz fiir S.. In dieser Weise haben wir vier
Tensoren g,s, @rsts Grss Srsy Und einen Vektor £, erhalten, die dem System
Sz zugehorig sind. Auch konnen wir jetzt den folgenden fundamental-
en Satz fiir das Kegelschnittsystem S: in Es beweisen.
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Die vier Tensoren grs, Qrst, Qrs, Srs Und ein Vektor t,. seien als stetige
und hinreichend oft differenzierbare Funktionen von zwei Parametern u”
(r=1,2) gegeben, zwischen drei von denen die sogenannten Integrabili-
tatsbedingungen (98), (99) und auch die Beziehungen zwischen den

Tensoren :
(105) g e = 0,
(106) G e = 0,
Eam a1 azzli
|
(107) (Ougn—0o)? = Quz Q2 Gz ‘

Fgu Qi gz

bestehend sind, dann wird ein Kegelschnittsystem Sz im Raume Es, dem
die vorgegebenen Tensoren sowie der Vektor angehoren, bis auf die pro-
jektive Transformation eindeutig besttmmt.

Beweis: Genau so, wie in Nr. 9, kénnen wir zuerst beweisen, dass
mindestens ein System S; sich ergibt, das als seine Tensoren und Vektor
die vorgegebenen vier Tensoren und einen Vektor besitzt, da, wie aus
Nr. 16 ersehen wurde, durch die drei Tensoren g.s, Qst, Grs, ZWischen
denen die sogenannten Integrabilititsbedingungen (98), (99) sowie
(105)-(107) bestehen, eine Fliche bis auf die projektive Transformation
eindeutig bestimmt wird, und auch da fiir die in solcher Weise erhaltene
Fliche ein einziger Kegelschnitt auf jeder ihren Tangentenebene durch
die vorgegebenen s, und ¢, eingefiihrt werden kann. Esseien diejenigen
zwei Systeme betrachtet, die dieselben Tensoren und Vektor haben,
dann sollen die beiden begleitenden Flichen dieser Systeme durch eine
geeignete projektive Transformation aufeinander zusammengesetzt
werden, aus demselben Grund wie in der eben verwandten Beweis-
filhrung. Fiir die zusammengesetzten Flichen muss ein einziges
Kegelschnittsystem durch dieselben s,s und ¢, bestimmt werden. Wir
konnen damit schliessen, dass zwei Systeme durch eine projektive




34 A. Kawaguchi

Transformation aufeinander zusammengesetzt werden miissen, wenn
sie dieselben Tensoren g,s, Ay, Grs, Srs und den Vektor #. haben. Damit
sehen wir die Richtigkeit der Behauptung unseres Satzes.

Von diesem Satze erkennen wir, in der Tat, dass diese vier Tensoren
und ein Vektor die fiir ein System charakteristischen Grossen sind.

§ 4. VERSCHIEDENE KEGELSCHNITTSSCHAREN
ANGEHOREND EINEM SYSTEM S,

19. Die K-asymptotischen Kegelschnittsscharen. Wir beschéftigen
uns nun mit den verschiedenen Kegelschnittsscharen, angehorend einem
System S;, die durch irgendeine geometrische Eigenschaft sich kenn-
zeichnen. Diese Scharen sind zu verschiedenen Kurven einer Fliche
in der gewo6hnlichen Flidchentheorie, z. B. zu den asymptotischen Linien
oder Kriitmmungslinien u.s.w. analog.

Zuerst wollen wir den Tensor s, untersuchen ; die zwei Richtungen,
welche durch die Werte von du!: du? der Gleichung

(108) Srsdu”du =0

bestimmt sind, heissen die K-asymptotischen Richtungen.

Wenn man (108) als die Differentialgleichung betrachtet, so
definieren ihre zwei Losungen f (u!, u®)=c; und f (u!, u?)=c,, die
zueinander unabhéngig sind, zwei Systeme von Kegelschnittsscharen,
welche im System S: vollstindig enthalten sind. Jede solche Kegel-
schnittsschar nennen wir eine K-asymptotische Kegelschnittsschar. Es
gibt immer zwei K-asymptotische Kegelschnittsscharen, welche jeden
Kegelschnitt des Systems enthaltend sind.

Fiir die K-asymptotischen Kegelschnittscharen lautet die geomet-
rische Interpretation folgendermassen :

Jeder Kegelschnitt der K-asymptotischen Kegelschwnittsschar berithrt
stets die tn derselben Ebene liegende Erzeugende der der Schar zuge-
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horigen abwickelbaren Fliche, die durch die jeden Kegelschnitt enthalt-
ende Ebene umhullt wird.

Weil,

Spe du" du® = A¥ ;0 2 o du” du®

= AT (% - du") (25  du)

=0

zeigt uns, dass die Gerade, welche Geradenkoordinaten auf der Ebene
Zi,»du” sind, den entsprechenden Kegelschnitt beriihrt.

Es ist klar, die Gerade #;,,du” durch den betreffenden Punkt y* auf
der begleitenden Fliche F: des Systems S; hinzufithren. Die zwei K-
asymptotischen Richtungen sind also diejenigen, ldngs der die Schnitt-
geraden der benachbarten Ebenen die zwei durch den Punkt y* Tangen-
tengeraden des Kegelschnittes sind. Die beiden Geraden wollen wir
die K-asymptotischen Geraden nennen.

20. Die K-Windungskegelschnittsscharen. Eine fiir ein festes
Wertepaar von u” durch die Gleichung

(109) trdu™ =0

bestimmte Richtung du! : du? ist auch fiir die projektive Transformation
invariant, genau so wie die K-asymptotischen Richtungen, und diese
Richtung wollen wir die erste K-Windungsrichtung am Punkte y* (u”)
nennen. Da

tr du” = Aij,ui lj_ rdu* ’

ist die zu der ersten K-Windungsrichtung entsprechende Gerade, welche
Geradenkoordinaten 4; ,du” sind, bezugnehmend auf den Kegelschnitt
mit der zweiten projektiven Normalengerade der begleitenden Fliche
F> harmonisch konjugiert. Die Gerade heisst die erste K- Windungs-
gerade am Punkte *. Die erste K-Windungsgerade wird rein geome-
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trisch konstruiert, damit wir eine Gerade durch den Punkt ¥ mit der
zweiten projektiven Normalengerade der Flidche F::yu; in bezug auf
den Kegelschnitt des Systems harmonisch konjugiert ziehen.

Andererseits kommt ein System von Kegelschnittsscharen mit der
Hilfe von Losungen der Differentialgleichung (109) hervor. Jede in
solcher Weise definierte Kegelschnittsschar, die wir jetzt die erste K-
Windungskegelschnittsschar nennen wollen, hat eine solche geome-
trische Eigenschaft, dass die Schnittgerade jeder zwei benachbarten
Ebenen, die je einen Kegelschnitt der ersten K- Windungskegelschnitts-
schar enthaltet, d.h. jede Erzeugende der der Schar zugehirigen ab-
wickelbaren Fliche mit der enstprechenden zweiten projektiven Normal-
engerade der begleitenden Fliche des Systems Sz tn bezug auf den Kegel-
schnitt der Schar harmonisch konjugiert ist.

Zunichst betrachten wir eine durch den Punkt %* hindurchgehende
Gerade auf der Ebene [,, die mit der ersten K-Windungsgerade in
bezug auf die K-asymptotischen Geraden, folglich den Kegelschnitt
des Systems Sp;, harmonisch konjugiert ist. Diese Gerade heisst die
zweite K- Wingungsgerade auf der Ebene I,. Die der zweiten K-Win-
dungsgerade zugeordnete Richtung nennen wir also die zweite K- Win-
dungsrichtung, welche durch die Losung du! : du® der Gleichung

(110) trdu” =
bestimmt ist, wobei der kovariante Vektor . aus der Gleichung

111) Sutzl?z—slz(tl 132 + tzf;) + sty 21 =0

sich erklirt.

Unter der zweiten K-Windungskegelschnittsschar des Systems S.
verstehen wir dann diejenige, die durch die Differentialgleichung (110)
festgesetzt wird. Ihre geometrische Eigenschaft erkldrt sich fol-
gendermassen : Schnittgerade jeder zwet benachbarten Ebenen, auf die
je etn Kegelschnitt der zweiten Windungskegelschnittsschar liegt, d.h.
jede Erzeugende der der Schar zugehorigen abwickelbaren Fliche ist
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die zweite K- Windungsgerade, die mit der ersten K- Windungsgerade in
bezug auf den Kegelschnitt der Schar harmonisch kongugiert ist.

21. Die projektiven Invarianten. Die in Nr. 17 gedachte Invari-
ante U hat eine bemerkenswerte Eigenschaft und spielt eine wichtige
Rolle in unserer Theorie, daher wollen wir jetzt ihr einen besonderen
Namen, die Hauptinvariante des Systems Ss, geben.

Gemiiss der Beziehung (104) soll die Hauptinvariante U

G Sutats — 2812lits + sntit
112 U= B AL e
(112) S S

sein, wenn man mit S die Determinante des Tensors s, bezeichnet, d.h.

(113) V S = 81182 — 8‘132 .

Setzt man ferner bequemlichkeitshalber

(114) B=t,, B=—t,

dann wird (112) in folgender Weise uméndert :

G S, ;,TES
115 U= 7 4 S0
(115) S S

Nun wollen wir das erste Glied - g der rechten Seite von (115) iiber-
legen. Wenn man ¢,; bezw. s,, als die erste bezw. zweite Fundamental-
grosse in der Flichentheorie im euklidischen Raume auffasst, so stellt

gﬂ die Totalkriimmung der Fliche dar. Auf diesem Grund nennen
wir auch in unserer Theorie die absolute Invariante *‘(S;” die Total-

kriimmung des Systems S; und bezeichnen sie mit dem Symbole H :

_ S
(116 H= ;
) G
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Analogerweise nennt man die absolute Invariante

117) M=gs,,— Ge28u— 2012812+ gu sz
TS G

die Mittelkrimmung des Systems S;. Die geometrische Bedeutung von
M=0 lautet folgendermassen :

Wenn die Mittelkriimmung eines Kegelschnittsystems Ss verschwin-
det, dann sind die beiden asymptotischen Richtungen der begleitenden
Fliche F; des Systems und die beiden K-asymptotischen Richtungen des
Systems voneinander harmonisch geteilt.

Wir konnen eine noch exaktere geometrische Eigenschaft der
Mittelkriimmung M finden, wenn man das Doppelverhéltnis der zwei
K-asymptotischen Richtungen des Systems in bezug auf die zwei
asymptotischen Richtungen der begleitenden Fliche F%: mit i bezeichnet:

M i+4+1
118 I _2+1
(118) vH 1—1

Die andere Invariante in (115) wollen wir mit W™! bezeichnen :

aw L _mrt
w S

und W heisst die Hauptwindung des Kegelschnittsystems S, dann folgt
aus (115)

1,1
120 v=1,1
(120) gtw

Wenn die Hauptinvariante U Null ist, d.h., geometrisch aus-
gedriickt, wenn die zweite projektive Normalengerade der begleitenden
Fliche F, des Systems S: den entsprechenden Kegelschnitt des

Systems beriihrt, so ist die Totalkriimmung des Systems mit der
Hauptwindung bis auf das Vorzeichen gleich:
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(121) H=—W.

22. Andere Invarianten und ihre Beziehungen. Wir setzen den
Vektor #,, der in Nr.20 bei der Definierung der zweiten Windungs-
richtung eingefiihrt ist, unter Vergleich mit (111) folgendermassen
fest, da er noch nicht geniigend bestimmt war :

o

N -1 ~1
‘ =S Z(sute—spt)=S Zs,I",

9]

(122) ) 1 1
l tz———S 2(821t2-822t1)=S 28,17 .

Setzen wir, so wie in (114), auch

(123) ilztz y i2=—t1 )

dann wird die von dem Vektor Z, gebildete, mit (119) analoge Invari-
ante durch einfache Berechnung

124 il 2sahiotsuhh _ sl b
S S
_ o TR
_ 1
1

Wir erhalten noch eine andere absolute Invariante :

(125) T =g"t,t,,

die die erste Windung des Systems S, heisst. Die analoge Invariante,
die von i, gebildet ist, heisst die zweite Windung des Systems So :

(126) T =gt ks,
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aber fiir sie ergibt sich folgende Beziehung :

(127) ="+ T,

wie aus (122) folgt

s 5 (g78rpSe TP 1)
9ol =" TR
S
— (97°8rs) (80 T 1)) + 971, 1. S
S

23. Spezielle Auswahl der Parameterscharen. Nimmt man die
beiden Systeme der K-asymptotischen Kegelschnittsscharen als Para-
meterscharen an, d.h. derartig, dass u'=konst., sowie u?=konst. beide
die K-asymptotischen Kegelschnittscharen geben, so wird von (108)
unmittelbar

(128) Sn=8»=0
und im allgemeinen
(129) Sp=E0® .
Die Hauptinvariante nimmt dann folgende einfache Form an:

Gg + 2£t2 ,
S12 S12

(130) U=—

daraus folgt

181) H=—S& =5 -.-__2;(%33&.

G T otty

(30) Wenn sj2 in diesem Falle Null ist, so fallen die beiden K-asymptotischen Geraden
des Kegelschnittsystems S, zusammen und der Punkt yvder begleitenden
Fliache F: legt sich auf dem Kegelschnitt des Systems S.. Fiir die allgemeine
Auswahl der Parameterscharen ist dann die Determinante S des Tensors s,s
verschwindend.
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Ahnlich, wenn man die beiden Systeme der K-Windungskegel-
schnittsscharen als Parameterscharen annimmt, erhalten wir aus
(109), (110) und (111) ohneweiters

(132) t2=0 s Zx=0 , Slg=0

und daraus erhilt man wieder

(133) H= Susz - hb
G S
sowie
134 T — 9=hili , T = gulaly )
(134) - -

24. Das Tripelverhiiltnis. Es seien vier Punkte P, (a=1,2,3,4)
auf einer Gerade, von denen jede zwei nicht iibereinstimmen und
jeder durch die homogenen Koordinaten al,, A% bestimmt ist, und
betrachtet man noch einen anderen Punkt auf derselben Gerade,
welche homogene Koordinaten ', 22 sind, so kann man den folgenden
Ausdruck in bezug auf diese funf Punkte herleiten, ohne fur die pro-
jektiven Transformationen ihren Wert zu verdndern :

A=At A=Ak | dndig—Alle

(135) (P, P], Pz, P3, P4) = Ty " m
Ay 2= 2t Agl2—Aiydt  AnAty — Al

Weil, fir die projektive Transformation
(136) A=A
geht A}, 2%, —4%, 4% folgendermassen iiber :
(137) KAy — Rty = di] Rl —Hdn) -

Den Wert von (P; Py, P, Ps, P;) nennen wir das Tripelverhiltnis
des Punktes P in bezug auf die vier Punkte P, (a=1, 2, 3, 4) auf einer

.
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Gerade, welche geometrische Interpretation in dem metrischen Raume
folgenderweise lautet: Wir nehmen einen festen Ursprungspunkt O
auf derselben Gerade an und bezeichnen die gerichtete Entfernung
von O bis P, mit Ay, so wird das Tripelverhiltnis

An—A Ap—A Ag—2A
(138) (P; Py, Py, Py, Py)="0"".20"%. 0"
Aoy =4 Ag—4 An—Ay

da man

(139) Aoy =g : K

auffassen kann. Wenn der Punkt O dabei mit dem Punkte P zusam-
menfillt, dann nimmt das Tripelverhiltnis eine noch einfachere Form
an:

X Anlo@Re—4w)
(140) (P ’ P!y P2’ PS: P)=‘_(L(_)*@)_ 0. .
* 2eheAn—Ag)

Das Tripelverhéltnis (P; Py, P., Ps, P;) hat den Wert Null, wenn
der Punkt P entweder mit dem Punkte P; oder P, zusammenfillt,
dagegen wird es unendlich zunehmen, wenn der Punkt P dem Punkte
P; oder P, unendlich sich nihert.

Es sei P, und Ps derselbe Punkt, so artet das Tripelverhiltnis
(P: Py, P,, Ps, P,) in das Doppelverhiltnis aus, d.h.

(141) (P; Py, Py, Py, P)=(P, Py; P, Py.

Ahnlich wir konnen ersehen :

(P; P, Py, P3, P)=—(P, P1; P;, Ps),
(P; Py, Py, Py, P)y=—(P, P2; Py, Py,
(P; Pl; P2’ PSyP‘d):(P’ P2; Ply P3)~

(142)

U ——
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Definiert man die zwei Punkte P; und P, durch eine quadratische

Gleichung
QA =0,

und dhnlich P; und P; durch

R a#=0,

dann wird das Tripelverhiltnis in folgender Weise dargestellt, wie
man aus der Berechnung sehr leicht erkennen kann:

Q4% RuRp—Rb

143 P; P, P, Ps, Py)= : 12,
(143) ( v Po, P, P R QuQe—Qh

Das Tripelverhéltnis einer Gerade in bezug auf vier Geraden, die
alle durch einen festen Punkt hindurchgehen, kann man auch un-
mittelbar in analoger Weise definieren, damit man von einem belie-
bigen, aber nicht auf der Gerade L liegenden Punkte die Figur, die
aus fiinf Punkten auf der Gerade L besteht, projektiert, und damit
man das Tripelverhiltnis iiber die Punkte als dasselbe iiber diejenige
Geraden definiert, die fiinf durch obengenannte Frojektion erhaltenen,
durch einen Punkt hindurchgehenden Geraden sind. Und wir erhalten
einen analogen Ausdruck fiir das Tripelverhiltnis iiber die Geraden.

25. Die K-Hauptkriummung einer Kegelschnittsschar des Systems Sz
und die K-Kriimmungskegelschnittsscharen. Fiir eine beliebige Kegel-
schnittsschar S’ zugehorend einem Kegelschnittsystem S., die durch
eine Gleichung in den Parametern f(u!, 42)=0 bestimmt werden soll,
betrachten wir die begleitende abwickelbare Fliche, wobei die Erzeu-
genden in bezug auf das in §1 eingefiihrte Koordinatensystem auf
der die Erzeugende enthaltenden Tangentenebene der Fliche die Koor-
dinaten 2;,du” haben. Dabei sollen zwei Differentiale du! und du? den
folgenden Gleichungen geniigen :

(144) A gy ¥ que=o .
u! du?
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Das Tripelverhiltnis r(du”) dieser Erzeugenden in bezug auf die
zwei K-asymptotischen Geraden des Systems S. und der Tangenten-

geraden der zwei asymptotischen Linien auf der begleitenden Fliche
F; hat den Wert

1

dudut [ G \*®

145 dur)= Srs0 ] ,
(145) (o) grsdu™du® ( S )

wie aus (143) leicht ersehen werden kann. +(du”) ist bekanntlich eine
Funktion der Differentiale du! und du?, und fiir einen festen Wert von
dul: du? ist (du’) eine Ortfunktion d.h. eine Funktion von w”. Wir
nennen

(146) Ky = T(dw)( g )1

die K-Hauptkrimmung der Kegelschnittsschar S’, wenn du” aus (146)
bestimmt sind. Nach Vergleich von (145) und (146) folgt fiir

147 K Sps du” du®
N ' / rs -~ ol .
(147) ? grsdu” du®

Der extreme Wert K der K-Hauptkriimmung bei Anderung des
Wertes du!: du®> muss den beiden Beziehungen geniigen :
(148) | (Kgrs—sr)dwrdu’ =0  s=1, 2,

da fiir den extremen Wert K neben der Gleichung (147) in du' : du? noch

jener gelten muss, den man aus (147) durch Ableitung nach du!: du?
erhilt. Daraus folgt fiir K die Gleichung

(149) lKgrs‘“Srs\[ =0.
Somit ergeben sich fiir die zwei extremen Werte K; und K,

l KiK,=H,

(150) \
| K+ K =M.
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Die Gleichung (148) ergibt, wenn man K herauswirft, fiir die K-
Krimmungsrichtungen des Systems S, die den extremen Werten der K-
Hauptkriimmungen entsprechen, in du' : du? die quadratische Gleichung

an du” /%] du”
(151)

Sadu®  Sedu®

Eine Kegelschnittsschar des Systems S, filr die die Erzeugende der
begleitenden abwickelbaren Fliche die mit einer zugehorigen K-Kriim-
mungsrichtung zusammenfallende Richtung hat, nennt man die K-
Krimmungskegelschnittsschar des Systems Se. Da die Gleichung (151)
in du!: du? uns im allgemeinen zwei Losungen gibt, so ergeben sich im
allgemeinen zwei K-Kriimmungskegelschnittsscharen, die beide einen
Kegelschnitt des Systems Sz enthalten.

Aus (151) konnen wir ferner den folgenden Satz ableiten:

Die zwei K-Kriimmungsrichtungen eines zwei-parametrigen Kegel-
schnittsystems teilen die zwei K-asymptotischen Richtungen des Systems
und die zwei asymptotischen Richtungen der begleitenden Fliche des

Systems harmonisch.

Sapporo, Juli 1930.



