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Neuerdings hat die Untersuchung �er die projektive Differentialｭ

geometrie bedeutende Fortschritte gemacht, besonders itaIienischen 
Mathematikern(1) m�sen wir f� ihre grossen und achtungswerten 

Bem�ungen danken. Aber es scheint mir doch so, als ob sie sich aIIe nur 
von solchem Gesichtspunkte damit beschäftigen , dass die Raumelemente 
Punkt, Gerade oder Ebene sein soIIen, mit anderen Worten , die betrefｭ

fenden Mannigfaltigkeiten sind nur Kurven , Flächen , Geradenkomplexe 
und Geradenkongruenze. Diese Beschr舅kung der Raumelemente ist 

aber nicht notwendig, sondern wir k�nen nat�lich durch Annahme 
anderer Raumelemente viel wichtigere Resultate erreichen, zudem sind 
die Resultate auch geometrisch sehr interessant. Vor alIem eignen sich 

der Kegelschnitt und die Fl臘he zweiter Ordnung hierzu , da sie durch 
eine projektive Transformation auch noch Kegelschnitt oder Fl臘he 

zweiter Ordnung bleiben , d.h. sie haben eine projektiv invariante 

Eigenschaft. Ausserdem habe ich fr�er bewiesen(2), dass jede eineinｭ
deutige, stetige Punkttransformation eine projektive Transformation 
sein muss , wenn dabei jeder Kegelschnitt oder jede Fl臘he zweiter 
Ordnung auch ein Kegelschnitt oder eine Fl臘he zweiter Ordnung bleibt, 
und dass jede eineindeutige stetige Ber�rungskegelschnittstransforｭ

mation eine projektive Transformation ist. Aus diesem Grund habe 

(1) G. FUBIMI, ~. BOMPIANI, G. SANNIA, A. TERRACINI , usw. und E. CARTAN, in 
v 

Paris, E. CECH, in Brün, G. TZITEICA in Bucarest haben ebenfalls wichtige 
Untersuchungen gemacht. 

(2) A. KAWAGUCHI: On collineation and correlation, Japanese JournaI of Matheｭ
mati巴s， Bd. 3, 1927, S. 139-144. 

JournaI of Faculty of Science, Hokkaido ImperiaI University, Ser. 1, VoI. 1, No. 1, 19:30. 
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ich schon die Kegelschnittsgeometrie in der Ebene. ferner die Geometrie 

von Hyperfl臘hen zweiter Ordnung im n-dimensionalen Raume beｭ

gründet∞. Andererseits ist bis jetzt die Differentialgeometrie von Kegelｭ

schnitten im dreidimensionalen projektiven Raume noch nicht behandelt 

worden, obgleich sie schon von F. KLEIN in seinem Erlanger Programm 
als ein Problem hingestellt wurde, das uns einen guten Untersuchungsｭ
sto古 geben k�nte. Der algebraische Teil der Kegelschnittsgeometrie 

wurde jedoch von einigen Mathematikern(4) ziemlich eingehend beｭ

handelt, da er eine von der Belgischen Akademie herausgebrachte 
Preisaufgabe ist(5). Dieser Preis scheint bisheute noch nicht erworben zu 

sein. Die dieser U ntersuchung im Wege stehende Schwierigkeit d�fte 

darin seinen Ursprung gefunden haben , dass man k駟n einigermassen 
bequemes Koordinatensystem eines Kegelschnittes(6) finden konnte. 

In dieser Abhandlung m�hte ich die Differentialgeometrie von 

Kegelschnittsystemen im pr吋ektiven dreidimensionalen Raume E3 mit 

Hilfe eines sehr bequemen Koordinatensystems behandeln {7}, indem man 

meine Theorie �er Kegelschnittsgeometr色 in der Ebene und die 

Fl臘hentheorie von G. FUBINI(8) oder die Kurventheorie von G. SANNIA(9) 

passend zusammensetzt. 

Die Theorie von Kegeln im Raume E3 ist bekanntlich zu der jetzigen 

Theorie dual, da der Kegel sich zu einem Kegelschnitt genau so verh舁t. 

(3) U eber projektive Differentialgeometr匂 I-V， Tohoku Mathematical Journal, Bd. 
28--30, 1927-28. 

(4) z. B. R. A. JOHNSON: The conics as a space element, Transactions of the Ameｭ
rican Mathematical Society, Bd.15, 1914; und C. G. F. JAMES: Analyticrepresenｭ
tation of congruences of conics, Proceedings of the Cambrige Philosophical 
Society, Bd. 21, 1922-23. 

(5) 1908. 
(6) U eber Koordinatensysteme eines Kegelschnittes im Raume siehe: REYE: CrelJes 

Journal, Bd. 82, 1876, S. 5ι83; SPOTTISWOODE: Proceedings of the London 
Mathematical Society, 1878, S. 185-196; P. VANGEER: Archieves Néerlandaises, 
1888, S. 58-90; GODEAUX : Bulletin de l' Acad. de Bélgique, 1908, S. 896-902. 

(7) Einen Teil dieser Untersuchung fand ich bereits in einem kurzen Bericht des Inｭ
ternationalen Kongresses von Mathematikern in Bologna (1928) und auch in den 
“ Proceedings of the Imperial Academy," Japan, Bd. 4, 1928 publiziert. 

(8) Siehe FUBICI-CECH: Geometria proiettiva differenziale, Bd. 1 u. I!, Bologna, 
1926-27. 

。) Siehe G. SANNIA: Nuova trattazione della geometria proiettivo-differenziale delle 
curve sghembe 1, II, Annali di Matematica, ser. 4, Bd. 1 u. 3, 1923-25. 



Ueber die D切èrentiα1geometrie 型on Kegelschnitten 3 

1m alIgemeinen ergibt sich, dass die folgenden vier F舁le �er die 
Arten der Kegelschnittsysteme im Raume E3 betrachtet werden k�nen : 

Alle Ebenen , auf der je ein Kegelschnitt des Systems sich legt, haben 

(1) keinen gemeinsamen festen Punkt, d.h. kein Punkt geh�t zu 
allen solcher Ebenen, 
(2) einen und nur einen gemeinsamen festen Punkt, 
(3) eine und nur eine Gerade ; 

(4) alle solche Ebenen falIen aufeinander zusammen , d.h. alle 
Kegelschnitte des Systems liegen auf einer Ebene. 

Das Kegelschnittsystem des vierten Falles ist nichts anderes als 

das Kegelschnittsystem auf einer Ebene ; dieses System habe ich bereits 

in einer anderen meiner Arbeiten untersucht. (10) 

ﾜber die Kegelschnittsysteme des zweiten und dritten FalIes 

m�hte ich in einer sp舩eren Abhandlung sprechen; in dieser Aト

handlung sind nur die Kegelschnittsysteme des ersten Falles, als 
allgemeinsten Fall , der Gegenstand der Untersuchung. 
Auch diejenigen Kegelschnittsysteme, welche irgendeine der folgenｭ
den zwei Eigenschaften haben, lasse ich jetzt ausserhalb meiner Unterｭ
suchung dieser Abhandlung : 

(1) Die Gratlinie der abwickelbaren Fläche, die durch die obenｭ
genannten Ebenen eines ein-parametrigen Kegelschnittsystems umｭ

geh�lt ist, ist eine Kurve dritter Ordnung im Raume E3 ; 
(2) Die Fläche, die durch die obengenannten Ebenen eines zweiｭ
parametrigen Kegelschnittsystems umgeh�lt ist, ist eine abwickelbare 
Fl臘he. 

Diese Systeme geh�en nat�lich zu dem obengenannten vierten 

Falle und ich m�hte sie auch als Gegenstand einer sp舩eren Unterｭ

suchung hier unbehandelt lassen. 

Bemerkt m�e noch werden, dass in dieser Abhandlung nur einｭ
und zwei-parametrige Systeme er�tert werden, weshalb die Theorie 

(10) A. KAWAGUCHI: Ueber projektive Di庄erentialgeometrie 1, Theorie der Kegelｭ
schnittsscharen in der Ebene, Tohoku Mathematical Journal, Bd. 28, 1927, S. 
126-148, und Differential geometry of conics in the projective space of three 
dimensions II, Proceedings of the Imperial Academy, Bd. 4, 1928, S. 337-340. 
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von r-parametrigen Kegelschnittsystemen hier ununtersucht bleiben 

( wobeiγ=3 ， 4，...， 7). 

In ~ 1 erkl舐t man die doppelt homogenen Koordinaten eines Kegeト

schnittes im dreidimensionalen Raume E3. die die Gesamtheit von 

Koordinaten der Ebene des Kegelschnittes und von Koeffizienten 

αik in der Gleichung des Kegelschnittes : 

1, 3 
bαtkdmIC=O ， 

in bezug auf ein passend gew臧ltes Koordinatensystem auf der 

Ebene ist. 

Mit Hilfe dieser doppelt homogenen Koordinaten kann die Theorie 

von ein-parametrigen Kegelschnittsystemen in ~ 2 untersucht werden, 
ebenso die Theorie von zwei-parametrigen Kegelschnittsystemen in � 3. 

In き 2 werden sieben projektive absolute Invarianten des ein剛

parametrigen Kegelschnittsystems berechnet, von denen zwei die 
projektive Kr�mung und Windung im Sinne von SANNIA sind , und 

diese Invarianten geben uns die nat�Iichen Gleichungen f� das 

System , d.h. sie charakterisieren zusammen ein ein-parametriges 

Kegelschnittsystem f� die projektive Transformationsgruppe. 

λhnIich in ~ 3 f�rt man einen projektiv absolut invarianten Vektor 

tr , drei derselben Tensoren zweiter Stufe g.何 . q ,.s, Srs und einen Tensor 
dritter Stufeαγst eines zwei-parametrigen Kegelschnittsystems ein , von 
denen drei Tensoren grs, qγ.<; ， αrst die Fundamentalgr�sen der Fläche, die 
die obengenannnten Ebenen des Systems umhüllt, im Sinne von FUBINI 
sind. Und die Gesamtheit dieser Tensoren und dieses Vektors bestimmt 

umgekehrt ein zwei-parametriges Kegelschnittensystem bis auf die 

projektive Transformationen eindeutig, wenn sie einigen Bedingungen 
gen�en. 

Die vielen projektiven absoluten Invarianten eines zweiゃara­

metrigen Kegelschnittsystems so wie verschiedene Kegelschnitts耐

scharen, die in einem zwei-parametrigen Kegelschnittsystem enthalten 
sind , werden in 号 4 untersucht, wobei man durch geometrische Betrach・

tung sehr interessante Resultate erzielt. 

Wir f�ren also in ~ 3 den Begriff "Tripelverhältnis “ ein , 

worunter eine Verallgemeinerung des Doppelverh舁tnisses gemeint ist 
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und das in einem speziellen Falle in Doppelverh舁tnis ausarten kann. 

Mit Hilfe dieses Tripelverh舁tnis k�nen wir in unserer Theorie die 

Analogen definieren, mit der Hauptkr�mung und Kr�mungslinien 
in der Fl臘hentheorie im dreidimensionalen metrischen Raume. 

~ 1. DIE DOPPELT HOMOGENEN KOORDINATEN EINES 

KEGELSCHNITTES 1M RAUME 

1. Beziehung zwischen den beiden (im Rαume Es 旬nd αuf eineγ 

Ebene E2) Koordinαten eines Punktes. Betrachtet man eine Ebene E2 

im dreidimensionalen projektiven Raume Es und ein homogenes Punkt・

koordinatensystem ( y> ， ν= 1, 2, 3, 4) in gew�nlichem Sinne im Raume 
Es, wobei wir das Koordinatentetraeder mit T bezeichnen. Wir erhal・

ten dann eine vollst舅dige Vierseite auf der Ebene E 2, die das Schnittｭ
gebilde des Koordinatentetraeders T und der Ebene E2 ist, und 
daraus k�nen wir ein Dreieck D eindeutig ableiten , indem seine drei 
Seiten je drei Diagonalen der vollst舅digen Vierseite sein sollen. Nun 

werden wir ein homogenes Punktkoordinatensystem auf der Ebene 

einführen, dabei das Dreieck D als das Koordinatendreieck in diesem 
Falle angenommen wird. Wir nehmen auch eine der vier Seiten der 

vollst舅digen Vierseite als die Einheitsgerade(lll des Koordinatensystems 

auf der Ebene Ez an und lassen die Koordinaten eines Punktes, der auf 
der Ebene E2 liegt, in bezug auf dieses System (æ i , i=1 , 2, 3) sein. 
Andererseits sei die Koordinaten dieses Punktes in bezug auf das 

vorerw臧nte Koordinatensystem im Raume Es y> , dann folgt daraus 

(1) llyl + l2y2 + lsy3 +んが=0

oder in abgekurzter Bezeichnung, wie in dem Tensor-Kalk� 

l>y~ = 0 , 

(11) Wir d�fen nat�lich auch anstatt dieser Gerade die Schnittgerade der Einheitsｭ
ebene (im Raume E3) und der Ebene E2 als die Einheitsgerade annehmen, 
aber dies kompliziert die Resultaten ausserordentlich. 
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wobei lνdie Ebenenkoordinaten der Ebene E2 bezeichnen. 

(1) ist nicht anderes als die Gleichung der Ebene E2' wenn wir 

y" als die verlaufenden Koordinaten ansehen. Wir werden nun die Beｭ

ziehung zwischen Xi (i=l, 2, 3) und y" festlegen. Zu diesem Zweck 
benutzen wir zuerst die Gleichung der Ebene A , die durch den Schnittｭ
punkt der drei Ebenen: が=0， y2=O , E2 und auch durch den Schnittｭ
punkt der drei Ebenen: が=0， y4=0, E2 hindurchgeht. Nach der 
ersten Bedingung muss die Gleichung die Form 

( 2) αν1+by2+ cL=0 

haben, nach der zweiten Bedingung muss sie 

( 3 ) a'y8 十 b'y4 十 c'L=O

sein , wobeiα ， b, c, a' , b', c' unbekannten Grりssen sind ; wir setzen dabei 
einfachhalber 

(4) L == llyl + 12y2 + l3if 十 l4y4. 

Da (2) und (3) dieselben Gleichungen sein sollen, muss jeder 
Werten von y" identisch 

( 5 ) 

werden. 

( 6 ) 

αν1 十 by2-a'if-bγ+(c-c')L == 0 

Daraus erhalten wir die Beziehungen 

α 十 (C-C')ll=0 , 

b +(c-c')ら=0 ，

a' + (C'-C)l3= 0 , 

b' + (C'-C)l4=0 , 

indem wir jeden Koeffizienten von γin die Gleichung (5) einzeln Null 

setzen. Die von ( 6) bestimmten 羽Terten f� αund b in die Gleichung 

( 2) eingesetzt, ergibt f� (2) die Form 

(7) C'(llyl+l2Y2)+C(句3+んが)=0.
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Nun setzen wir voraus, dass der Punkt, dessen Koordinaten y' sind, 

immer auf der Ebene Ez liegt, d.h. llyl 十 lzYz+ la?f + l4が=0 ， dann wird 

die Gleichung (7) wegen + (c仁川~O

( 8 ) 午仙げ-l:f!l-ω4)=0

Andererseits, unter der Voraussetzung, dass der betreffende 

Punkt auf der Ebene Ez liegt, m�sen die Koordinaten y' durch die 
Koordinaten が linear dargestellt werden(12) d.h. etwa 

( 9 ) み λ k(13)
Y'=αicX 

( 8) gibt uns die Gleichung einer Seite des Dreiecks D unter der 

Beschr舅kung L=O , die Gleichung der Seite ist aber wieder z.B. 

X1=0 in bezug auf das Koordinatensystem auf der Ebene Ez• Damit 

muss (8) x1=0 werden , wenn die Beziehungen (9) in (8) ersetzt. 

AIso erhalten wir 

PIX1= llyl 十 lzlf-l3?f-l4y4

und 臧nlich 

P2X2 = llyl-lzlf +ω3-l4y4 ， 

pgX3= llylーらが-l31i+ l4y4 , 

(12) Wir k�nen durch eine projektive Transformation das Koordinatensystem solchｭ

ermassen transformieren, dass die Ebene E2 eine SeitenR臘he z. B. ]j-l=O des 
neuen Koordinatentetraeders und auch das Dreieck D das Schnittgebilde von 

den drei anderen Seitenfl臘hen auf der Ebene sein sol1. Dann ersehen wir die 

Richtigkeit unserer Behauptung, da wir 否1=X1 ， 百2=X2， 百3=X3， �4=O setzen 
d�fen. 

日

(13) Wobei das Summationszeichen ~ einfachhalber ausgelassen wird, wie im 
k回 1

Tensor-Kalk� (od. Ricci-Kalk�) 
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wobei pi beliebige Gr�sen sind , aber wir erkennen sehr leicht, dass 

P1=Pι =p3(主 p)

sein müssen , wenn die Einheitsgerade wie in der Voraussetzung der 

Schnittgerade der zwei Ebenen y1=0 und E2 ist. Dies gibt schliesslich 

als Beziehung zwischen den beiden Koordinatensystemen 

(10) 

j pz1=蜘l2y2-l3y3-l4y4 ，

i pd=td-俳句i3-l此
px3 = llyl-l2y2-l3y3 + l4y4 (14) , 

wobei p eine Grりsse ist, die man beliebig w臧len kann. 

Aus (10) folgt ferner umgekehrt 

(11) 
l日広「日F刊山=叫4んωいl叩2=lll仙3lムlん:4(伽x1一d一x3吟Bワ') , 
σy3=lll2l4(ーが+がーが) , 

ay4 =llM3(ーがーが十が)

unter der Voraussetzung lll2l3l4半0(15) ， ferner unter Au白sung von y" in 

dem Gleichungssystem (10) und L=O, wobei 

pσ =4l1M3l4 ・

2. Gleichungen jür・ Punktmαnnigfiαltigkeiten. Nun k�nen wir 

zwei Klassen der homogenen Koordinaten (l1 ， ん， l3 ， ん) (x1, x2, x3) in Nr. 
1 betrachten und sein vereinigtes System (ι ，が) (das ist doppelt homoｭ

gen) bestimmt ein Paar, das aus einer Ebene und einem Punkte im 
Raume E3 besteht. Auch sehen wir sehr leicht von (11), dass die zwei 

(14) Wir k凸nnen (10) in anderer Form ausdrücken, z.B. 
(11)1 P持x1 =llyl 十 lzy2， P持x2=lly1十 l3y3， P後沼3=llyl+l4ν4，
wodurch aber nichts Wesentliches ge舅dert wird, ausserdem fehlt ihm die 
Symmetrie. 

(15) Wenn lll2l3l4=0 ist, m�sen wir das Koordinatensy自tem im Raume E3 in ein 
anderes transformieren, um mit (11) 臧nliche Ausdr�ke zu f�ren. 
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durch (ム，が) bezw. (L , Xi) bestimmten Punkte sich miteinander zusamｭ

mensetzen, wenn 

X1+X2+X3 _ X1_X2ーが _Xl+X2_X3 • _X1_X2+X3 

II んらん

_ X1 十 X2+が .51ーがーが

II ん

-x1 + が_，f，3 ーが-æ2十が

Daraus kりnnen wir die Gleichung f� einen Punkt in E3 erh,tlten: 

X1ーがーが.ーが十 X2ーが.ーがーが+X3

l2 l3 l4 

X1+X2十 X3
(12) 

=α:β:γ: ö , 

wobei ιund Xi als die laufenden Koordinaten aufzufassen sind. Da-

gegen sind alleα， β， γ， � Konstanten. Setzen wir einfachheitswegen 

(13) X1 十 X2+X3=ZI ， X1ーがーが=Z2 ， ーが+X2ーが=Z3， _X1_X2+が=Z4，

dann geht (12) in die Form �er 

oll ー βl2 ー γl3 _ Öん
Zl Z2 Z雪 Z

(14) 

Die folgende Beziehung zwischen Zλergibt sich hierdurch ohneweiters 

(15) ~Zλ=0. 

Aus (12) folgt auch die Gleichung f� eine Ebene : 

(16) 竺1+β竺十竺i+ぷ4=0
II l2 らん

und die f� eine Gerade : 

(α +ãp)ll ー (β +ßp)ら一 (γ+ヲ叫ん一 (Ö+Öp)l4
Zl Z2 Z3 Z4 

(17) 
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wobei p ein Parameter bedeutet. Eliminieren wir aus (17) das Paraｭ

meter p, dann bekommen wir die Gleichungen der Geraden 

10 
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Z4 ' 

die keine andere Bedeutung als (17) besitzen. 

In analoger Weise k�nen wir auch weiter die Gleichungen f� 

Kurven , Flächen, Linienkongruenze und Linienkomplexe finden. 

Bemerkung. Offenbar d�fen wir nach dem Dualit舩sprinzipe 

ιals Punktkoordinaten und Xi als Linienkoordinaten einer durch den 
Punkt lv hindurchgehenden Ebene ansehen, das gibt (16) uns die Gleiｭ
chung f� den Punkt. 

3. Die doppelt homogenen Koord伽αten e伽es Kegelschnittes 伽 Ea.

Auf der Ebene E2 betrachten wir einen Kegelschnitt K , der in bezug 
auf das auf der Ebene E2 eingef�rte Koordinatensystem durch eine 

homogene quadratische Gleichung folgendermassen dargesteIlt wird : 

αzkdmk=O ， 

wobei wir das wie in Nr. 1 betrachtete Dreieck D auch als das Koordiｭ

natendreieck auf dieser Ebene annehmen. Es kommen dabei offenbar 

nur Verh舁tnisse zwischenα幼 im Frage, d.h. eine Gleichung, welche 
als ihre Koeffizienten die mit einem gemeinschaftlichen Faktor p multi-

(19) 

pIiziertenαik besitzt : 

pαikXiXk=O 

steIlt denselben Kegelschnitt K wie die Gleichung (19) vor. Deswegen 

k�nen wir die Koeffizientenαik in der Gleichung (19) als die homogenen 

Koordinaten des Kegelschnittes K auf der Ebene E2 ableiten. 

1m aIlgemeinen wird ein Kegelschnitt in Es durch die den Kegelｭ

schnitt enthaltende Ebene und eine homogene quadratische Gleichung, 
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wie (19), eindeutig bestimmt, daher entspricht ein vereinigtes System 
von Ebenenkoordinaten der Ebene E2: l. und von Koordinaten des 

Kegelschnitt倒的keinem nicht ausgearteten Kegelschnitt eineindeutig. 
Aus diesem Grund nennen wir ein doppelt homogenes System (ι ， a;k) 
das doppelt homogene Kegelschnittsko01・dinαtensystem 伽 Ea・

Durch eine projektive Transformation 

(20) 

(21) 

wobei 

ーλλν(16)
Y"= αν y'\'~' , 

五 =β~h ，

αXa~ =0叩，

ver舅dert sich z.B. X1 wegen (10) und (11) folgendermassen: 

px1=β'ílν(αlyÀ) +β'2l.(a1yÀ)ーβ'slν(r4ダ)一β~~lν(α:iyÀ)

=β'íl.{αlp1(x1 

十α以(ーがーが十x3)}+ . 

=lν(βi(αIp1 十αW2-a}p3ーが)+β2(αip1十が_o$.p3ーが) … jm1 

+l.{βHαlp1-o}p2 + a}，p3ーが)+…・…jm宮

十 lν{βHαlp1-a"W2-alp3+似)+…… -jzs

=γlxi , 

wobei wir 
-F-=ρλ 
~À 

(16) Wir setzen hier voraus, dass die griechischen Indizes )，・， p., V, W, ... .die Werte 
1, 2, 3, 4 und dagagen die lateinischen Indizes i, j , k , . • . . die Werte 1, 2, 3 durchｭ
laufen. 
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setzen. In analoger Weise erhalten wir im allgemeinen 

(22) 丙i=γ/Xi. 

Diese Beziehungen bestimmen bekanntlich auf der Ebene eine projekｭ

tive Transformation , aber es ist wichtig zu beachten, dass alle ry{ im 
allgemeinen nicht nur vonα~ sondern auch von ιabhängig sind. Die 

Ausdr�ke (21) und (22) geben uns damit eine allgemeine projektive 

Transformation f� Kegelschnitte in E3. 

S 2. DAS EIN.PARAMETRIGE KEGELSCHNITTSYSTEM S1 

4. Die begleitende αbwickelbαre Fl臘he. Wir denken uns ein einｭ

parametriges Kegelschnittsystem 81 in E3, das durch Funktionen mit 
einem Parameter u 

1ν =l， (u) , αik=αik(U) 

gegeben ist. Bei diesen Funktionen setzen wir, um allen funktionen・

theoretischen S~hwierigkeiten zu entgehen, fest , dass nur stetige und 
hinreichend oft di町erenzierbare Funktionen zur Betrachtung gelangen. 

Durch die Gleichungen ム=ム (u) definieren sich eine abwickelbare 
Fl臘he F , die von der Ebenenschar lνumgehülIt ist, d.h. jede Schnittｭ
gerade zweier benachbarten Ebenen der Ebenenschar ist eine Erｭ

zeugende der abwickelbaren Fl臘he F. Die abwickelbare Fl臘he 

F ist eineindeutig zu einem einゃarametrigen Kegelschnittsystem zuｭ
geordnet. 

5. Die kovariαnte Ableitung. Wir denken uns ein Di百erentiaI

P=gdu , wobei g eine eindeutige stetige und hinreichend oft differenｭ
zierbare Funktion von dem Parameter u ist, und setzen 

(23) gôru=dト 1、/r，
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d.h. 

(24) 

u
 

，
。

o

w

伽

h

g

h
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u.s.w. 

Es sei b川 eine Funktion von u , wenn n eine positive ganze Zahl ist 

undB鈍 =b/ndu"' ， dann folgt 

(25) dBn=d(b/悦dun)=bjn 十 ldu肘l+nb;旬du十l~?U , 

wobei 

( db悦 1J1J， 1_ ¥ 
(部) 品/戸川du=(klJーワ b;n)du; 

diese b/肘 1 wird die kovα7・iante Ableitung von b/ηdurch U(17) genannt. 

1m allgemeinen ergibt sich z.B. 

(27) d { b /n dur(ぬ)S(ô3u)t} =b/川ldur+ 1 (仇)吋~?u)t 十 γb/ndur市匂t)s+1(Ô3U)t

+sb/nduγ(Ô2U)s-1(~U)t 十 1+ tb/ndur(ô2u)"Wu)t-lô句，

f� jede positive ganze Zahl r , s, t, zwischen denen die Beziehung 
γ十 2s+3t=n besteht. Wir k�nen von (27) als einen speziellen Fall 

die folgende Ausdr�ke erhalten : 

(28) 
dX/l σμ YU 中

X;l = -:--=xu , X/2= ~ 一一一X/l=XU1ι-NLh ，
du αu g !J 

u.s. w. 

Daraus folgen ohneweiters 

(29) 

dx =x:ld 

d2x=勿/2du2 十 X/IÔ2U ，

d日:X= x/3du3 + 3xぇduô2u 十 X/IÔ3U , 

(17) Wenn g=l ist, reduziert sich die kovariante , Ableitung zur gew�nlichen Ableitｭ

ung d. h. eγu==dγu ・ Siehe z. B. FUBINI-CECH, a.a.O. , Band 1, S. 27. 
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Die kovariante Ableitung von g hat immer den Wert Null, wie wir 
sehr leicht ersehen k�nen. 

6. Die pγojektiven Inのαバαηten ， welche nuγ von de?・ begleitenden

αbwickelbαγen Flâche αbhängen. F� eine unimodul舐e projektive 

Tr瀟sformation 

(30) lv =fl~ 1,,> , 

wobei die Determinante la~ I den Wert 1 hat, sind alle Determinanten 

von dem Typus wie 

(31) /lv dlν d21v drlv / γ=3， 4 ， ..... 

offenbar invariant. 1m Falleγ= 3 setzen wir 

(32) (処)2=(gdU)6= e! 1ν dlv d21ν d'llνi ， 

wobei e das Vorzeichen von Ilv dlν d21ν d31νI darstellt, daraus folgt 

(33) (gdu)6=e [1ν (51~ (521ν (53lν| 

=ellνtν/1 l~/2 1ν;3/ du6. 

1n diesem Falle verwenden wir die kovariante Differenzierung �er ι 

durch Annahme von 

(34) gduニ (e /lν dlv d21ν d31ν/ )6 

statt von 1Jl im vorigen Paragraph ; 

(35) ベellν まま;331)t

= (e [1νtwIL31W21)t. 

Durch kovariante Differenzierung von (35) erhalten wir 

(36) 11ν 1~/1 lV>̂t 1νι[=0 ， 
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da die kovariante Ableitung von g den Wert Null besitzt, davon gilt es 

(37) i l> dlν d2l> d4l>] =6!lν l>/1 l>/2 l>;3] du5 0弘

=6E g6dn502u . 

In analoger Weise erhalten wir 

(38) 
10 lJ? _1? m 5 

]lν dl> d2lν d5lν]=1 ムム/1 ん2 l川d--JdZF日-9-(dTB)2 ，

und noch weiter analoge Ausdr�ke f� 

Ilν dl> d2lν drlν1 ， 

wobeiγ=6 ， 7 ，. 

Die Koordinaten ŷ eines Punktes der Gratlinie der abwickelbaren 
dL 唱

Fl臘he F山d mit (lν1M lw)proportional, wobei wirkumd1;be肌

-d生 mit l>.u be肌 l>.側 be矧chn札 Hierbei verstehen wir ferner 
αu“ 

unter (lv 間ν nν) vier Determinanten : 

l ん例2 n2 i 

i l3 m3 均，

I l4 1n4 n4 i 

l3 悦3 n3 i 

l4 m4 η4 ' , 

II ml η1 I 

l4 m4 n4 

II ml n1 i , 

ん m2 n2 

2

3

 

''u

,,u
,,
e 

η12 n己・

Nun k�nen die Koordinaten ŷ folgendermassen in bezug auf die 

Fl臘he F normiert werden : 

(39) グづ(ιlν u lv.uu)= 

daraus folgen sofort 

(40) 1J13 = y^d3lλ =-l>d3;が，

(41) 1J14 三三 ε Ilν lV/l l>;2 lν 4Idu4 =0 ， 
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(42) ljl5 = E i lv い l，山/51 ぢ

=yλ d5lλ -~!_Q d2 1Jl3 十5_ Jtl~立
3 - 9 民

und wir setzen auch 

1Jl6=~y^d3l^ ・

グ bezw. mνseien die Koordinaten eines Punktes bezw. einer Ebene , 
die folgenden Bedingungen gen�en sollen : 

(43) 
f zλlλ= 1 , 

1 y^肌= 1 , 

zﾀ dl̂ =ẑ d2lλ=ど d3lλ=0 ，

dyﾀm^ =d2y入mλ =d3νλmλ=0 ，

und wir setzen 

(44) 型町3=αdu3 , fh=-odd. 
1Jl3 ι ;5=一仰z ，

dann werden ŷ /3 und l>/3 durchα ， 0, q dargestellt, d.h. 

(45) f l>/3 =θlν寸l'/1 + α怖い
i グ 3 = -OY^-Qy^/1ーαzλ ，

und ferner 

(46) 制ν1 =clν ， Z^;1=γyÀ ， 

wobei c und γauch Funktionen von u sind , und 

(47) c+γ←(+)仰}

Von dieser Beziehung k�nen zwei Funktionen c und γdurchα， θ ， q 
und p dargestellt werden, wenn wir setzen : 

(48) 1];7 - d3y) d4lλ =pdu7 • 

(18) Siehe FUBINI-とECH， a.a.O., S. 33. 
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Nun werden wir denjenigen Fall weglassen , bei denen die Gratlinie 
der abwickelbaren Fl臘he F eine Kurve dritter Ordnung ist, f� die 
θ=0 und 71"=0 sind, wenn 

(49) 
3 ", 5~" .... _ , 9 __9 3 __" 5 M ヮワァヨ q" + θ， + 5c + :~ q~ = ~ q" - ~ 8' -5γ 十一 ザ，
2 • 2 20 • 2 • 2 '20 

wobei die Striche die Ableitungen nach einem neuen Parameter u普

andeuten ; f� u.::. sei α=1， d.h. 

(50) αdu3 = d1t'3 • 

Wir verstehen dann unter den nor・mierten Koord仰αten einer abｭ

wickelbaren Fl臘he F diejenige , f� die 0=1 oder, wennθ=0(19) ， 71"= 1 

besteht. Nämlich , aus einer beliebigen homogenen Koordinaten lassen 
sich die normierten durch 

1 

(51) lf=。亙lν

ableiten. 

Das Parameter u':-ー=σ， das durch Verwendung der normierten 

Koordinaten erhalten wird , heisst die pγojektive L舅ge der abwickelｭ

baren Fl臘he F , welche f� jede projektive Transformation invariant 
bleibt. q und c sind dabei auch f� jede projektive Transformation 

invariant und wenn beide q und c einzeln als Funktionen von der 

projektiven Längeσgegeben sind, dann bestimmt sich eindeutig die 
abwickelbare Fl臘he F bis auf die projektiven Transformationen. q 

bezw. c ist daher nicht anders von der projektiven Kr�mung bezw. 

Torsion (oder Windung) der abwickelbaren Fl臘he F(20). 

7. Dγei mit deγαbwickelbαγen Fl臘he F projektiv 初旬αγ旬nt verｭ

knüpfi仰de Geraden, die αuf J'edeγ umhüllenden Ebene liegen. Die 

Tangente T der Gratlinie K der abwickelbaren Fl臘he F an einem 

(19) In diesem Falle geh凸rt die abwickelbare Fl臘he F zu einem linearen Linienkomｭ
plexe, in anderen W orten, alle Tangenten ihrer Gratlinie geh�en zu einem 
linearen Linienkomplexe , 

(20) Siehe FUBINI-CECH, a.a , O" S , 37. 
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Punkte P , welcher dem Wert σo von der projektiven Längeσentspricht ， 

ist die Schnittgerade der zwei Ebenen , welche Koordinaten bezw. 
ι(σ。) und lν'Cσ0) sind. Unter der projektiven Normalengeraden N der 

Gratlinie K , die mit der Fl臘he F projektiv invariant verkn�ft ist, 
verstehen wir andererseits 臧nlich die Schnittgerade der zwei Ebenen , 

die 山加 Ko州naten bezw ム(σ)undW)=; 同十 l':(σ) er同

halten(21l. Wir werden noch eine f� die projektive Transformation irト

variant mit der abwickelbaren Fl臘he F verbundene Gerade auf jeder 

Umh�lungsebene lν(σ) einführen, damit wir je eine invariante Ebene, 

die als ihre Koordinaten 恥 (σ)= æ~ lν(σ)十立 l~ (σ) 十 lケ(σ) hat , ent-2 V"~/' 2ν 

sprechend zu jeder Ebene ム (σ) in Betracht nehmen, d.h. die Schnittｭ
gerade C von zwei Ebenen ι(σ) und ην(σ). Auf diese Weise lassen 

sich drei invariante Geraden(22), die alle auf einer Ebene ι(σ) liegen, f� 
jeden Wert der projektiven Längeσzu der Umh�lungsebene ム (σ)

aufstellen. 

Wir betrachten nun ein Koordinatensystem auf der Ebeneι(σ) ， 

wie es in ~ 1 erw臧nten Weise angenommen wird und es sollen diese drei 

Geraden als ihre Koordinaten in bezug auf dieses Koordinatensystem 

(52) 

(53) 

(54) 

iA}=T(いルlll2l~Z 叩~)

ﾀ�1) = T (li もちん - lll~ l3l4 + l1l2lj l4 - II んら l;)

À~I) = T (百九 l3l4- lll~ んら -l1 l2 広 14+ l1l2l3l~) ; 

j 』i2~附んい山+凶

1 Àá店伊irP2幻)=T刊(仔佑E凸1 んμlん3lん4 一l1 ç2 l:ん3Zん4+ l1l:ら2Ç:ι'3l4 一l1 らωJんgç，凸'4)

l À~2)幻) =T(仔6 ん lん3 ん一 l1 ç:色2lん314 一 lJ ιEら'3l4+ l1 ん l3 ç，凸'4) ; ; 

( 4円)=T刊=訂ベ一T刊(
ﾀ�3) = T(φη1 らんん一 l11恨宛 L ん十 l1l:ι2η'l']3 lん4 一 l1l:ん'2l:ん3η引ψ'4) ) 

.113) = T(η1ι l3 l4 -l1 1�213l4 -l1 んや 14+ l1l2l3 引)

(21) Siehe G. SANNIA, a.a.O. ~ 4. 
(22) Diese drei Geraden haben im allgemeinen keinen gemeinsamen Punkt. Wenn sie 
immer einen gemeinsamen Punkt haben, soll die abwickelbare Fl臘he ein 
allgemeiner Kegel sein. 
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haben. Hierbei werden wirτeinen festen Wert geben , also 

(55) 
包

T = (2l1 んらん)ー3

19 

8. Projektive Invαバαnten， welche ψom Kegelschnittsνstem 81 selbst 

αbhängen. Denken wir uns die doppelt homogenen Koordinaten von 

Kegelschnitten des Systems 81 :αilc==α伐 (σ) ， so besteht die Möglichkeit, 
diese Koordinatenα仇 (σ) derart zu normieren, wenn wir voraussetzen, 

dass die Determinante 1α必(σ)1 nicht mit Null identisch ist, d.h. dass 

die Kegelschnitte im allgemeinen nicht ausgeartet sind. 

(56) |αik(σ) 1=1. 

Wir nehmen d.h. als neue Koordinaten 

1 

(57) αネ =αi"(σ)[αj叫(σ) [-3 (2<) • 

Wir werden in Folgenden diesen Stern der K�ze halber auslassen und 

die in dieser Weise normierten Koordinaten immer mitαidσ) bezeichnen. 

Um aus diesen Koordinatenα依 (σ) einige projektive Invarianten , 
die mit dem System 81 verkn�ft sind, abzuleiten, 舅dern wir das 
Koordinatendreieck und das neue Koordinatendreieck wird von den 

drei eben genannten invarianten Geraden T , N , C gebildet. Dann 
werden die neuen Koordinaten der Kegelschnitte des Systems 81 

folgendermassen ausgedr�kt: 

(58) ]ab(σ)=Ai勺jα) JtfJ ) α ， b=l , 2, 3 , 

wobei Aik(σ) die dualen Koordinaten des Kegelschnittesαik ， d.h. die durch 

die Determinante Iα川 dividiertenalgebraischen Minordeterminanten von 

Elementenα必 in bezug auf die Determinante 1 a'k 1 bezeichnen. Diese 

Grりssenlαb (σ) sind f� jede projektive Transformation invariant, da das 
betreffende Koordinatendreieck , wie wir eben gesehen haben , mit dem 

(23) Siehe A. KAWAGUCHI: ﾜber projektive Differentialgeometrie, a.a.O. 
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System Sl projektiv invariant gebunden ist und da diese Gr�sen [ab 

f� jede projektive Transformation auf der Ebene unver舅dert bleiben. 

Diese sechs Invarianten 1ab sind voneinander nicht unabhängig, 

sondern es besteht zwischen denselben die Beziehung 

(59) 11α~ [= 1 . 

Weil, aus der Determinantentheorie ersehen wir unter Ber�ksichtung 
von (52) ・ (55) folgendes : 

1 1ab[ = IA引 1;.i;n) i2= I ;.tn) 12 

= T~ (2l1 l2l3l4)4 I l1 l~ ';1 η1 2 

l2 l~ ';2 rl2 

l~ ';3 1]3 

l~ ';4 η4 

= i II lf l~' l;" 2 

I l2 l~ l~' l~" 

ん l~ lf' l~" 

ん l~ l~' lt 

=1. 

Deshalb wird eine Invariante von dieser sechs 1ab durch anderes ausgeｭ

dr�kt. 

9. Der fundαmentαle Sαtz. In dieser Weise erhalten wir nun 

sieben voneinander unabh舅gige projektive Invarianten q, c, [ab (α ， b= 

1,2,3)(24), die von dem System Sl abh舅gig sind, und durch diese sieben 
Invarianten werden alle anderen von dem System Sl abh舅gigen 

projektiven Invarianten dargestellt, wie wir sofort ersehen kりnnen.

Nun k�nen wir den folgenden fundamentalen Satz beweisen : 

(24) Von den sechs 1ab lassen wir dabei irgendeines aus , da die Beziehung (59) zwischen 
den 1ab besteht. 
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Die sieben In旬αγ旬ηten q, c, 1め(24) seien αlle αls stetige und hinγeich­

end ザ~ differenzieγbαγe Funktionen von σ gegeben， dαnn lαsst sich ein 

ein-parametγiges Kegelschnittsystem Sl bis αufdie pγojektiven Transfoγ­

mαtionen eindeutig bestimmen, so dαss das System Sl diese sieben Invαパ・
αnten bezω.σαls seine Invαγtαnten bezw・ pr・ojektiveL舅ge hat. 

Beweis: Erstens wollen wir beweisen , dass mindestens ein System 
Sl sich ergibt, das als seine Invarianten die vorgegebenen Funktionen 
q, c, l'め besitzt. Es ist nicht nötig, hier zu beweisen , dass q=q(σ) und 
c=c(σ) zusammen eine abwickelbare Fl臘he bis auf die projektiven 

Transformationen bestimmen, d.h. dass sie die nat�lichen Gleichungen 

einer abwickelbaren Fl臘hen F f� projektive Transformationsgruppe 

vorsteIlen. In jeder Tangentenebene dieser Fl臘he kann ein Dreieck 

abgeleitet werden, das von den drei oben besprochenen Geraden T , N , C 
gebildet ist, und durch Verwendung des Dreiecks als Koordinatenｭ
dreieck auf jener Ebene k�nen wir einen solchen Kegelschnitt einｭ

führen , dass seine Koordinaten Iab sein soIlen. In dieser Weise kann 
man die Existenz desjenigen ein-parametrigen Kegelschnittsystems 

erkennen , das als seine Invarianten die vorgegebenen Funktionen beｭ
sitzt. N臘hstens muss man sehen, ob zwei derjenigen Systeme mit 
passender Zuordnung vom Werte der Längeσeben derselben Inｭ

varianten existieren , welche durch keine projektive Transformation 
zueinander �ertragbar sein k伽men. Es ist aber nicht so schwer zu 

zeigen, dass wir zwei Systeme mit passender Zuordnung vom Werte 
der Längeσderselben Invarianten durch geeignete projektive Transｭ

formation immer zueinander �ertragen kりnnen. In der Tat, sollen 
zwei der Systeme zugehりrige abwickelbare Fl臘hen durch geeignete 

projektive Transformation zueinander �ertragen sein , da sie dieselben 
q und c f� entsprechenden Wert der Längeσhaben ， folglich m�sen 

dann die entsprechenden Geraden T , N , C der beiden Fl臘hen auch 
zusammenfallen. Andererseits , sind die �rigen Invarianten 1ab der 
beiden Systeme ganz gleich, daraus folgt es , dass die der gleichwertigen 

Längeσentsprechenden Kegelschnitte der beiden Systeme auch durch 

solche ﾜbertragung zusammenfallen müssen , da 1αb die Koordinaten des 
Kegelschnittes in bezug auf das durch jene drei Geraden T , N , C ge・
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bildete Dreieck sind. Wir ersehen daraus die Richtigkeit der Beｭ

hauptung unseres Satzes. 

10. W-Kegelschnittsystem. Unter dem W-Kegelschnittsystem 

verstehen wir ein solches, bei dem alle Invarianten konstant sind, und 
bezeichnen das System mit W1• Es ergeben sich ∞ 1 projektive Transｭ

formationen , bei denen ein Wl im Ganzen unver舅dert bleibt, und die 
zu einem W1 zugeh�ige abwickelbare Fl臘he ist offensichtlich auch 

selbst eine projektiv abwickelbare W-Fl臘he. Bildet man irgendeine 

beliebige Tangentenebene der einem W1 zugeh�igen abwickelbaren 

Fl臘he auf eine anderes in solcher Weise durch eine projektive Transｭ

foramtion ab, dass jede entsprechende von je drei auf beiden Ebenen 
liegenden Geraden T , N , C zusammenfallen, dann fallen auch zwei 
Kegelschnitte des Wl auf beiden Ebenen zusammen. Diese Eigenschaft 

hat nicht nur Wl, sondern auch dasjenige System, von denen die Inｭ
varianten 1ab alle konstant sind. 

11. T -System. Betrachtet man den Falllll = konst. , dann hat das 
betreffende System folgende Eigenschaft ; wir nennen es T-Sy/~tem. 

Bezeichnen wir mit 1ab die zu 1ab duale Koordinaten des Kegelｭ

schnittes, dann ist jede 1ab die algebraische Minordeterminante von 
Iゆ in bezug auf die Determinante Ilabl , und 

(60) Pl=IJ�-(IZ6)2. 

Durch Differenzierung erhalten wir daraus f� das T-System 

(61) ~133+122~ら-21~=0.

Wir denken uns zwei benachbarte Kegelschnitte des Systems und die 

Schnittgerade T zweier je einen dieser Kegelschnitte enthaltenden 

Ebenen, dann werden die Schnittpunkte dieser zwei Kegelschnitte und 
T durch die Gleichungen 

(62) 122(x2)2 + 2J;舗がが +læ(が)2=0 ，
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(63) (ら+d1'?2)(x2)2 十 2(123+ dl23)x2x3 + (133 + d1&1)(が)2=0

bestimmt. Aus dieser Betrachtung geht ein Punktepaar, welches 
durch 

(64) 1五(が)2 十 21~x?x3 十 Iゐ(が)2=0

definiert wird, hervor und (61) zeigt uns, dass die beiden Punktpaare 

(62) und (64) voneinander harmonisch geteilt sind. Diese Eigenschaft 

ist f� das T-System charakteristisch. 

~ 3. DAS ZWEI.PARAMETRIGE KEGELSCHNITTSYSM S2 

12. Die begleitende Flαche. Wir betrachten nun ein zwei-

parametriges Kegelschnittsystem S2 in E3 , das durch Funktionen mit 
zwei Parametern uγ(γ=1 ， 2) 

l> =l (u l, u2) ， αik=αi"， (U1 ， u2) 

gegeben ist, 臧nlich wie in S 2. ﾜber diese Funktionen machen wir 
auch dieselbe Voraussetzungen, wie in Nr.4. Die Ebenen ん (ul， u2) 

umh�len eine Fl臘he F2' ur gilt als veränderlich, und die Fl臘he 
F2 entspricht dem System S2 eineindeutig. Den Fall wollen wir jetzt 

weglassen, bei denen alle ιvon irgendeinem von zwei Parametern 
ur unabh舅gig sind , d.h. die Fl臘he abwickelbar ist. 

13. Fundαmentαle Dザerenti，α肋γmen， welche deγ begleitenden 

Fl臘he F2 zugeh�igen 8ind. Wir setzen erstens 

いえ1 'ð lν 
'�u2 

d戸 brsdurdu8

und k�nen dann daraus eine Differentialform 

(65) 
11 

1J12 = gT8durdus = B 亙 Ilν alν ヨ 1-ーで "O>_ d2L I 
'�u1 au~ 

γ， 8=1 ， 2 

1 
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ableiten, wobei B den absolute Betrag von (bll b22 -b212) bedeutet. Die 
Form (65) ist f� jede projektive Transformation und auch f� jede 

beIiebige Transformation von Parametern 

(66) 安1=安l(uI， ぽ) , 況2=況2(uI， ぽ)

invariant, d.h. 
。'r8d1Ydu8 =g.γ.durdu" , 

daraus folgt 

(67) 引
時
一~
r

《d

一
《C

P

一
T

U--u 

角
υ
-
n
d
p
 
g
 

一
一

一
必

Von (67) kann man erkennen, dass gr8 ein Tensor ist. ，九Tir werden 

daher gr8 als Fundamentaltensor f� die Massbestimmung annehmen 

und f�ren eine RIEMANNsche Übertragung, folgIich die kovariante 
Differenzierung im Sinne von RIEMANNscher Geometrie, in unsere 

Theorie ein. Die kovariante partielIe Ableitung eines kovarianten 

Vekto四 Vr ist dann durch 

(68) 勺γs=金ι-F!ov
du8 

definiert, wobei 

(69) f:~. = atp ( �rt + '}_g_pe _'}_g_問ー
一一←一一一一¥ ﾔUS 黏r ôuρ ノ'

gtp die kontravarianten Bestimmungszahlen des Tensors g.何 sei ， d.h. 

g11-922 , -
G 伽

万
一
一

Q
U
 

922--g11 , -
G 
G = gllg22-gY2 ・

Setzt man ferner 

(70) ll7 alν 戸["，
空73 =αr..tdUrduぜut ==' B 全 11， 一 .4LTMldzfd148d14t ，

� 1 ÔU乙 l

die f� eine unimodul舐e projektive Transformation unver舅dert bleibt, 
so gibt uns die Gleichung P3=0 die DARBouxschen Richtungen der 
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FI玩che F2 , und IJIz=O die asymptotischen Richtungen. Die beiden 
Formen 1J12 ， れ sind zueinander apolar, d.h. 

(71) gγ8αγ'st = 0(25) • 

14. D'ie noγmierteη Koordi叩ten. Wenn man 

|α111 α121 

(72) I=G-2 α 112 α122 Oαn 222| | 
g1l g12 

setzt, so ist die Diskriminante der Form 1J13 

D=G3J2 

und 1 ist offenbar eine absolute Invariante f� eine unimodul舐e 

projektive Transformation. 

Wir setzen nun voraus, dass 1 nicht identisch verschwindend ist, 
d.h. lassen den FaII weg, bei denen Fl臘he geradIinig ist. F� die 
Proportionalfaktors舅derung 

tν =plν ， 

ver舅dert sich 1 so, dass 
l=p-Z1 (26). 

Unter normierte Koordinaten l" verstehen wir dann solche, f� 

die 

(73) 1=-1 

1 

d.h. wir w臧len pニ(_1)2. Wir setzen im Folgenden fest , dass die 

Koordinatenιimmer die normierten bedeuten , auch wenn es nicht 
ausdr�klich ausgesprochen ist. 

(25) Siehe z.B. FUBINI・CECH， a.a.O., S. 円6.

(26) Siehe FUBINI-CECH, a.a.O., S. 85. 

寸
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15. Die Ableitungsgleichungen j� die begleitende Fl臘he. Da ein 

auf der Fl臘he F2 liegender Punkt als Schnittpunkt der drei Tangenｭ

tenebenen betrachtet werden kann , sind seine Koordinaten durch 

(74) ダ =σ (lνl叫ん2)

gegeben und umgekehrt in analoger Weise 

Wir setzen dabei 

(75) 

1ν=δ(νλνλ11 ŷ /2) . 

1 

σ=E3=B-E ， 

um ŷ f� jede Parametern舅derung invariant sein zu lassen, wobei 

Dann folgt 

(76) 

(77) 

Wenn man 

(78) 

e =-sgη(bllbz2 -bI2) . 

1J!2=y"l"， 問duγdus ，

1J!3=y'lν/γstduγdusdut 

=-y'/，問tl，du官usdut

=;川/St-y";1・ lv st)d山

J mV=~川向，
l h;rvv/内

setzt, dann k�nen lν/問 und γ /rs folgendermassen dargestellt werden: 

(79) f lげ'8 =α;~PlvIP+grsmν 十Pγslν ，

l y'/開=ーα;.;Py'/P 十 grsz' +7rrsダ\
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daraus kommen zwei neue Tensoren Prs und 叫・s hervor, die beide mit 
gγs apolar sind : 

(80) grsp問=0 ， gγs71・'rs=O.

In (79) haben wir gesetzt : 

(81) 1J_1'Y ,..,?P 
αJY=αr"qg 

Von ( 79) erh舁t man gleich 

lν/γciiv/Ptl=α;fαpqh+P何g間十g十'8 71・pq+ grsgpqm>z" , 

daraus folgt 

(82) l" 開ダ， pq-l"， pqy'!rs口gpq(Prs- 7r問)+ grs(7rpq-Ppq) • 

Andererseits wissen wir schon aus dem Tensor-Kalkül, dass 

(83) ん[「;ι;fυm ，

wenn man die Kr�mungsgr�se mit Kù;~P bezeichnet(28). Da 

αrst = -Y>!rlν;'st , 

erh舁t man durch kovariante Differenzierung 

(84) αrsfP=-Y>/叩 lν/8t-Y>，rlν/stp ・

Deshalb k�nen wir von (83) erhalten: 

(85)α何[tP]=-lν岨Y\ γ 'P]-Y'ら1吋tp]

= -l'is[tY'/ 叫-3hfld

= -l，/:!，_tY>川十jkqgv

(27) Wir setzen dabei symbolisch 

l>/s[tu]= 言 (l山tu -'[>/8"t) ・

(28) Einige Mathematiker nennen Ki;".~P auch Kr�mungstensor 

寸



28 A.K，αwαguchi 

Da αγstp in bezug auf r und s symmetrisch ist, d.h. 

αrstp= αsγtp ， 

folgt aus (85) 

(86) 4αγ4叫4=α(rs)[旬] (29) 

=一 (l山tYνρ-l" 叩 y' st) 十 (lγ81 y'，吋-l，htY' ゅ)十 2Kt1，(官)

=g，t(p.叩-7r叩)十 grp(7r.,t - Pa) + grt(P叩 -77'"sp)

十 gsp(7r•γt-Prt)+ 2Ktp (sr) ・

Aus (86) erh舁t man sogleich von (80) 

(87) 2gγpαγs[tp] =ワTst-Pst ，

da 

(88) グ勺γt(psp- 7rsp)= Pst-7rst 

und 

K印刷 =0.

Aus (87) kann man sehen, dass 町t-Pst durch grp und αrstp ausgedr�kt 

wird: 

(89) ワr.，t-pst=2g叩α刈t])]=2α~tp]=αt'stp ，

d.h. zwei Tensoren Pst und 7rst werden durch grs ， α問t und 

(90) q問=P何十 7Tr.~

dargestellt. 

側町内)[tp] bed山寸(向附
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Setzt man ferner 

(91) 
lmp=hpl+山/

z'/ρ=んが +μp1・.grsyv/s , 

dann werden auch alle hp ， ん， kpr， μ伊 durch drei Tensoren grs ， αγst ， qrs 

dargeste1lt. 

16. Integγαbilitätsbedingungeη. Dafür, dass die Differentialgleich・

ungen (79) und (91) in bezug auf ι ， ŷ und m" zλintegrabel sein 

sollen, m�sen die folgenden Bedingungen zwischen den Differentialｭ

gleichungen bestehen : 

(92) 

(93) 

ir l fMt什γ]「1=??:?民吟叩iぷr刊Jfパp勾t
υνγνv 伽州]=亙K民)ふJら?f.JF句γνγtν\/ゆ以ρバ; 

(仰心q]=O

ぷ/[問] =0. 

Durch Berechnung k�nen wir aus (92) mit Ber�ksichtung von 

( 79 ) und (91 ) die folgenden Ausdr�ke ableiten : 

(94) 
| α [阿tηけ一]汁向+刊α

一ι州ω川Iバ巾巾州[ド似問s吋叫t]川]汁向刊十刊慨α叫町叫叩」占ぷd[長♂仰;fμq勺αt抑附山+吋g仏仰仰州γ巾付仰ド附附附μ附州t什巾]p • 内gtp= 2E t rp 

(95) 
(山叫l十Prfst]= 0 

ーα;[~P7T"t]P + gφÀt] + 7T"市t]=O.

Von ( 94) und (95) erh舁t man die Ausdr�ke von ん，ん， krs， 片s durch 

andere Tensoren , ersetzend Prs und 7T"rs durch (89) und ( 90) : 
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ir}t旬「円tP=a:戸円p=a:司吋αぱT一 pけぺ寸十→でJぞ:?勾rパ品品tq-2a:t[prパA川川一-2a制刈2伽飢糾α叫的九:t[pr~川立炉山+峨ι

μ仰tp= 一α Tμpμtγ 十 α T勺ifq勺α何削p+ l互J(ωq豹tp+2釦αTなt[p叫ηr]) 十 K:与tr廿γ叩'p ，

(96) 

_ 1 r 
-2 1 一α :i P(qrp+2αい])+ル+αFqtsy)

lh-1f t -玄円:iP(q叩ー2αhs])+qTtγーαrpsp)

ﾀt 

(97) 

Andererseits, bekommen wir aus (93) 

( hんι川加ρ阿叫附q叶ポ川]汁十

).[pq吋]+μ[ぱ占rS官7T"q冶qゆ]8=0 ; 
(98) 

1 :附い占戸州川川町α叫向知aq]sr=伽q]sr=ド「γ戸=

』荷[ρg此'qy+μ市q叫1一μ[仏bf$α叫q]sr昨γ=0.
(99) 

ん， μrs， ん，ん ersetzend durch (96) und (97) , sind (98) und (99) die 

gesuchten Integrabilitätsbedingungen , die den drei Tensoren g.何，叫'8t ，

qγs gen�en sollen. 

Drei Tensoren gγs， α向t ， qrs seien als diejenigen Funktionen von 

Parametern ur gegeben , dass zwischen ihnen die Bedingungen (98) 
und (99) bestehen, und auch dassα悶t und qrs f� grs apolar sind, 
dann wird eine Fl臘he bis auf die projektive Transformation eindeutig 

bestimmt; die f� die Fl臘he berechneten drei Tensoren sind mit den 

vorgegebenen drei Tensoren g.γ'8， αrst ， q問 identisch.

17. Die αndeγen Dijjerentiαlformen， die dem System S2 αngehöγen. 

Wir denken uns zwei Geraden auf jeder Tangentenebene l" , bei denen 
3l" 7'  , 7 • 3l zwei benachbarte Ta昭entenebe附1. l 十寸 du1 und lν 十 :"'0du2 ， νV叫 3u2 die 

Ebene l" schneiden. 

1νsind durch 

Die Geraden dieser zwei Geraden auf der Ebene 
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(=p…11 k/r 1314 -111213. r 14 - 11121 ω 

À2. γ=ρ (IJ川んらん - '112fr 1314 + 11 ら br l4 -11 んらん γ) , 

Æ.'.7・ = p (lt r 12 l3 14 -11 12. r 1314 - 11 12 ら γ 14+ II 12 1314 r) , 

'i = 1, 2, 3 , γ= 1, 2 
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gegeben. Die zweite projektive Normalengerade der Fl臘he れ， die auf 

einer Tangentenebene lv liegt, wird als Schnittgebilde der Ebene lνund 

(101) mFJJν rsg 

definiert. Ihre Koordinaten in bezug auf unseres Koordinatensystem 

auf der Ebene werden , wie wir sogleich ersehen kりnnen ，

(102) 

jμ1 = p (ml胤+山14一山14 ー刷州) , 

1: ::川
μ仰3 = p(mη町1勾1ι ん Jん4 一 Jι1 1仰7η1.2μ'314 一 1.1 1:ん21仰7η1，包314 十 lJl213 m4) . 

Diese zweite projektive Normalengerade schneidet sich nicht mit den 

zwei Geraden (100) gleichzeitig an einem Punkte, d.h. diese drei 
Geraden bilden ein Dreieck. 

Jetzt betrachten wir die dualen Koordinaten der Kegelschnitte des 

Systems 82: A必， von ihnen f�ren einige Invarianten folgenderｭ

massen: 

(103) l-ι tγ= Aiipi ん. r , 

U=A以前向・

Sγs， tr , U sind zusammen nichts anderes von den Koordinaten des 

Kegelschnittes A必 inbezug auf dasjenige Koordinatendreieck, das durch 

die drei eben betrachteten Geraden gebildet ist. Zwischen diesen Gr�sen 
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gilt eine Beziehung, die mit der Beziehung (59) f� Invarianten [ab im 

vorigen Paragraphen analog ist : 

8n 812 t1 

(104) 
1 

G 
821 822 t2 1= 1 , 

t1 も U 

da 

t1 I |九1 ,{1.2 μ12 

1 
~ I 821 822 t2 

1 
=王子 JA引 I }.2.・ 1 ).2.2 μ2 

tl t2 U |ん，1 ﾌ-a.2 μ:1 

=G 糊ω凶胤3l必1ん削4

=jG引いいんIgrs

=JW向日，

wobei wir setzen : 

P -3 = (2l1l2l3l4}2 . 

Wei!, aus (65) folgt sofort 

1. 1. 

jlν l~/l lν/2 lrs 1= B王grs=G宮grs ・

Wegen der Beziehung (104) kann man die Invariante U durch andere 

Tensoren 8rs, 9問 und tr darstellen. 

18. Der fundαmentαle S，αtzfür・ 82 • In dieser Weise haben wir vier 

Tensoren g.問， α問t ， q.γs ， 8rs, und einen Vektor tr erhalten , die dem System 

82 zugehりrigsind. Auch k�nen wir jetzt den folgenden fundamentalｭ

en Satz f� das Kegelschnittsystem 82 in E3 beweisen. 
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Die vieγ Tensoren grs ， α問t ， q,rs, Srs und ein Vektor・ tr seien αls stetige 

und hinr・eichend oft d俳renzie件前e Funktionen voη zwei Parametern ur 

(γ= 1,2) gegeben , zwischeη drei von denen die sogeηαηnten Integγαbili­

t舩sbedingungen (98) , (99) und αuch die Beziehungen zwischen den 
Tensoγen: 

(105) 9γsαrst ::::: 0 , 

(106) grs q,.s = 0 , 

α111α121α221 

(107) (gl1 g22-g~2)2 = Iα112α四 αm

。11 g12 g22 

bestehend sind, dαnnwiγd ein Kegelschnittsystem 82 im Rαume E g, de悦
die vorgegebenen Tensm・en sowie der Vektor αngehören ， bis 伽fdie pγ0-

J'ektive T'γαnザbγmation eindeutig bestimmt. 

Beweis: Genau so, wie in Nr. 9, k�nen wir zuerst beweisen, dass 
mindestens ein System 82 sich ergibt, das als seine Tensoren und Vektor 
die vorgegebenen vier Tensoren und einen Vektor be3itzt, da , wie aus 
Nr.16 ersehen wurde , durch die drei Tensoren grs ， αrst ， qrs, zwischen 
denen die sogenannten Integrabilit舩sbedingungen (98) , (99) sowie 
(105)一(107) bestehen , eine Fl臘he bis auf die projektive Transformation 

eindeutig bestimmt wird, und auch da f� die in solcher Weise erhaltene 
Flä巴he ein einziger Kegelschnitt auf jeder ihren Tangentenebene durch 

die vorgegebenen Srs und tr eingef�rt werden kann. Es seien diejenigen 

zwei Systeme betrachtet, die dieselben Tensoren und Vektor haben , 
dann soIIen die beiden begleitenden Fl臘hen dieser Systeme durch eine 

geeignete projektive Transformation aufeinander zusammengesetzt 

werden, aus demselben Grund wie in der eben verwandten Beweisｭ
f�rung. F� die zusammengesetzten Fl臘hen muss ein einziges 

Kegelschnittsystem durch dieselben Srs und tr bestimmt werden. Wir 

k�nen damit schIiessen , dass zwei Systeme durch eine projektive 
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Transformation aufeinander zusammengesetzt werden müssen , wenn 
sie dieselben Tensoren gγ'8 ， α問t ， q.γs ， Srs und den Vektor tγhaben. Damit 

sehen wir die Richtigkeit der Behauptung unseres Satzes. 

Von diesem Satze erkennen wir, in der Tat, dass diese vier Tensoren 
und ein Vektor die f� ein System charakteristischen Gr�sen sind. 

持 4. VERSCHIEDENE KEGELSCHNITTSSCHAREN 

ANGEHOREND EINEM SYSTEM S2 

19. Die K・αsymptotischen Kegelschnittsschαγen. Wir besch臟tigen 

uns nun mit den verschiedenen Kegelschnittsscharen , angeh�end einem 
System 82, die durch irgendeine geometrische Eigenschaft sich kennｭ
zeichnen. Diese Scharen sind zu verschiedenen Kurven einer Fl臘he 

in der gewりhnlichen Flächentheorie, z. B. zu den asymptotischen Linien 
oder Kr�mungslinien u.s.w. analog. 

Zuerst woIIen wir den Tensor s，γs untersuchen; die zwei Richtungen , 

welche durch die Werte von du1: du2 der Gleichung 

(108) srs dur dus = 0 

bestimmt sind , heissen die K-asymptotischen Richtungen. 

Wenn man (108) als die Differentialgleichung betrachtet, so 
definieren ihre zwei L�ungen f (u1, U2)=Cl und f (u1, U 2)=C2, die 

zueinander unabh舅gig sind , zwei Systeme von Kegelschnittsscharen, 
welche im System 82 vollst舅dig enthalten sind. Jede solche Kegelｭ

schnittsschar nennen wir eine K-αsymptotische Kegelschnittsschαγ. Es 

gibt immer zwei K-asymptotische Kegelschnittsscharen , welche jeden 

Kegelschnitt des Systems enthaltend sind. 

F� die K-asymptotischen Kegelschnittscharen lautet die geometｭ

rische Interpretation folgendermassen : 

Jeder Kegelschnitt det・ K-asymptotischen Kegelschnittsschαγ beγ悦hγt

stets die 伽 det・selben Ebene liegende Erzeugende der der 8char zuge-
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hδrigen αbwickelbαren Fläche , die dur叫 diejeden Kegelschnitt enthαlt­

ende Ebene umk叫lt wird. 

Weil , 

SrR dur du8 = A ij 九 γ ん.8du'・ du"

= Aij (.ti.rdUr)(ん. d゚u") 

=0 

zeigt uns, dass die Gerade, welche Geradenkoordinaten auf der Ebene 
九，.dur sind, den entsprechenden Kegelschnitt ber�rt. 

Es ist klar, die Gerade ん. r dur durch den betreffenden Punkt γauf 

der begleitenden Fl臘he F2 des Systems S2 hinzuf�ren. Die zwei Kｭ

asymptotischen Richtungen sind also diejenigen, l舅gs der die Schnittｭ
geraden der benachbarten Ebenen die zwei durch den Punkt y> Tangenｭ

tengeraden des Kegelschnittes sind. Die beiden Geraden wollen wir 

die K-asνmptotischen Ger・αden nennen. 

20. Die K-Windungskegelschnittsschαren. Eine f� ein festes 

Wertepaar von ur durch die Gleichung 

(109) trdu.・ =0

bestimmte Richtung du1 : du2 ist auch f� die projektive Transformation 

invariant, genau so wie die K-asymptotischen Richtungen, und diese 
Richtung wollen wir die erste K-W伽dungsrichtung am Punkte y> (ur) 

nennen. Da 

trdur = Aij仰ん.γ dur ，

ist die zu der ersten K-Windungsrichtung entsprechende Gerade, welche 
Geradenkoordinaten む rdur sind , bezugnehmend auf den Kegelschnitt 
mit der zweiten projektiven Normalengerade der begleitenden Fl臘he 

F2 harmonisch konjugiert. Die Gerade heisst die erste K・W伽du旬8・

gerade am Punkte y>. Die erste K・Windungsgerade wird rein geome・
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tr匂ch konstruiert, damit wir eine Gerade durch den Punkt y' mit der 

zweiten projektiven Normalengerade der Fl臘he F2 : 仰 in bezug auf 

den Kegelschnitt des Systems harmonisch konjugiert ziehen , 

Andererseits kommt ein System von Kegelschnittsscharen mit der 

Hilfe von L�ungen der Differentialgleichung (109) hervor. Jede in 

solcher Weise definierte Kegelschnittsschar, die wir jetzt die erste Kｭ
Windungskegelschηittsschαγnennen wollen, hat eine solche geome・

trische Eigenschaft, dαss die Schnittgeγαde J'edeγ zwei beηαchbαγten 

Eb仰en， die je einen Kegelschnitt deγcγ'sten K-Windungskegelschnittsｭ

schαr enthaltet, d.h. jede Eγzeugende der・ der・ Schα7・ zugehörigen αb­

wickelbαγen Fl臘he rnit der enstprechenden zweiten projektiven Noγmαl­

engeγαde der begleitenden Fl臘he des Systerns S2 iη bezug αvf den Kegelｭ

schnitt der・ Schα7・ hαγrnonisch konjug1:eγt ist. 

Zun臘hst betrachten wir eine durch den Punkt y' hindurchgehende 

Gerade auf der Ebeneι ， die mit der ersten K-Windungsgerade in 

bezug auf die K-asymptotischen Geraden , folglich den Kegelschnitt 

des Systems S2 , harmonisch konjugiert ist. Diese Gerade heisst die 
zweite K-Wingungsgerαde auf der Ebene ム. Die der zweiten K-Winｭ

dungsgerade zugeordnete Richtung nennen wir also die zweite K-Winｭ

dungsrichtung, welche durch die L�ung du1 : du2 der Gleichung 

(110) ん dur= 0 

bestimmt ist, wobei der kovariante Vektor ん aus der Gleichung 

(111) 811~t2-sdt�2 + t2tl) + s22t稷 = 0 

sich erkl舐t. 

Unter der zweiten K-T杭ndungskegelschnittsschαγdes Systems S2 

verstehen wir dann diejenige , die durch die Differentialgleichung (110) 

festgesetzt wird. Ihre geometrische Eigenschaft erkl舐t sich folｭ

gendermassen: Schnitlgerαde jeder zwei benαchbαγten Ebenen ， αufdie 

je ein Kegelschnitt deγ zweiten Windungskegelschnittsschαγ liegt ， d.h. 

jede Eγzeug，ωde deγ der Schαγ zugehör句en αbwickelbaren Fl臘he ist 
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die zweite K-W伽dungsgeγαde， die mit der・ er・sten K-Windungsgeγαde 仰

bezug αν1 den Kegelschnitt deγ 8chαγ harmonisch konjugiert ist. 

21. Die projektiven Invαr~αnten. Die in Nr. 17 gedachte lnvariｭ

ante U hat eine bemerkenswerte Eigenschaft und spielt eine wichtige 

RoIIe in unserer Theor旬， daher woIIen wir jetzt ihr einen besonderen 

Namen, &ie Rαuptinvα7・4αnte des Sνstems 82, geben. 

Gem舖s der Beziehung (104) soIl die Hauptinvariante U 

(112) 
Z
T
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sein, wenn man mit 8 die Determinante des Tensors I'lrs bezeichnet, d.h. 

(113) 8 = Sl1 S22 - si = S11 S22 - S12 ・

Setzt man ferner bequemIichkeitshalber 

(114) tI =t2 , r-= -t1 , 

dann wird (112) in folgender 羽Teise um舅dert : 

(115) 
lr Sr" r，γ[8 U= ~十 γ竺.

s s 

G Nun woIIen wir das erste GIied ~ der rechten Seite von (115) über晴
b 

legen. We叩nnman grγ問s be位zw. sめγ叩8 a叫Isdie erst白ebe白zw. zweit旬eFundamental-

gr�se in der Flächentheori匂e im euklidischen Raume au宜ass剖t ， s叩o s杭tell比t 

5 倫 Tot同all凶nmt叫 d 町叫叫F附、
w吋ir a叩u吋ch i加n un脱1

krγ綱ümrηmηn旬a叩1ψg des 81伊i邦川'stems 82 und bezeichnen sie mi比tdωem Symbole H: 

(116) S

G

 

一
一
H
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Analogerweise nennt man die absolute Invariante 

(117) M=九= g22Sパ

die Mittelkγümmung des Sνstems 82・ Die geometrische Bedeutung von 

M=O lautet folgendermassen : 

Wenn die Mittelkri1mmung eines Kegelschnittsystems 82 仰向chwin­

det , dαnn sind die beiden αsymptotischen Richtungen deγ begleitenden 

Fl臘he F2 des 8ystems und die beiden K-αsymptotischen Richtungen des 

8ystems りoneinαnder hat・monisch geteilt. 

Wir k�nen eine noch exaktere geometrische Eigenschaft der 

Mittelkr�mung M finden , wenn man das Doppelverh舁tnis der zwei 
K-asymptotischen Richtungen des Systems in bezug auf die zwei 

asymptotischen Richtungen der begleitenden Fl臘he F2 mit ,l bezeichnet: 

(118) M ..�+1 
1/ H ,l-1 

Die andere Invariante in (115) wollen wir mit W-1 bezeichnen : 

(119) 1 _ Sr.qtア tS

防T 8 

und W heisst die Rαuptwindung des Kegelschnittsystems 8 2, dann folgt 
aus (115) 

(120) 1 . 1 u= ~_ + 
H W 

Wenn die Hauptinvariante U Null ist, d. h. , geometrisch ausｭ

gedrückt , wenn die zweite projektive Normalengerade der begleitenden 

Fl臘he F2 des Systems 82 den entsprechenden Kegelschnitt des 

Systems berührt, so ist die Totalkr�mung des Systems mit der 

Hauptwindung bis auf das Vorzeichen gleich: 
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(121) H=-W. 

22. Andere Invarianfen und 偽γe Beziehungen. Wir setzen den 

Vektor tr , der in Nr.20 bei der Definierung der zweiten Windungsｭ
richtung eingef�rt ist, unter Vergleich mit (111) fo]gendermassen 
fest , da er noch nicht gen�end bestimmt war : 

1 1 

f t1 =8-2(811~-8d炉8-!!;S1r tr ，

lι=8ι(821t2-822t1) =8す82rl'r . 
(122) 

Setzen wir, so wie in (114), auch 

(123) t1= ち， t2= -tl , 

dann wird die von dem Vektor tr gebildete, mit (119) analoge Invariｭ
ante durch einfache Berechnung 

(124) 811 t2t2 -2.'112 t1 t2 + 822 t1 t1 8rs tr t8 
8 8 

-2γs tr t8 

S 

I 

W 

Wir erhalten noch eine andere absolute Invariante: 

(125) T =gr8 t r t8 , 

die die eγste Windung des Systems 82 heisst. Die analoge InvariantE', 

die von tr gebildet ist, heisst die zweite Windung des Systems S2 : 

(126) T'=grslrts , 
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aber f� sie ergibt sich folgende Beziehung : 

(127) T'=十T ，

wie aus (122) folgt 

州δ=-(凸γざっ

一 (grs 8円)(8pqtP tq) + g内tγιs
S 

23. Spezielle AU8Wαhl deγPαγαmeteγ8chαγen. Nimmt man die 

beiden Systeme der K回asymptotischen Kegelschnittsscharen als Paraｭ

meterscharen an , d.h. derartig , dass u1ニkonst. ， sowie u2=konst. beide 

die K-asymptotischen Kegelschnittscharen geben , so wird von (108) 
unmittelbar 

(128) 811=822=0 

und im allgemeinen 

(129) 812 ご二ト O 側)

Die Hauptinvariante nimmt dann folgende einfache Form an : 

(130) 

daraus folgt 

(131) Hz-3 , 

G .2ι t? 
u= 一六ァ+iF ，
812 812 

防T_ 812 

2t1 t2 . 
M=-2立12坐.
G 

(30) Wenn 812 in diesem Falle Null ist, so fallen die beiden K-asymptotischen Geraden 
des Kegelschnittsystems 82 zusammen und der Punkt yV der begleitenden 
Fl臘he F2 legt sich auf dem Kegelschnitt des Systems 82・ Für die allgemeine 
Auswahl der Parameterscharen ist dann die Determinante 8 des Tensors 8問
verschwindend. 
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λhnlich ， wenn man die beiden Systeme der K-Windungskegelｭ

schnittsscharen als Parameterscharen annimmt, erhalten wir aus 
(109), (110) und (111) ohneweiters 

(132) ら=0 ， tl=O , 812=0 

und daraus erh舁t man wieder 

(133) 

SOWle 

(134) 

H一切SF-.-
G ' 

T=血hh.
G ' 

W-hk , 
8n 

T' = gl1t2t2 
G 

24. Dα8 Tripelver・hältni8. Es seien vier Punkte Pa (α=1 ， 2 ， 3 ， 4) 

auf einer Gerade, vori denen jede zwei nicht �ereinstimmen und 
jeder durch die homogenen Koordinaten ゐ，ゐ bestimmt ist, un 
be凶tra渇achtet man no∞c】h einen anderen Punkt auf dersel肋ben Gerade, 
welche homogene Ko∞or吋dina抗.ten ,ì\ ,ì2 sind , so kann man den folgenden 
Ausdruck in bezug auf diese f�f Punkte herleiten, ohne f� die pro・

jektiven Transformationen ihren Wert zu ver舅dern : 

(135) (P; P1, P2, P3, P4) ~ 4一世包~. ，ì~2)Àと虻.』is}ゐゴ1M11
，ì~a) ，ì2一詩的，ìl À}4) ，ì2一品}え1 ，ì l〆12} 一』{川(2}

Weil, f� die projektive Transformation 

(136) ;jr=α~ÀS 

geht 品}鴻}ーえる)，{お folgendermassen�er : 

(137) A~a) :ïい -11α)Zib)=141(』iα}花) -Àtaバ~h)) • 

Den Wert von (P; P 1, P2, Pa, P4) nennen wir dα8 Tripelverh舁tni8 
des Punktes P in bezug α仰if die vier Punkte P，α(α=1 ， 2, 3, 4) auf einer 
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Gerade, welche geometrische Interpretation in dem metrischen Raume 
folgenderweise lautet: Wir nehmen einen festen Ursprungspunkt 0 

auf derselben Gerade an und bezeichnen die gerichtete Entfernung 

von 0 bis Pa mit Àω)， so wird das Tripelverh舁tnis 

(138) 

daman 

(139) 

(P; Px, pz, P8， 日)=坐J) ーえ . À(2)三三.~@仁三441 ，
え(3) -ﾀ  À(4) ー À À(J)一え(~)

九) =À~α) :荷α}

auffassen kann. Wenn der Punkt 0 dabei mit dem Punkte P zusamｭ

menfällt, dann nimmt das Tripelverh舁tnis eine noch einfachere Form 
an: 

(140) (P; P1, P2, P S, P4) = À(l)À(~)~À(1!亡~(4)L
., À(3)À(4)(品。ーん))

Das Tripelverh舁tnis (P; P1, PZ, P3， 九) hat den Wert Null, wenn 
der Punkt P entweder mit dem Punkte P1 oder P2 zusammenfällt, 
dagegen wird es unendlich zunehmen, wenn der Punkt P dem Punkte 
P3 oder P4 unendlich sich n臧ert. 

Es sei P1 und P3 derselbe Punkt, so artet das Tripelverh舁tnis 
(P: Pl> PZ' P3, P4) in das Doppelverh舁tnis aus, d.h. 

(141) (P; Ph P2, P!, P4) = (P, P1; P2, P4). 

Ahnlich wir k�nen ersehen : 

(142) 

( (P; Px, P2, P3, P1)= ー (P， P1; P2, Ps) , 

i(日，九九， P4)→ι; 日)

(P; Ph P2, P8， 九i)=(P， P2; P!, P3) • 
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Definiert man die zwei Punkte P1 und P2 durch eine quadratische 

Gleichung 

Q仰，(Tﾀ" = 0 , 

und 臧nlich Pa und P4 durch 

Rr8 Àγ À'"=O ， 

dann wird das Tripelverh舁tnis in folgender Weise dargestellt, wie 
man aus der Berechnung sehr leicht erkennen kann : 

(143) 
_ QrsÀγÀS RllRzz-RIz 

(P; P 1, PZ, Pa, P4)一一­
R 

Das Tripelverh舁tnis einer Gerade in bezug auf vier Geraden , die 
alle durch einen festen Punkt hindurchgehen , kann man auch unｭ

mittelbar in ana]oger Weise definieren , damit man von einem belieｭ
bigen, aber nicht auf der Gerade L liegenden Punkte die Figur, die 
aus f�f Punkten auf der Gerade L besteht, projektiert, und damit 
man das Tripelverh舁tnis �er die Punkte als dasselbe �er diejenige 

Geraden definiert, die f�f durch obengenannte Frojektion erhaltenen, 
durch einen Punkt hindurchgehenden Geraden sind. Und wir erhalten 

einen analogen Ausdruck f� das Tripelverh舁tnis �er die Geraden. 

25. DieK-Hαuptkrümmung einer Kegelschnittsschα7・ desSystems S2 

und die K-K:γümrnungskegelschnittsschαγen. F� eine beliebige Kegelｭ

schnittsschar S' zugeh�end einem Kegelschnittsystem S2 , die durch 
eine Gleichung in den Parametern f(u l, UZ)=O bestimmt werden sol1, 
betrachten wir die begleitende abwickelbare Fläche, wobei die Erzeu・

genden in bezug auf das in S 1 eingef�rte Koordinatensystem auf 
der die Erzeugende enthaltenden Tangentenebene der Fl臘he die Koorｭ

dinaten 九γ dur haben. Dabei solIen zwei Differentiale du1 und du2 den 

folgenden Gleichungen gen�en : 

(144) '?~ du1 + 麈_ du2= 0 . 
� 1 õu~ 
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Das Tripelverh舁tnis r(dur) dieser Erzeugenden in bezug auf die 

zwei K-asymptotischen Geraden des Systems 82 und der Tangentenｭ

geraden der zwei asymptotischen LiniEm auf der begleitenden Fl臘he 

F2 hat den Wert 

(145) 

冒
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wie aus (143) leicht ersehen werden kann. r(dur) ist bekanntlich eine 

Funktion der Differentiale du1 und du2, und f� einen festen Wert von 
du1 : du2 ist r(dur) eine Ortfunktion d.h. eine Funktion von ur. Wir 

nennen 

(146) 
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die K-Rαuptkr・ümmung der Kegelschnittsschαγ8' ， wenn du" aus (146) 

bestimmt sind. Nach Vergleich von (145) und (146) folgt f� 

(147) K.ql = s.γ..du"du. 
gr.durdu' 

Der extreme Wert K der K-Hauptkr�mung bei Anderung des 

Wertes du1 : du2 muss den beiden Beziehungen gen�en : 

(148) (Kgrs-sre)durdu. = 0 s=l , 2 , 

da f� den extremen Wert K neben der Gleichung (147) in du1: du2 noch 
jener gelten muss, den man aus (147) durch Ableitung nach du1: du2 
erh舁t. Daraus folgt f� K die Gleichung 

(149) jKgr8一品 [=0.

Somit ergeben sich f� die zwei extremen Werte K1 und K2 

(150) 
J K 1K 2 =H , 

l K1+K2=M. 
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Die Gleichung (148) ergibt, wenn man K herauswirft, f� die K・
Kγümmungsrichtungen des Systems S2. die den extremen Werten der K・
Hauptkr�mungen entsprechen , in du1 : du2 die quadratische Gleichung 

gγ1dur gr2 duγ 

(151) I . I = 0 . 
S..1 du" Ss2 dus 

Eine Kegelschnittsschar des Systems 82, f� die die Erzeugende der 
begleitenden abwickelbaren Fl臘he die mit einer zugeh�igen K-Kr�ｭ

mungsrichtung zusammenfallende Richtung hat,' nennt man die Kｭ
K付加l，mungskegelschnittsschαr des Systems 82・ Da die Gleichung (151) 
in du1 : du2 uns im allgemeinen zwei L�ungen gibt. so ergeben sich im 

allgemeinen zwei K-Krümmungskegelschnittsscharen , die beide einen 
Kegelschnitt des Systems 82 enthalten. 

Aus (151) k�nen wir ferner den folgenden Satz ableiten : 

Die zwei K・Kriimmungsrichtungen eines zωei-pαγαmetrigen Kegelｭ
schnittsystems teilen die zwei K-αsymptotischen Richtungen des Sνstems 
und die zwei αsymptotù1chen Richtungen der begleitend仰 Fläche des 

8ystems hαγmonisch. 

Sapporo, Juli 1930. 


