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EINLEITUNG.

In einer vor kurzem erschienenen Arbeit von mir® musste ich ein-
gestehen, dass ich damals keinen Anhalt hatte, die Klassenkorpertheorie
im Grossen auf unendliche algebraische Zahlkérper als Grundkorper zu
Ubertragen. Die Hauptschwierigkeit, die bei jener Ubertragung mir auf-
stiess, lag darin, dass die Gesamtheit aller vom Nullideale verschiedenen
Ideale aus dem Grundkorper allgemein keine multiplikative (abelsche)
Gruppe bildet. Es ist aber wohl vermutlich, dass man doch durch
Heranziehung der Ideale mit gewissen Eigenschaften ein Analogon zur
Klassenkorpertheorie im Grossen entwickeln konnte. Es handelt sich
dabei natiirlich nur um diejenigen Ideale, welche in bezug auf die
Idealmultiplikation Gruppe bilden, weil der Hauptzweck der Klassen-
korpertheorie in der Charakterisierung der abelschen Oberksrper durch
die Idealklassengruppen im Grundkoérper liegt. Solche Ideale, welche
hinsichtlich der Idealmultiplikation Gruppe bilden, sind schon einmal
von Herrn KRULL® behandelt worden. TUnd zwar hat er folgende Frage
gestellt: Welche Ideale in einem unendlichen algebraischen Zahlkorper
k besitzen ihre Reziproken? Die Antwort auf diese Frage ist folgende:

(1) Eine vorliufige Mitteilung iiber diese Arbeit habe ich in Proc. Imp. Acad.
. Tokyd, 1936 erscheinen lassen.
(2) Moriya, Klassenkérpertheorie im Kleinen fiir die unendlichen algebraischen
Zahlkorper, Journ. Fac. Science, Hokkaido, Vol. V (1936).
(3) KRruLL, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern, II, Math.
Zeitschr., Bd. 31 (1930).

Journal of the Faculty of Science, Hokkaido Imp. Univ., Ser. I, Vol. VI, Nos. 2-3, 1937.
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Ein Ideal aus % besitzt dann und nur dann sein Reziprokes, wenn es
endliche Basis hat, d.h. wenn es eine Erweiterung eines Ideals aus
einem in k enthaltenen, endlichen algebraischen Zahlkorper ist. Diese
Ideale mit endlicher Basis hat Herr KRULL die umkehrbaren Ideale
genannt. Wie man sich dabei leicht iiberzeugt, bildet die Gesamtheit
aller umkehrbaren Ideale aus k£ eine multiplikative abelsche Gruppe.

Wenn man nun nicht alle, sondern nur alle umkehrbaren Ideale in
k heranzieht, so kann man dadurch tatsichlich ein Analogon zur
Klassenkorpertheorie aufbauen, das ich in der vorliegenden Arbeit
entwickeln will. Leider muss ich aber in dieser Theorie auf die
Giiltigkeit einiger bekannten Sitze aus der Klassenkorpertheorie—z.B.
das Zerlegungs- und Reziprozititsgesetz—verzichten, weil ich bloss
einen Teil der Korperideale in Betracht ziehe.

Ich behandle im §1 die Idealmoduln in einem unendlichen alge-
braischen Zahlkoérper k. Dabei fithre ich wie iiblich unendliche Prim-
stellen ein, welche als Punkte eines metrischen Raumes betrachtet
werden konnen. Hier werden einige einfache topologische Unter-
suchungen geleistet. Ich definiere im §2 den Strahl nach einem
Idealmodul in & und danach wie iiblich die nach diesem Idealmodul
erkldrten Idealgruppen, welche stets Untergruppen derjenigen Gruppe
sind, die die Gesamtheit aller umkehrbaren Ideale aus k bildet. Im
§8 betrachte ich einen endlichen Erweiterungskoérper K iber k.
Ferner greife ich aus k£ einen Idealmodul m heraus und fassen alle
derjenigen Strahlklassen mod m, in die mindestens eine Norm eines zu
m primen, umkehrbaren Ideals aus K hineinfillt, in eine Idealgruppe
H™ zusammen. Diese Idealgruppe H™ nenne ich die mod m dem
Ko6rper K zugeordnete Idealgruppe in k. Die Idealgruppe H (™ ist
offenbar eine Untergruppe derjenigen Idealgruppe AM™, swelche alle
zu m primen umkehrbaren Ideale aus k& bilden. Mit Hilfe des
bekannten Abgrenzungssatzes der Klassenkorpertheorie schliesst man
leicht, dass [A'™: H (m)] ein Teiler von [K: k] = n ist. Hieraus folgt
wie bekannt, dass es einen maximalen Index A& (< n) gibt derart, dass
alle Idealgruppen vom Index A, welche nach irgendwelchen Idealmoduln
dem Korper K zugeordnet sind, einander gleich sind. Diese einander
gleichen Idealgruppen nenne ich einfach die K zugeordnete Idealgruppe
in & und bezeichne sie durch H. Der oben bestimmte maximale Index
h heisse auch schlechthin der Index von H.

Im §3 behandle ich noch einen Spezialfall, wo K iiber % abelsch
ist. Wenn der Grundkérper k& von endlichem Grade ist, dann gilt
bekanntlich der sogenannte Umkehrsatz, dass der Korpergrad [K: k]
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dem Index der K zugeordneten Idealgruppe in k£ gleich ist. Durch
diesen schonen Satz, der zum erstenmal von Herrn TAKAGI bewiesen
worden ist, sind alle endlichen abelschen Korper iiber £ den sogenannten
Klassenkdrpern untergeordnet, und dadurch ist eine klare Ubersicht
liber den endlichen abelschen Korpern gegeben. Leider miissen wir
in unserer Theorie auf die allgemeine Giiltigkeit des Umkehrsatzes
verzichten. Es tritt vielmehr der Fall auf, wo der Index von H
echter Teiler von [K : k] wird, obwohl K iiber % abelsch ist. Um den
Sachverhalt noch klarer zu machen, fithre ich den absoluten Grad von
k ein, welcher als eine STEINITZsche G-Zahl dem Korper k eindeutig
zugeordnet ist. Dieser absolute Grad von %k besitzt den endlichen und
unendlichen Bestandteil, deren letzteren ich vorldufig mit N * bezeichnen
will. Nun :lautet das Hauptresultat im §3 folgendermassen: Der
Index der K zugeordneten Idealgruppe in k ist gleich demjenigen
maximalen Teiler von [K: k], der zu N* prim ist. Offenbar fillt N*
immer aus, wenn k£ von endlichem Grade ist, d.h. es gilt also stets
der Umkehrsatz. Mit Hilfe der Theorie im § 8 untersuche ich im §4
noch ndher allgemeine endliche Erweiterungskorper iiber k.

Im §5 definiere ich Klassenkorper. Und zwar heisst ein endlicher
Erweiterungskérper K vom Grade n iiber k ein Klassenkorper, wenn
die K zugeordnete Idealgruppe in %k den Index » besitzt. Damit ein
endlicher Erweiterungskorper K iiber %k ein Klassenkorper sei, ist
notwendig und hinreichend, dass K iiber k& abelsch und [K:k] zu
N* prim ist. Dadurch ist erwiesen, dass die Klassenkorper nur einen
Teil.der abelschen Oberkorper bilden. Fiir die Klassenkérper kann ich
wie iblich den Isomorphie-, Anordnungs-, Eindeutigkeits-, und Ver-
schiebungssatz beweisen. Zum Existenzsatz betrachte ich eine spezielle
Klasse der Idealgruppen in %, welche ich die K-Gruppen nenne. Dann
gilt folgender Existenzsatz: Zu einer K-Gruppe von endlichem Index
in k existiert stets ein Klassenkorper.

Zum Schluss mocht ich noch darauf aufmerksam machen, dass
in der vorliegenden Arbeit die Klassenkorpertheorie im Grossen als
bekannt vorausgesetzt ist. Fiir die Literatur der Klassenkoérpertheorie
im Grossen weise ich auf die Arbeiten der Herren CHEVALLEYY,
HASSE® und TAKAGI® hin.

(1) CHEVALLEY, Sur la théorie du corps de classes dans les corps finis et les corps
locaux, Journ. Fac. Science, Tokyd, Vol. 1I (1933).

(2) Hassg, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie
der algebraischen Zahlkérper, Teil I, Ia, II, Jahresbericht d. D.M.V., (1930);
Klassenkorpertheorie, Ausarbeitung einer Vorlesung vom Sommersemester
1932, Marburg.

(8) TAkaAGI, Uber eine Theorie des relativ-Abelschen Zahlkérpers, Journ. Coll.
Science, Tokyd, 41 (9) (1920).



66 M. Moriya

§1. Idealmoduln in einem unendlichen
algebraischen Zahlkorper.

Es sei k£ ein unendlicher algebraischer Zahlkérper. Dann kann
man immer eine Kette von endlichen algebraischen Zahlkérpern ko <
by < ... Ck:; ... finden, derart dass k£ als der Vereinigungskdrper
aller obigen Korper definiert ist, wobei %, den rationalen Zahlkoérper
bezeichnet. Im folgenden nenne ich k; kurz einen Approximations-
korper von k. | '

Betrachtet man nun die absoluten Betrige aller Zahlen aus ko, so
ist durch sie eine archimedische Bewertung ®, von ko bestimmt. Diese
archimedische Bewertung @ von ko besitzt bekanntlich ihre Fortset-
zungen in k. Es sei @ eine Fortsetzung von ¢, in k, d.h. @ eine
Bewertung von k, welche im Korper ko die Bewertung ¢, induziert.
Dann ist @ eine archimedische Bewertung von %, und @ induziert in
jedem Approximationskorper k; von k eine einzige archimedische
Bewertung @; von k;, welche auch eine Fortsetzung von ¢, ist.
Bezeichnet man nun fiir einen Approximationskorper k; die durch # in
k; induzierte Bewertung mit @;, so induziert ®; offenbar im Korper
k: die Bewertung @;, wenn k; > k; ist. Damit ist gezeigt, dass
durch @ eine Bewertungskette @0, #1, ..., ®;, ... bestimmt ist, wo
jedes @; eine Fortsetzung von @;-; ist (z = 1).

Es sei umgekehrt eine Bewertungskette @, #1, ..., &, ...
gegeben, wobei @; eine archimedische Bewertung von k; und eine
Fortsetzung von ®;-; ist (1 =1). Wir bezeichnen der Kiirze wegen
diese Kette durch # und setzen fiir eine Zahl « aus %k

¢(a) = ¢i(a) ’

falls « einem Approximationskorper k; angehort. Ist nun k; der erste
Approximationskorper von k%, derart dass « zu k;, aber nicht zu %k,
gehort, so bestétigt man leicht, dass ¢;(a) = @ru(@) = ... = @) = ...
ist, weil fiir jedes ¢ =1 o; eine Fortsetzung von @; ist. Nach dem
oben Bewiesenen ist #(a) durch die obige Bewertungskette eindeutig
bestimmt. Ferner kann man ohne Schwierigkeit verifizieren, dass @
den Postulaten der archimedischen Bewertung geniigt. Auf obige
Weise ist also durch die oben angegebene Bewertungskette stets eine
Bewertung @ von k, welche eine Fortsetzung von @, ist, bestimmt.
Ist nun @; eine archimedische Bewertung von k;, welche eine
Fortsetzung von ¢, ist, so kann man bekanntlich im Korper k.1
eine Fortsetzung ;.1 von @; finden. Da aber @; in den Koérpern ki,
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k2, ..., ki-1 resp. die Bewertungen @i, @2, ..., ®;-1 induziert, so
existiert sicher eine Bewertungskette @0, @1, ..., @i, Pic1s ..., in
der jedes ®; eine Fortsetzung von @;_; ist ( =>1). Also ist durch diese
Bewertungskette eine archimedische Bewertung von & bestimmt, welche
im Korper k; gerade die urspriingliche Bewertung ¢; induziert. Damit
ist gezeigt, dass es unter den simtlichen archimedischen Bewertungen
von k, welche Fortsetzungen von @, sind, mindestens eine gibt, die
in einem Approximationskorper eine beliebige archimedische Bewertung
induziert, welche eine Fortsetzung von @, ist.

Nun wollen wir einer archimedischen Bewertung @ von k, welche
eine Fortsetzung von @, ist, eine unendliche Primstelle p.. zuordnen®.
Zwei unendliche Primstellen p®, p@ in k heissen gleich, wenn die p®,
»? entsprechenden Bewertungen @, o® squivalent sind ; sonst heissen
sie voneinander verschieden. ,Da jede Bewertung ¢ von k in einem
Approximationskérper %k; von % eine einzige Bewertung o; induziert,
so kann man dem @; wie iblich eine unendliche Primstelle Pio In
k: zuordnen. Also bestimmt eine unendliche Primstelle p. in k wie
oben eine einzige unendliche Primstelle Pio In k;. Die unendliche
Primstelle p:.. heisst die durch p.. bestimmte unendliche Primstelle in k;.

Wenn also eine archimedische Bewertung # von %k durch eine
Bewertungskette @, ..., ®;, ... definiert ist, so bestimmt diese
Kette in den Korpern ko, ..., k;, ... resp. die unendlichen Primstellen
Pox, ... Piw, ... Offenbar sind die obigen unendlichen Primstellen
alle durch die unendliche Primstelle p.. bestimmt, welche der archi-
medischen Bewertung # entspricht. Ferner bestimmt bj. fir 7 >4
die unendliche Primstelle p;.. Ist umgekehrt eine Kette der unend-
lichen Primstellen piw, ..., Piw, ... gegeben, derart dass jedes Pie
die unendlichen Primstellen p;_;.., ..., P bestimmt, so definiert diese
Kette offenbar eine unendliche Primstelle p.. in %, welche in k; die
unendliche Primstelle p;.. bestimmt. ,

Es seien p®, p@ unendliche Primstellen in & und p®, p@ resp.
die durch p®, p® bestimmten unendlichen Primstellen in k;. Ist

(1) Zu einer archimedischen Bewertung ¢ von k, welche eine Fortsetzung von ¢,
ist, existiert stets ein zu k &quivalenter (iuber k) Korper k/ derart, dass
durch den Isomorphismus von k zu &/ jedem Element a aus k ein Element
a’ aus ¥/ mit ¢(a) = | o/ | entspricht (Sieche CHEVALLY, loc. cit.).

Also entsprechen einer archimedischen Bewertung ¢ entweder ein (zu k
#quivalenter) reeller Korper &/ oder zwei einander konjugiert-komplexe
Korper k*, k*. Ist p. die ¢ entsprechende unendliche Primstelle in &, so
kann man durch p. entweder einen Isomorphismus I oder zwei verschiedene
Isomorphismen I*, T* derart bestimen, dass aus k& durch Anwendung von
P, I* und T* resp. die Korper k/, k*, k* entstehen.
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dann p® = p@, aber p®,., =+ v?,., so sagt man, dass die Entfernung
von ¥ und p? gleich %_}_ 7 ist: im Zeichen dis (pD, p@)= . Wenn
aber pY = p@ ist, dann setzen wir dis (p®, p®) = 0. Aus Definition
folgen sofort

(1) dis (pD, p?) =0 fir pQP = p@,

und :

(2) dis (p?, p2) = dis (p?, pP) >0  fur pD L p@ .

Ferner gilt fiir drei unendliche Primstellen p®, p@, p@ |
(8) dis (p®, p@)+dis (p?, p®) = dis (p2, pY) .

Damit ist gezeigt, dass die Entfernungsaxiome erfiillt sind.

Eine Folge von unendlichen Primstellen in & »Q, ..., p®,
heisst konvergent, wenn es eine unendliche Primstelle p. in k gibt,
derart dass fiir eine beliebige postive Zahl ¢ dis (p, p) <e wird,
falls n grosser ist als eine positive (von ¢ abhingige) Zahl. Dabei
nennt man p.. die Grenzprimstelle der obigen konvergenten Folge.
Wie iiblich beweist man leicht, dass eine konvergente Folge nur eine
einzige Grenzprimstelle besitzt.

Es sei p®, , p, ... eine Folge der unendlichen Primstellen
und e eine beheblge positive Zahl. Existiert dann eine positive Zahl
N, so dass fiir alle Indizes n, m > N dis (p&, p) < e sind, so heisse
die obige Folge eine Fundamentalfolge.

Ist nun eine Fundamentalfolge »<%, ..., p®, ... gegeben, so
bestimmen von einem passenden Index =; ab alle unendlichen Prim-
stellen p®?, ... in einem Approximationskorper k; ein und diesselbe
unendliche Primstelle p;- (i =1, 2, ...). Fiir >4 bestimmt p;. sicher
Piw. Somit definiert die Kette Pics ..., Piws ... €ine einzige unend-
liche Primstelle p. in k. Wie man sich leicht iiberzeugt, konvergiert
dann die obige Fundamentalfolge zu p.. Also besitzt jede Funda-
mentalfolge der unendlichen Primstellen in %k stets ihre Grenzprimstelle
in k£, d.h. die Gesamtheit aller unendlichen Primstellen in % bildet
einen vollstindigen Raum. ~

Wir betrachten nun ein ganzes Ideal mo aus % und eine Menge

von unendlichen Primstellen »&¥, ..., p®, ... in ¥, und bilden ein
Symbol

(1) Im folgenden gebrauche ich oft der Emfachelt halber diese Bezeichnungs-
welse. Dabei ist die aus »{), . p" . bestehende ‘Menge nicht not-
wendig abzéhlbar.
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m—_mopg). .o gl)-aon,

wobei je zwei von p®, ..., p&, ... voneinander verschieden sind.
Das oben definierte Symbol wollen wir im folgenden einen Idealmodul
in £ und mo bzw. p¥ ... p® ... den endlichen bzw. unendlichen

Bestandteil von m nennen. Unter dem Durchschnitt von m mit einem
Approximationskorper k; von k verstehen wir denjenigen Idealmodul
in k;, welcher aus dem Ideal mo N\ k; = my aus k; und den séimtlichen
(verschiedenen) durch &, ..., p™, ... bestimmten unendlichen Prim-
stellen in k; zusammengesetzt ist. Den Durchschnitt von m mit k;
bezeichne ich mit m N &;.

Ist m; = mopl ... %) ein Idealmodul mit wm, bzw. p ... pX
als dem endlichen bzw. unendlichen Bestandteil, so existiert sicher
in k& ein Idealmodul m, dessen endlicher Bestandteil das Erweiterungs-
ideal von my in %k ist und dessen unendlicher Bestandteil aus allen
derjenigen unendlichen Primstellen in & besteht, welche in k; irgendeines
von p{, ..., p{? bestimmen. Den obeh bestimmten Idealmodul m
nenne ich den Erweiterungsidealmodul von m; in k. Wie man leicht
bestitigt, ist der Durchschnitt von wm mit %; gerade der Idealmodul
m; in k;.

Es sei eine Kette von Idealmoduln
mi; mi+1, e e e oy mj, ® oo o

gegeben, wobei n; ein Idealmodul im Korper %; und ferner fiir 1>
m N\ k;=m;ist (I, =1,7+1,...). Bezeichnet man nun mit mj den
endlichen Bestandteil von m; (7 = %,2+1, ...), so bestimmt eine Kette
der Ideale '

Mo, Mi 10 eeeey Mjo eowe

das Vereinigungsideal mo in k. Ist p;o eine unendliche Primstelle in
m;, so gibt es in m;,; mindestens eine unendliche Primstelle P,:1»,
welche eine Fortsetzung von p;. ist. Allgemein kann man in m; eine
unendliche Primstelle p;. finden, welche eine Fortsetzung von Y.,
Pitlos ..., Pi-10 iSt. Von einer beliebigen unendlichen Primstelle p;.
ausgehend, kann man wie oben stets eine Kette der unendlichen
Primstellen

p‘l'eo) p’i-l-loc’ oo e 4 pjgo, P Y

bestimmen. Diese Kette der unendlichen Primstellen definiert offenbar
in k£ eine unendliche Primstelle p.., welche in k; die unendliche Prim-
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stelle pj. bestimmt (5 =14, ...). Auf obige Weise kann man aus den
sdmtlichen unendlichen Primstellen in m; alle moglichen unendlichen
Primstellen pQ, ..., p®, ... in k bilden, deren jede eine Fortsetzung
irgendeiner unendlichen Primstelle in m; ist. Den Idealmodul m,p® ...
) ... nenne ich den Vereinigungsidealmodul von m;, My, ...,
m;, ... und bezeichne ihn durch 311;{1 m;. Offenbar ist der Durchschnitt

von lim m; mit k; der Idealmodul my; in %;.

I’Ein Idealmodul, dessen unendlicher Bestandteil eine abgeschlossene
Punktmenge ist, heisst ein abgeschlossener Idealmodul. Man kann aus
einem Idealmodul m immer den durch wm eindeutig bestimmten, abge-
schlossenen Idealmodul it bilden, indem man die abgeschlossene Hiille
des unendlichen Bestandteiles von m bildet. Dabei nennt man int die
abgeschlossene Hiille von m.

Sind nun zwei Idealmoduln m®, m® in % gegeben, so heissen
m® und m® einander gleich, wenn die beiden Idealmoduln die gleichen
endlichen bzw. unendlichen Bestandteile besitzen. Unter dem Produkt
aus den Idealmoduln m®, m? versteht man denjenigen Idealmodul,
welcher aus dem Produkt vom endlichen Bestandteile von m mit dem
von m® und aus den sidmtlichen unendlichen Primstellen, welche
wenigtens einmal in m? oder m® aufgehen, zusammengesetzt ist.
Ein Idealmodul m® heisst durch m® teilbar, wenn der endliche
Bestandteil von m® durch den von m® teilbar ist und der unendliche
Bestandteil von m® als eine Punktmenge den unendlichen Bestandteil
von m® enthidlt: m® | m®, Wenn die Teilbarkeit der Idealmoduln
wie oben definert ist, dann folgt die Definition der grossten gemein-
samen Teiler der Idealmoduln wie iiblich.

Am Ende dieses Paragraphen will ich den Kongruenzbegriff nach
einem Idealmodul einfithren. Eine Zahl « aus k heisst nach einer
unendlichen Primstelle p.. kongruent 1, wenn bei Anwendung des p.
entsprechenden Isomorphismus I auf « die entstandene Zahl a! positiv
ist®, soweit k£ reeller Korper ist. Im Falle, wo & imaginéir ist, heisse
a stets kongruent 1 mod p.. Wir gebrauchen wie gewohnlich die
Bezeichnung

a=1 mod p.. 1

Ist m = mepPp@ ... p® ... ein Idealmodul mit dem endlichen
Bestandteile mo und dem unendlichen Bestandteile p{ p@ .... p™ ...,
so heissen zwei Zahlen a, 8 aus &k mod m kongruent, wenn

(1) Siehe Anm. (1) auf S. 67.
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mod p»» (=1,....)

sind. Offenbar gelten dabel in einem a, B enthaltenden Approx1ma-
tionskorper k; -

%*—_:1 "mod moN ki,
iEl mod ,fﬁ,) n=1, ceee ,
3 ) p ( )

wobei p{® die durch p{ in k; bestimmte unendliche Primstelle bezeich-
net. -

Gelten aber umgekehrt folgende Kongruenzen

%El mod meN ki,

2 =1 mod p») n=1,....)

fir die Zahlen a, 8 aus k.- , S0 ist sicher

a= g mod m.

§ 2. Idealgruppen in einem unendlichen
algebraischen Zahlkorper.

Wir legen in diesem Paragraphen wieder den im §1 angegebenen
unendlichen algebraischen Zahlkorper % zugrunde. Die Hauptordnung
o von k ist offenbar die Vereinigungsmenge der Hauptordnungen o;
der Approximationskorper k; von k(i =1, ...,n,...). Wir betrachten
in k ein Ideal, welches durch endlich viele Zahlen a1, az, ..., a
erzeugt’ ist, und nennen solches Ideal (ai, az, ..., @) Ideal mit endlicher
Basis. Die Zahlen a1, a2. ..., a gehoren einem passenden Approxi-
mationskorper k; an, wenn der Index ¢ hinreichend gross gewihlt ist.
Dannist (@1, «.cya) Nbki= (1, ..., ar); €in Ideal aus k;. Umgekehrt
entsteht aber aus einem Ideal (8:,...,B.) in k; ein Erweiterungs-
ideal (B1,...,8)p;°0 =(B1....,8:) mit endlicher Basis. Wie Herr
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KRULLY schon gezeigt hat, bildet die Gesamtheit A aller Ideale® mit
endlicher Basis aus % ¢éine multiplikative abelsche Gruppe hinsichtlich
der Idealmultiplikation. Offenbar enthilt A alle Hauptideale aus k,
welche ihrerseits eine Untergruppe von A bilden.

Wir greifen nun aus k einen beliebigen Idealmodul m heraus.
Dann existieren zu m die Zahlen « aus %, welche folgender Kongruenz
geniigen :

asl\ mod m.

Die Gesamtheit der Hauptideale aus k, welche von den obigen « erzeugt
sind, heisst der Strahl mod m und ist durch &™ bezeichnet®.
Bedeutet nun A™ die Gesamtheit aller zu w primen Ideale® mit

endlicher Basis in %, so ist A™ eine &™ enthaltende Untergruppe
von A. Im folgenden verstehen wir unter einer mod m erklarten Ideal-

gruppe immer eine &™ enthaltende Untergruppe von A™,

Ist nun eine mod m erklirte Idealgruppe H M in & gegeben, so
bezeichnen wir mit H ﬁm) die Gesamtheit aller derjenigen Ideale in k;,
deren Erweiterungen in £ zu H (m) gehoren. Ferner bezeichnen wir
den Durchschnitt von m mit %4; durch m; und den endlichen bzw.
unendlichen Bestandteil von m; durch mi, bzw. p p@ ... p@D.
Dann zeige ich zuerst, dass H{™ den Strahl &{™ aus k; enthilt.
Denn wie im §1 gezeigt, miissen die Hauptideale («) aus k;, we]che
der Kongruenz

a=1 mod my
geniigen, immer zu &™ gehoren, d.h. &™) ist in H{™ enthalten.
Ist nun p ein beliebiger Primteiler des endlichen Bestandteiles mo
von ut, so ist p; = p N\ k; ein Primideal aus k; und es ist offenbar
| pi | mao .

Bekanntlich besitzt m; als Ideal aus k; nur endlich viele verschiedene
Primteiler. Es seien also p®, ..., p{” diejenigen sidmtlichen ver-
schiedenen Primteiler von m;, die durch irgendeinen Primteiler von

(1) Vgl. Anm. (2) auf S. 63.

(2) In dieser Arbeit verstehen wir unter einem Ideal immer ein vom Nullideale
verschiedenes Ideal.

(3) ©™ jist eine Untergruppe von A.

(4) Ein Ideal aus k heisst prim zu einem Idealmodul m, wenn es zum endlichen
Bestandteile von m prim ist.
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mo teilbar sind. Bezeichnet man dann mit (p{?)* = q® die Beitrige
von p{® in my (¢ =1, ...,7), so muss offenbar der Durchschnitt einer
beliebigen Primidrkomponente von uty mit k; in irgendeinem von
q, ..., q” aufgehen. Es ist also (q{"...q{") = o \g®PN\...Na”? S my
und infolgedessen

... S moN ki = mao.

Da aber anderseits
g 1 = ma

ist, so muss unbedingt
.. ..qf" = mu

sein. Hieraus folgt noch, dass ein beliebiger Primteiler von my stets
durch einen Primteiler von m, teilbar ist.

" Ist nun aq; ein Ideal aus H{™, so ist a; sicher zu p{®, ..., p{?
prim, weil sonst a;o0 mindestens zu einem Primteiler von m, nicht
prim wére. Also ist a; zu myp prim. Damit ist bewiesen: H Sm) ent-
halt dem Strahl mod m; und jedes Ideal aus H™ ist prim zu
m;=m/\ k;, st also H Sm) eine mod m; erklirte Idealgruppe tn k;.

Die oben bestimmte Idealgruppe H{™ nennen wir im folgenden
den Durchschnitt von H™ mit %; und bezeichnen sie durch H M k.

Zu einem Ideal a aus H™ existiert ein Ideal a; aus einem passend
gewihlten Approximationskorper k;, derart dass a;o = a ist. Da aber

a; zu H™ gehort, so ist H™ die Vereinigungsmenge von H™, g™,
ee., H™, ..., wenn die Ideale aus H™, ..., H™, ... als die von
k betrachtet werden. Im folgenden gebrauchen wir oft der Abkiirzung
halber den Ausdruck, dass H™ die Vereinigungsmenge von H 5“‘), ceos
H .(m), ... ist. Darunter versteht man immer die Vereinigungsmenge
der Erweiterungsideale aus H™, ..., H™, ... in k. |

Nun ziehen wir einen Spezialfall in Betracht, wo die Faktorgruppe
A™/H™ endlich von der Ordnung n ist. Wenn man dabei einen
geeigneten Approximationskorper %; von k wihlt, dann kann man in
k; ein System von n Idealen af’, ..., a{® finden, derart dass

a®o, ...., ai®o

ein Reprisentantensystem der simtlichen Klassen von A™/H™ bildet.
Da aber A™ eine mod m erklirte Idealgruppe ist, so sind nach dem
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oben Bewiesenen a{®, ..., a/ alle zu m; = m N\ k; prim. Aus einer
Klasse af”p- H™ entsteht also eine Klasse a” - H; (m) 1< r<n), wobei
H; (M) den Durchschnitt von H™ mit k; bezeichnet. Wie man swh
leicht iiberzeugt, entstehen aus zwei verschiedenen Klassen a("l)o H™
und a{™p- H™ auch zwei verschiedene Klassen afm . g™, ofrd . H™ .
Daher gibt es mindestens n vergchiedene Klassen von A(m) nach H; (m)
Dabei bedeutet A(m) die Gesamtheit aller derjenigen Ideale aus k;,
deren Erweiterungen in %k zu A™ gehéren. Aus Struktur von A(m)
folgt sofort, dass Agm) auch die Gesamtheit aller zu m; primen Ideale
aus k; ist. Wir setzen also auch A™ = g{™),

Ist a;H; (M eine beliebige Klasse von A(m) nach H (m), so gehort q;0
sicher einer Klasse von A™ nach H™, etwa a®o-H™, an. Es gibt
also in H'™ ein Ideal b, so dass

a;0 = a’o-b
ist. Sétzt ‘man nun i:—gﬁ = b;, so gilt offenbar
| . bio =5,
d h. b; gehort zu H™. Also ist
| 0 HI™ = o gr(m

Damit ist gezeigt, dass es genau n . verschiedene Klassen von A("‘) nach
H™ gibt.
Stellt man nun folgende eindeutige Zuordnung

(Vo FH o, ) pyl)
her, so ergibt sich ein Isomorphismus von AM™/H®™ zu A g™ .

A H = 4™/

Aus dem oben Bewiesenen schliesst man sofort folgénden
Satz 1. Es sei H™ eine mod m erklirte Idealgruppe und

A H®™  endlich von der Ordnung n. Dann existiert ein Approxi-
mationskorper kr von k derart, dass fiir jeden Korper k; mit ¢ =1

- A / HM = A(,-m) / Hgm)
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ist, wobei H™ den Durchschnitt von H™ mit k; und A™  die
Gesamtheit aller zu m; = m N\ k; primen Ideale aus k bedeutet. Ferner
kann man ein Reprisentantensystem von A™ nach H™ so wihlen,
dass die Erweiterungsideale aus solchem Repriasentantensystem in k
auch ein Repriisentantensystem von A™/H™ bilden. - _
- Nun wollen wir die Gleichheit der Idealgruppen definieren, welche
im allgemeinen nach den verschiedenen Idealmoduln erklirt sind. Es
seien H™ und H™ zwei Idealgruppen, - welche resp. mod m und n
erklirt sind, wobei m, n allgemein voneinander verschieden sein kénnen.
Existiert dann in % ein Idealmodul t derart, dass die Idealgruppen
HMO = 4O~ W ynd HOO = 4OnNF® iy % mengentheoretisch
gleich sind®, so heissen H™ und H®™ einander gleich : H™ = g®.
Dass diese Gleichheit der Idealgruppen reflexiv und symmetrisch
ist, sieht man sofort aus Definition ein. Es seien nun

H™ =g und H=HO,

Dann gibt es nach Definition der Gleichheit Idealmoduln t;, t;, so
dass mengentheoretisch H™M® = g®Mt) yng HFO®G — gO) ging.
Bezeichnet man nun mit t ein gemeinschaftliches Vielfach von t; und
t2, so folgen ohne weiteres -

HMO _ g — g — g

und '
HMO — grmt)t) — HOW) . OO ’

d.h. nach Definition ist
H™ = g0

Also ist die Gleichheit auch transitiv. Wir fassen daher alle Ideal-
gruppen in k, welche nach der obigen Definition einander gleich sinds
in eine Klasse zusammen. Eine Klasse der gleichen Idealgruppen in
k bezeichnen wir im fdlgenden oft mit H und nennen H einfach eine
Idealgruppe in k. Gehort eine mod m erklirte Idealgruppe H™ zur
Klasse H, so heisse die Idealgruppe H mod m erkldarbar.

(1) Wie man leicht bestatigt, besteht H™®Y pzw. H™Y ayus allen derjenigen
Ideale aus H™ bzw. H™, die zu t prim sind.
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Wir bezeichnen nun mit H{™, H™ resp. die Durchschnitte von
H™, H®™ mit k;. Es fragt sich dann, wie sich H™ und H®™ ver-
halten, wenn H™ = H®™ jst. Nach Definition existiert ein Idealmodul
t aus k, so dass mengentheoretisch H™® = H™MO wird, Durech H{™®
und H{"® bezeichnen wir die Gesamtheit aller derjenigen Ideale aus

k;, deren Erweiterungen in k& resp. zu H MO yng H®O gehoren.
Aus H™MO = gMO folgt offenbar

HOO = gm0
Da aber H™® < g™ ist, so folgt ohne weiteres
H"MY < B

und infolgedessen ist

Hgm)(f) < ( Hgm))(t) .
Umgekehrt ist aber klar, dass
(H™)O < g™

und jedes Ideal aus (H ?"))(‘) zu t prim ist. Also folgt aus Definition
von H{™®

( H?“) )(f) = Hgm)(t) .

Daher muss
H(im)(t) = ( Hsm) )(t)
sein. Ebenso ist
Hgn)(tJ = ( Hgn))(f) .
Setzt man nun t; =t N\ ki, so beweist man leicht
(HE'“’ )(ti) — (H,(;m) )(f) und (Hﬁ") ).(fi) — (Hsn) .
Es folgt also
(Hgm))(ti) = (Hg“))(fi) ,

d.h. wie bekannt H{™ = H{®.
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Es gilt nun

Satz 2. Gegeben seien zwei Idealgruppen H®™ ynd H® i k,
welche resp. mod m und n erklart sind. Ferner seien H™ und H™
resp. die Durchschnitte von H M und H® mit einem Approximations-

korper k;. Dann bedingen sich gegenseitig die Relationen H™ = H®
und H f-m) =H g") Sfur jeden Approximationskorper k;.
Beweis. Dass aus H™ = H®™ fijr jeden Approximationskorper k;

folgt, hat man schon oben gezeigt.

Wir bezeichnen nun mit mo, no resp. die endlichen und mit p..,
g~ die unendlichen Bestandteile von m, n. Dann verstehen wir unter
dem Kkleinsten gemeinschaftlichen Vielfach m A\ n von m und n den
Idealmodul (irto N\ no) - -, wobei 1. aus den sidmtlichen, wenigstens
einmal in p. oder q. auftretenden unendlichen Primstellen zusammen-
gestzt ist. Da bekanntlich m N\ n durch m und n teilbar ist, so ist sicher
mNn);=MmNn)NEk; durch m; = mNk; und n; = nNFk; teilbar, d.h.

(m: N\ )P [ (m N\ n); .

Wir betrachten nun die Erweiterung (m; N\ v;) von ni; N\ n; in k.
Dann ist offenbar (m; N n;) durch m N n teilbar. - Also ist

(m Nl s A ) N ke=m N\ n;.
Hieraus folgt ohne weiteres | '
(m; N ) = (m N\ n)s.
Es sei nun fiir jeden Approximationskorper k;
| H™ = g®,

Dann betrachten wir H™™NAM yng HOM™AD - Wie man sich dabei
leicht iiberzeugt, sind H™™NAM ypqg gM™@AY mod m N n erklart.

Ferner ist, wie schon bewiesen,

HENAD gy AT grmym D gr(m yms £\ )

(1) m; N\ n; bezeichnet das kleinste gemeinschaftliche Vielfach von n; und n;.
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und ebenso ist

HMm AN _ prmyminm)

Da H{™ und H™ resp. mod m; und n; erklirt sind, so sind offenbar
(H) N ynd (H) ™A™ mod m; N n; erklért.. Hiernach gilt
mengentheoretisch :

(HM) N = (FO)N),
weil H™ = H™ ist. Also gilt auch mengentheoretisch

Hgm)(m NmY _ Hgn)(m N .

Wie wir schon bewiesen haben, ist HMM™NAM o g®W@mAD 50
Vereinigungsmenge von '

HM®AD
bzw. a = ca
HOEAD L g@eny
Also ist offenbar mengentheoretisch
HM@AD _ g
d.h. nach Definition |
HM™ = g
Nach Satz 2 beweist man folgenden

Zusatz. Es seien A™), A™ resp. die Gesamtheiten aller zu m

und n primen Ideale aus A und H™ = H® eine Idealgruppe in k.
Dann ist

A/ ~ A0 /e

wenn die Faktorgruppen endlich sind.

Beweis. Nach Satz 1 existiert sicher ein Index I, derart dass fiir
jeden Approximationskorper k; mit 1 =1

CAM/H® = A/ yng AW/F® = A/ F®
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sind. Dabei bedeuten A(m‘), A("’) resp. die Gesamtheiten aller zu
m;=mNk;, n,=n /N k; primen Ideale aus %; und es smd

H(m) H(m)/\ ks s H(n) — H(n)/\ ki .

Da aber nach Satz 2 H™ = H™ ist, so folgt wie bekannt

~ AT = A/ .
Es ist also
A [ m ~ AW/ g @

Wir beweisen nun folgenden .

Satz 3. Es seten m@W, m®@, ..., m, ... die sd@mtlichen abgesch-
lossenen Erklirungsmoduln einer Idealgruppe H in k. Dann existiert
vmmer ein abgeschlossener Erklarungsmodul von H, welcher in jedem
m®™ aufgeht.

Beweis. Bezeichnet man die mod m erkldrte Idealgruppe in H
mit H™) und setzt H™™ = H™) £ k;, so folgt aus Satz 2

HO S g = = e

Wie frither gezeigt, ist dabei H™) mod m{® = m™ N k& erklart.
Nun bestimmen wir den grossten gemeinsamen Teiler d; von m{, ...,
m{, .... Dann ist bekanntlich H} (b)) — = H; M) Pir 5> gilt aber

D = b; N ki bs,
weil m = m N k; ist.
Fir einen beliebigen Index [ > j gilt also
b | v; .
Hieraus folgt sofort
P N Ei|dj N\ ki =D .
Da aber o
0P Nki=oNkiNki=D0d N ki=>P
ist, so ist
» o [ 2" |2;.
Wir erhalten also eine Folge der Idealmoduln in k;

(1)'i°°°-|b$"’l-'-- Ib?”’]bi'—:béﬂ-
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Nach dem bekannten Teilerkettensatz existiert nun ein Index I;=>14,
so dass

bgli) = b£Ii+1) = = p*
wird. Ebenso gibt es fiir einen beliebigen Index 7 > ¢
b = ........ = b¥.
Aus Definition von b} und d} folgt ohne weiteres
| bF N\ ki = dF.

Alsor definiert b§, b, ..., d*, ... einen Idealmodul d*=lim b* in k,

dessen unendlicher Bestandteil offenbar eine abgeschlossene Punkt-
menge ist. -

Da-nach Definition von b im Approximationskérper k; eine mod
by erklirte Idealgruppe H$% existiert, welche zu H{) gleich ist,
so beweist man leicht

br. 1 1
H%l‘) A ks = HPD p g = HEO

Offenbar ist- H (Iz’i) Nk mod by Nk;= oF) = p* erklart, d.h. es gibt
in k; eine mod b} erklirte Idealgruppe H ?"'*),, welche zu H 9“(1)) gleich
ist. Ebenso existiert zu einem beliebigen Index j>>¢ eine mod b}

erklirte Idealgruppe Hf”'*), welche zu H{™") gleich ist. Man kann
dann auch leicht beweisen, dass

HOD = g@o — g ~ g = gD A,

ist. Da aber H/™") N\ k; mod b N k; = b} erklirt ist, so muss mengen-
theoretisch

* *
H(-,;bi) — H(;’, ) N ks
sein. Wir konnen also die Vereinigungsmenge H" von Hl(bl*), Hz(bﬂ*), cees
Hfb"*), .... bilden. Aus Konstruktion von b* =lim b} schliesst man
sofort, dass jedes m® durch d* teilbar ist, weil b} | m{ (:=1,....)
sind und m® abgeschlossen ist.

Ich behaupte nun, dass H™ mod b* erklirt ist. Nimlich zunichst
ist klar, dass die Ideale aus H™ alle zu b* prim sind. Nun sei
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a==1 mod bd*.

Dann ist sicher fiir einen geeigneten Index 1%
a=1] mod b},

weil nach Struktur von d* d* N\ k; = b} sein muss. Da aber (z) ein
Ideal aus dem Strahl mod b in k; ist, so gehort (a) zu H; ®) Es ist
also (a)o in H* enthalten. Damlt ist gezeigt, dass der Strahl mod b*

in H* enthalten ist. Also ist H* mod »* erklirt. Da aber fiir jeden
Approximationskérper ;

o* Nk = H({b}‘) — H(?‘M)
ist, so ist nach Satz 2
H* —_ H-(m(v))
w. z. b. w.

Unter Benutzung aller bisherigen Bezeichnungen beweise ich fol-
genden :
Zusatz. d* ist der griosste gemeinsame Teiler von m®, ..., m™,

Beweis. Es ist klar, dass b* ein gemeinsamer Teiler von m®, ...,
m®, ... ist. Da aber b* abgeschlossener Idealmodul ist, nach dem H
erkldrbar ist, so tritt »* sicher in den m®, ..., m®™, ... auf, d.h. d*
ist der grosste gemeinsame Teiler von m®, .., , m™, ....

Es sei m ein Erkldrungsmodul einer Idealgruppe Hink: H = H (m)
Ist dann m die abgeschlossene Hiille von m, so ist Z mod W erklarbar
und es ist noch mengentheoretisch

H™ — H('—ﬁ) .

Zunichst ist klar, dass mengentheoretisch ™ = H™ ist. Da nach
Definition m ausser den simtlichen unendlichen Primstellen von m
hochstens nur noch diejenigen unendlichen Primstellen, welche als
Grenzprimstellen der konvergenten Folgen aus dem unendlichen Be-
standteile von m definiert sind, besitzt, so braucht man nur zu zeigen,
dass fiir eine Zahl

a=1 mod m
die Kongruenz
a=1 mod Pp.
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erfiillt ist, wenn p. die Grenzprimstelle einer konvergenten Folge aus
dem unendlichen Bestandteile von m ist. Offenbar gehort « zu einem
passenden Approximationskorper k;. Es gibt aber in i eine unendliche
Primstelle p.,, derart dass dis (p., L) <—'1L—

ist. Da aber

a=1 mod PpL N ki=p. Nk

ist, so muss sicher

=1 mod P

sein. Hieraus folgt sofort, dass mengentheoretisch H™ = H™ gilt.
Wenn also eine Idealgruppe H gegeben ist, dann gibt es sicher die
abgeschlossenen Erklirungsmoduln von H. Nach dem obigen Zusatz
existiert dabei ein abgeschlossener Erklirungsmodul von H, welcher
der grisste gemeinsame Teiler der simtlichen algeschlossenen Erkldr-
ungsmoduln von H ist. Dieser grosste gemeinsame Teiler heisse im
folgenden der F'iihrer von H .

Es seien nun H, H Idealgruppen in k. Ist dann fiir einen
gemeinsamen Erkldrungsmodul m mengentheoretisch

HM < 7gm ,

so heisse H eine Untergruppe von H:H<H. Da fiir die abgeschlos-
sene Hiille m von i mengentheoretisch

H™ — g™ ynd H™ — Fm

sind, so kann man der Kiirze wegen annehmen, dass m von vornherein
ein abgeschlossener Idealmodul ist.

Bezeichnet man nun mit { den Fiihrer von H, so ist in durch f
teilbar. Da aber H™ = H® ist, so erhilt man aus H™ durch Auf-
fillung mit gewissen zu m nicht primen Idealen die Idealgruppe H 0N
Durch die gleiche Auffiillung mit H™ erhilt man aus H™ eine mod
f erklirte Idealgruppe H (), Die letzte Idealgruppe ist gleich der
Idealgruppe H (") weil man durch Befreiung der zu m nicht primen
Ideale von H (D die Idealgruppe H (™) bekommt. Da aber f als der
Fithrer von H ein abgeschlossener Idealmodul ist, so muss f nach Satz
3 durch den Fiihrer | von H teilbar sein: | f.
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Man kann auch leicht zeigen, dass fiir einen beliebigen gemeinsamen
abgeschlossenen Erkldrungsmodul n stets mengentheoretsich

H(“) < H‘(“)
gilt, wenn H < H ist.

§ 3. Die einem Erweiterungskorper zugeordneten
Idealgruppen.

Uber dem im § 1 angegebenen unendlichen algebraischen Zahlkorper
k betrachten wir einen algebraischen Zahlkorper K vom Grade 7.
Eine primitive Zahl 6 von K iiber %k geniigt dann einer irreduziblen
Gleichung vom Grade 7 in einem passend gewihlten Approximations-
korper kr von k. Also ist fiir jeden Index i >1

[k:6) = Ki:ki] =n.

Wir ordnen jetzt dem Korper %k als den absoluten Grad eine
STEINITZsche G-Zahl N zu, welche als der Grenzwert der Grade n;
von den k; nach ko definiert ist (: =1, 2, ....). Wir fassen alle der-
jenigen in N aufgehenden Primzahlpotenzen, deren Exponenten oo
sind, in ein formales Produkt N* zusammen und nennen diéses Produkt
N* den unendlichen Bestandteil von N . .

Wir greifen nun aus dem Korper k einen Idealmodul m heraus.
Ist dann A ein zu m primes Ideal mit endlicher Basis in K, so kann
man bereits in einem passenden Approx1matlonskorper k;: (6) = K; von
K ein Ideal U; finden, derart dass

QL'D=2I

wird, wobei © die Hauptordnung von K bedeutet. Unter der Norm
Nkx (A) von A nach k versteht man wie iiblich das Idealprodukt aller
zu A konjugierten Ideale. Es gilt dabei

NEkr(¥) = NK;k:(2s)o .

Da aber A zu m prim ist, so ist offenbar Ny () auch zu m prim.
Im Korper k& fassen wir die simtlichen Strahlklassen mod m, in
die mindestens Norm eines zu m primen Ideals mit endlicher Basis au
K eintritt, in eine Idealgruppe H™ zusammen. Diese Idealgruppe
H™ nennen wir im folgenden die mod m K zugeordnete Idealgruppe
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in k. Fiir einen Approximationskorper %; mit ¢ = I enthilt die Ideal-
gruppe H™ = H™ N\ k; mengentheoretisch die mod m; = m N % dem
Korper K; zugeordnete Idealgruppe H{™ in k;: H™ = H{™) . Ist aber
2 ein zu m primes Ideal mit endlicher Basis in K, so gibt es in einem
passenden Approximationsképrer K; von K (2 =1) ein zu m; primes
Ideal A;, derart dass A; O = A wird. Da aber

NEx(N;) e H™)

ist, so kann man leicht behaupten, dass die Vereinigungsmenge von
HMD  goed o qH L die Idealgruppe H™ ist.

Ich will nun zeigen, dass A™/H™ endlich und von kleinerer
Ordnung als n+1 ist. Ist die Ordnung von A™ | H (m) grosser als n, so
gibt es mindestens n+1 verschiedene Klassen nach H'™ in A™ . Es
seien also

a®g™ L. , a®vg™

solche n+1 verschiedene Klassen. Wihlt man dann einen passenden
Approximationskorper k; (¢ =1I) von k, so kann man in k; n+1 ver-
schiedene Ideale a{, ...., a%*V finden, derart dass die Erweiterungen
solcher n+1 Ideale in k& resp. a®, a®, ...., a»*D gind. Dann stellen
offenbar

a®HM™ L. ., a@+vprm
n+1 verschiedene Klassen nach H{™ in A{™) dar, wobei A{™) die

Gesamtheit aller zu m; = m N k; primen Ideale aus %; bedeutet. Es
ist also

(ms) . zp(m)q _ [A™) : FM™)]
n+1<[AM : FM] = ]

wobei Hi(m“') die mod m; K; zugeordnete Idealgruppe bezeichnet. Nach
dem bekannten Abgrenzungssatz ist aber [A{(™) : H(™)] ein Teiler von

n . Daher ist

n+1<[AM™): H™] < n,

was Widerspruch ist. Es muss also A™ /H™ endlich und von klei-
nerer Ordnung als n+1 sein.

Weil aber A™/H™ endlich ist, so kann man nach Satz 1 sicher
einen Index j =1 finden, so dass
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A [ — )/ pr(m)

gilt. Dabei sind A™) = A™M A &; und H™ = H™ N k;. Bezeichnet
man nun mit H; (") die mod m; = m N\ k; dem Korper K; zugeordnete
Idealgruppe in k, , So gilt

(m) . zrmy _ [ATY: HGY]
[A59: H™M] = [Hgm): H(;?)].

Da aber [A{™ : H(™] ein Teiler von 7 ist, so ist es auch LA : H™],
Es gilt folgender

Satz 4. Es sei K ein beliebiger Erweiterungskorper vom Grade n
iber k und m ein Idealmodul in k. Dann ist der Index von A™ nach
der mod m dem Korper K zugeordneten Idealgruppe H M in & ein
Teiler von n:[A™ : H™]|n.

Wir konnen nun ohne Schwierigkeit zelg'en, dass fiir zwei Ideal-
moduln m und n in &

[Am): H(m)] | [AM : H ]

ist, falls m ein Teiler von n ist. Da fiir jeden Idealmodul m [A‘m) +H (m)]
< n ist, so existiert sicher ein Idealmodul m in % von der Art, dass
die mod m K zugeordnete Idealgruppe H ™ in A™ den mazimalen
Index h angibt. Ist nun n ein Idealmodul in % von der Art, dass
[A™: H™] = i wird, so kann man leicht beweisen, dass

HM = g

ist. Die Klasse der Idealgruppen in %k, zu der das obige H™ vom
Index A gehort, ist also durch den Kérper K eindeutig bestimmt. Wir
bezeichnen diese Klasse durch H und nennen sie einfach die K zugeord-
nete Idealgruppe in k. Ferner nennen wir den Fithrer von H den
Fuhrer von K in bezug auf k (oder nach k). Im folgenden gebrauchen
wir oft der Abkiirzung halber statt A™/H™ und [A™ : H™] auch
die Bezeichnungen

AH und [A:H],

wenn kein Missverstindnis eintritt.

Wir wollen vorldufiz den Korper K besonders als iiber & abelsch
voraussetzen, und weiterhin alle bisherigen Bezeichnungen festhalten.
Wenn man den frither bestimmten Index I von vornherein hinreichend
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gross wihlt, dann kann man ohne Beschidigung der Allgemeinheit
annehmen, dass fiir jeden Index ¢ = I der Korper K; = k; (6) auch tiber
k; abelsch, also ein Klassenkorper, ist. Wir beweisen nun

Satz 5. FEs sei K ein abelscher Korper vom Grade n uber k und
m ein Idealmodul in k. Dann ist der Index von A™ nach der mod
m K zugeordneten Idealgruppe H (m) prim zum unendlichen Bestandtezle
N* des absoluten Grades von k.

Beweis. Wir nehmen an, dass ein Primteiler [ von N* im Index
[A™: H] aufgeht. Unter allen Klassen von A™ nach H™ existiert
dann eine, deren Ordnung gleich [ ist. Es sei a ein Ideal aus einer solchen
Klasse. Waihlt man dann einen passenden Approximationskorper k; von
k, so findet man in k; ein Ideal a;, dessen Erweiterung in &k gleich a
ist. Dabei kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass ¢ grosser ist als der frither bestimmte Index [/ und nach Satz 1

A g = A/

gilt, wobei H{™ = H™ N k; ist. Nach der obigen Isomorphierelation
ist die Ordnung der Klasse a; H{™ nach H{™ gleich {. Die Idealgruppe
H; (M) enthilt aber bekanntlich mengentheoretisch die mod m; dem Kor—
per K; zugeordnete Idealgruppe H; (M)  \wobei m; = m N k; ist. Ist nun
f; der Fihrer von K; nach k; und H; die mod {; dem Korper K; zuge-
ordnete Idealgruppe in k;, so gilt allgemein

H,<H™ < g™,

Da es aber in a; H; ("™ unendlich viele zu f; prime Ideale gibt, so kann
man ohne Einschrinkung der Allgememhelt anmehmen, dass a; von
vornherein zu f; prim ist. Es existiert also sicher eine Klasse a; H;
unter den simtlichen Klassen A; nach H;, wobei A; die Gesamtheit
aller zu f; primen Ideale aus k; bezeichnet. Da H; eine Untergruppe
von Hz-(m) ist, so kann man leicht bestiitigen, dass die Ordnung m von
a; H; nach H; durch [ teilbar ist.
Ist nun m genau durch [° teilbar, so kann man nach Annahme iiber
! einen Approximationskérper k; > k; so wéhlen, dass

Lkizkil=g
durch [° teilbar ist. Da aber

m m a

Nijk(al)=a; ¥ = (@M e H;
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m

ist, so gehort das Ideal a;  nach dem bekannten Verschiebungssatz
zu H,-(T"“) , wobei H}m die mod f; K; zugeordnete Idealgruppe in k; ist.
Da der Fihrer f; von K; nach k; ein Teiler von f; ist, so beweist man
leicht, dass die mod f; K; zugeordnete Idealgruppe H; mengentheoretisch

H, (%) enthélt : H; 2 H; () Also ist a; le 1n H; enthalten. Wir zeigen

aber, dass H} (m) — (m)/\k, das Ideal q; e enthidlt. Da nimlich H; <
H; (M) ist, so erhilt man durch Befreiung aller zu m; f; nicht primen
Ideale von H; und H,(m) folgende mengentheoretische Ungleichung

H W < gmsi)

Offenbar ist a; * in H{™ ' enthalten, ist also

m
O‘ile e H (]m) o
Daher ist
- m m

all = a?o e HM
Da aber nach Annahme ate H™ und (l m ) =1 ist, so ist a selbst

ein Ideal aus H™, was aber Wlderspruch ist. Es muss also I zu
[A™ : H™M] prim sein, w.z.b.w.

Bezeichnent man nun mit 7, denjenigen maximalen Teiler von =,
welcher zu N* prim ist, so folgt aus Sédtzen 4 und 5

Zusatz. Der Index [A™ : H(™] ist ein Teiler von no.

Wir betrachten weiter einen abelschen Erweiterungskorper K vom
Grade 7» iiber k. Fiir einen Index 2 >1 ist dann K; iiber k; abelsch.
Bezeichnet man nun mit f; den Fiithrer von K; nach k; und mit H; die
mod f; K; zugeordnete Idealgruppe in k;, so gilt bekanntlich

[A-,::H«,;]=’n,

wobei A; die Gesamtheit aller zu f; primen Ideale aus %; bedeutet.

Fir einen beliebigen Index j > ¢ gilt nach dem bekannten Verschle-
bungssatz mengenthoretisch

¥i
H:. < H ,

wobeli H}f") die mod f; dem Kborper K; zugeordnete Idealgruppe in k;
bedeutet. Wir bezeichnen nun mit f; den Fithrer von K; nach k; und
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mit H; die mod f; dem Korper K; zugeordnete Idealgruppe in k;. Dann
gilt mengentheoretisch :

H < 5.
Es ist also mengentheoretisch

HsEHuS...o....... SHs.

Daher konnen wir die Vereinigungsmenge H von H;, ...., H;
bilden.

Wenn man insbesondere » als zu N* prim annimmt, dann gilt
folgender

Satz 6. Es sei K ein endlicher abelscher Korper iber k, dessen
Grad n zu N* prim ist. Dann ist die K zugeordnete Idealgruppe in
k vom Index n in A.

Beweis. Wenn man den frither bestimmten Index I von vornherein
hinreichend gross wihlt, dann kann man nach Voraussetzung annehmen,
dass fiir jeden Approximationskérper k; > k; der Grad [ki:kr] zu n
prim ist. Wir bezeichnen nun mit f; den Fiihrer von K; nach k; und
mit H; die mod f; K; zugeordnete Idealgruppe in k;. Dann kann man,
wie oben gezeigt, die Vereinigungsmenge H von Hyy ..., H;,....
bilden. _

Es sei a; ein zu f; primes Ideal aus k:, welches in einem Approxi-
mationskorper k; > k; zu H; gehort. Dann gehort a; der mod fi K;
zugeordneten Idealgruppe H ") an, weil I-I,-(f") aus H; durch Befreiung
aller zu f; nicht primen Ideale entsteht. Nach dem bekannten Verschie-
bungssatz muss dann Ny, (a) zu H; gehoren. Bezeichnet man mit
g den Grad von k; nach k;, so ist

e H; .

Da aber nach Annahme (n, g) = 1 ist, so ist a; bereits ein Ideal aus
H;, d.h.

H;Nki=HY Nk = H,.

Hieraus folgt sofort, dass die K; zugeordnete Idealgruppe in k; mod
fi N\ ki erkldarbar ist. Da aber f; der Fithrer von K; nach k; ist, so ist

falfs N\ i«
Anderseits ist aber in k;

filfe .
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Hieraﬁs folgt also
fi=LNk.

Wie bekannt ist H; N k; mod §; N k: = f; erklidrt. Aus H; N\ k; = H; folgt
also, dass mengenthoretisch H; N k; = H; ist. Ebenso gilt mengentheo-
retisch H N\ k; = H;. Nun konnen wir in k¥ den Vereinigungsidealmodul
fvon fr, ....,fi, .... bilden, weil ; \Nk;=1; (7, i=1)ist. Wie auf
S. 81 gezeigt, ist dann H mod f erkldirt. Da aber nach Konstruktion
f N\ k; = f; ist, so schliesst man aus dem vorher Bemerkten, dass H die
mod f dem Korper K zugeordnete Idealgruppe ist®.

Aus H; = H N k; folgt nach Satz 1

falls der Index ¢ hinreichend gross ist. Dabei bedeutet A; die Gesamt-
heit aller zu f; primen Ideale aus k;. Da aber nach dem Umkehrsatz
[4;: H;] = n ist, so gilt :

[A:H]=mn.

Da H in AD den maximalen Index n angibt, so ist die K zugeordnete
Idealgruppe vom Index » in A. Damit ist der Beweis beendet.

Im Beweis von Satz 6 haben wir gezeigt, dass H mod { erklirt
ist. Bezeichnet man nun mit | den Fithrer von K nach %k, so gibt es
bekanntlich die mod | K zugeordnete Idealgruppe H in k-, derart dass
H = H wird. Nach Satz 2 ist aber

' H=HNk=HNk=EH

wobei ¢ >>1T ist. Bekanntlich ist H; mod §; = f N\ k erklart. Also ist
f; durch f; teilbar, weil f; den Fithrer von K; nach k; bedeutet und
H; = H; ist. Anderseits ist aber {|f, weil f nach Konstruktion ein
abgeschlossener Idealmodul ist. Also ist

fol fi -

Hieraus folgt ohne weiteres

(1) Nach dem auf S. 84 Gezeigten ist die mod f K zugeordnete Idealgruppe
die Vereinigungsmenge.von Hr, Hreyy «ov., Hiy ..., weil H; (¢ 2 I) die mod §; K;
zugeordnete Idealgruppe ist. Da aber nach Definition H die Vereinigungsmenge
von Hr, Hrys «evvs ... ist, so ist H die mod | K zugeordnete Idealgruppe in k.



90 M. Moriya

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist
limf; =§.
Also muss
= llmf., = hmﬁ =}

1 >0

sein, d.h. { ist der Fithrer von H.

Zusatz. Es sei K ein endlicher abelscher Korper iiber %, dessen
Grad zu N* prim ist, und f der Fithrer von K nach k. Dann ist der
Durchschnitt von {f mit %; der Fithrer von K; nach k;, falls ¢ hinrei-
chend gross ist. Es gilt noch

limf;=f.

Nun betrachten wir wieder einen beliebigen endlichen abelschen
Korper K iuber k. Dann enthilt K denjenigen maximalen Teilkorper
KO itber &, dessen Grad 7o nach % zum unendlichen Bestandteile des
absoluten Grades von %k prim ist. Wir bezeichnen nun durch {© den
Fihrer von K@ rach k£ und mit H® die mod {©® dem Korper K©
zugeordnete Idealgruppe in 4. Betrachten wir dann die mod @ K
zugeordnete Idealgruppe H in k, so ist offenbar mengentheoretisch

H< H?, d.h. [A9:H]=[A©:HO],

wobei A® die Gesamtheit aller zu @ primen Ideale aus A ist. Nach
Zusatz zu Satz 5 gilt aber einerseits [A©: H] <7, und nach Satz 6
anderseits [A@: H®] = n,. Es muss also [A®: H] = n, und infolge-
dessen mengentheoretisch H = H® sein.

Hieraus folgt ohne Schwierigkeit

Satz 7. Es set K ein abelscher Korper vom Grade n iiber k und
no derjenige maximale Teiler von n, der zum unendlichen Bestandteile
des absoluten Grades von k prim ist. Dann ist die K zugeordnete
Idealgruppe in k vom Index mo in A.

§ 4. Endliche Erweiterungskorper iiber einem unendlichen
' algebraischen Zahlkorper.

Mit Hilfe der Theorie der endlichen abelschen Erweiterungen
konnen wir jetzt beliebige endliche Erweiterungen tiber dem im §1
definierten Korper k£ niher untersuchen. Wie im § 3 gezeigt, existiert
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zu einem endlichen algebraischen Erweiterungskorper K vom Grade n
tiber k£ eine primitive Zahl 6 in K, so dass fiir einen Index 2+ >1
K; = k; (6) auch vom Grade # iiber k; ist, falls I passend gross gewéihlt
ist. Im folgenden bezeichne ich mit K® den maximalen abelschen
Teilkorper von K iiber £ und mit 6, eine primitive Zahl von K® iiber
k:KW=Fk (). Wenn man den oben bestimmten Index I von vorn-
herein hinreichend gross wéihlt, dann kann man ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass fiir jeden Index 1 =T

[K®:k]=[k@6:k:]

und K® = Fk; (6,) iiber k; abelsch ist. Wie man sich leicht iiberzeugt,
wird dabei %; (9;) der maximale abelsche Teilkérper von K; iiber k;.

Wir bezeichnen nun mit f, {® resp. die Fiihrer von K, K@ nach
k und mit H, H® resp. die mod f, f®® den Korpern K, K" zugeord-
neten Idealgruppen in k2. Fiir ein beliebiges gemeinsames Multiplum
f von f und f@ gelten also :

H=HO un.d HO = go®

wobei H(1), gaxf) resp. die mod | den Kérpern K, K® zugeordneten
Idealgruppen in k bedeuten. Aus K == K® folgt ohne weiteres, dass
mengentheoretisch

HO < go ®

ist. Bisher konnte | ein beliebiges gemeinsames Multiplum von f und
f® sein. Wir wollen aber spiter | auf einen speziellen Idealmodul
beschrinken.

Es sei nun a ein Ideal aus H®", Dann kann man sicher einen
passenden Approximationskorper K (7= I) von K® und darin ein Ideal
; finden, derart dass (2;, §;) =1 und NKfl)k () o = a («) ist, wobei
i; den Durchschnitt von | mit k; und (2) ein Ideal aus dem Strahl mod
f bedeutet. Wir wollen also von nun an annehmen, dass der Idealmodul
f von vornherein so gewihlt ist, dass §; durch den Fiihrer ¥ von K®
nach k; teilbar ist.? Wir bezeichnen mit Hf? die mod {* K, zuge-
ordnete Idealgruppe in k;. Dann enthilt Hf? nach Definition das Ideal
N Kj(l)kj(g ). Da §; durch f/ teilbar ist, so folgt aus dem bekannten
Abgrezungssatz

H® = Hg}) )

(1) Dies ist stets méghch wenn man als | das Produkt von f mit dem Erwel-
terungsideal von {{’ (dem Fihrer von K nach kj) in k nimmt.
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wobei H %) die mod §; dem Korper K; zugeordnete Idealgruppe in k;
bedeutet Offenbar entsteht H, (1) aus HY durch Befreiung aller zu
f; nicht primen Ideale. Da aber ¥; zu §; prim ist, so gehort N KS ()

sicher zu H; ( f’) Nach der mengentheoretischen Relation H; (%) SH “)[\k

muss dann N ‘” (%IJ) oin H (N enthalten sein. Damit ist gezeigt, dass

aus a (a) = N ’ka (S ;) - 0 mengentheoretisch

HO = god

folgt. Aus dem frither Bewiesenen gilt also mengentheoretisch'
HO =go®, d. h. H=HW,

Wenn man nun mit K©® denjenigen maximalen abeslchen Teilksérper
von K iiber k& bezeichnet, dessen Grad ro, zum unendlichen Bestandteile
N* des absoluten Grades von % prim ist, so ist nach Satz 7 H®™ auch
die K© zugeordnete Idealgruppe in k. Es gilt besonders

[ A, HO] =ny

Damit ist bewiesen : ,

Satz 8. LE's set K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper
uber k und K9 derjenige maximale abelsche Teilkorper von K uber k,
dessen Grad mo nach k zum wunendlichen Bestandteile des absoluten
Grades von k prim ist. Dann wird die K zugeordnete Idealgruppe H
in k gleichzeitig die K© zugeordnete Idealgruppe in k und es gilt
besonders '

[A:H]l=1n.

Ich betrachte nun filr die weitere Untersuchung eine spezielle
Klasse der Idealgruppen in %, welche ich im folgenden K-Gruppen
nennen will. Und zwar heisst eine Idealgruppe H in k eine K-Gruppe,
wenn es in % einen Teilkorper %k, endlichen Grades mit folgender
Eigenschaft gibt :

Es existiert ein Erklirungsmodul m von H derart, dass fiur die
mod m erklirte Idealgruppe H ™ in H der Durchschnitt I-Lfm) von H™
mit einem beliebigen endlichen, ki enthaltenden Teilkorper k, von k
gleich 1st der aus allen derjenigen zu m, primen Idealen bestehenden
Idealgruppe, deren Normen nach k. zu Hy M = g N ki gehoren, 'wobez
m, =m N k, est.
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Aus Definition der K-Gruppen folgt nun

Satz 9. FE's sei K ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper
tiber k, und H die K zugeordnete Idealgrupre in k. Dann ist H eine
K-Gruppe.

Beweis. Wir bezeichnen mit K© denjenigen maximalen abelschen
Teilkbrper von K itber %k, dessen Grad. no nach . zu N¥* prim ist.
Dann ist nach Satz 8 die K zugeordnete Idealgruppe gleich der K@
zugeordneten Idealgruppe in .. Ferner bezeichnen ‘wir mit @ den
Fiihrer von K© nach % und mit H© die mod @ K© zugeordnete Ideal-
gruppe in k. Ist 6, eine primitive Zahl von K© iiber %k, so existiert
ein passender Index I, so dass fir jeden Index i=>1I der Korper
K©® = k; (6)) uber k; abelsch vom Grade mo ist. Wihlt man nun den
Index I hinreichend gross, so ist nach Zusatz zu Satz 6 {@ = {@ N\ k;
der Fihrer von K nach k; (¢ =1). Da aber

K® = EK©

ist, so besteht die mod f{” dem Kérper K@ zugeordnete Idealgruppe
H in k; nach dem Verschiebungssatz aus allen derjenigen zu {{® primen
Ideale, deren Normen nach k;in H{” hineinfallen, wobei H{” die mod {
dem Korper K{” zugeordnete Idealgruppe in k; bedeutet. Offenbar gilt
noch, dass H; = H{? ist, wobei H{® die mod {{® dem Korper K zuge-
ordnete Idealgruppe in %; bedeutet. Wenn aber der Index I hinrei-

chend gross gewihlt ist, dann ist nach Satz 6 und seihem Zusatz fiir
jeden Index ¢ =1 stets

H® =HONFL,, d. h. HO Nk =H;.

Wenn man also als den Korper k, in der Definition der K-Gruppen
den Korper %; nimmt, so wird H sicher eine K-Gruppe, weil ein be-
liebiger Oberkoérper von k; immer als ein Approximationskérper k; von
k betrachtet werden kann.

§ 5. Klassenkorper.

Wir legen in diesem Paragraphen den im §1 definierten Korper k
zugrunde und untersuchen spezielle abelsche Erweiterungskérper —Klas-
senkdrper — itber k. Ein Erweiterungskorper vom Grade n iber k
heisse ein Klassenkorper, wenn der Index der K zugeordneten Ideal-
gruppe H in k gleich n ist: [A:H]l=n=[K:k].

Fir einen Klassenkdrper beweise ich zunichst
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Satz 10. Ewn Erweiterungskorper K vom Grade n itber k ist dann
und nur dann Klassenkorper, wenn K uber k abelsch und n zum
unendlichen Bestandteile N* des absoluten Grades von k prim ist.

Beweis. Wir bezeichnen mit f den Fiihrer von K nach % und mit
HM die mod f dem Korper K zugeordnete Idealgruppe in k. Dann
ist nach Satz 8 H(P gleichzeitig die mod | dem Koérper K(®) zugeord-
nete Idealgruppe in k£, wobei K@ denjenigen maximalen abelschen
Teilkorper von K iber k. bezeichnet, dessen Grad 7, nach % zu N*
prim ist. Ferner gilt noch [A(D): H(1] = ,.

Wenn also K ein Klassenkérper ist, so folgf aus Definition

d.h. n =no. Daher ist K@ = K, weil K©® < K ist. K ist also ein
abelscher Korper vom Grade n iiber k£, und es ist (n, N*) =1.

Ist umgekehrt (z, N*) =1 und K iiber k& abelsch, so folgt aus
Satz 6 [AD: H ”)] =mn, ist also K ein Klassenkorper.

Wir wollen hier einen Hilfssatz beweisen, welcher im folgenden oft
benutzt wird : ,

Hilfssatz. Es sei K ein Klassenkdrper vom Grade » iiber k. Dann
gilt :

1.) Es existiert eine primitive Zahl 8 von K iiber k£ und ein Index
I, derart dass filr jeden Index 7>171 ,

K; = Fki(6)

iiber k; abelsch vom Grade n ist.

2.) Ist die K zugeordnete Idealgruppe H nach einem Idealmodul
m erklirbar, d.h. H=H™, so ist H™ = H™ N k; gleich der K;
zugeordneten Idealgruppe in k;, wobei ¢ 2> 1 ist.

Beweis. Dass zu einer primitiven Zahl 6 von K iiber k ein in 1.)
verlangter Index existiert, hat man schon oft gesehen.

Wir wollen nun den in 1.) bestimmten Index I hinreichend gross
wihlen, so dass nach Satz 1 fiir jeden Index 1 =1

A/ Frm ~ 4 [ pr(m)

gilt. Dabei sind H{™ = H™ Nk und A™ =A™ N k;. Da nach
Voraussetzung K Klassenkorper ist, so ist

n=[A™:HM]=[4M:5M].
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Offenbar ist die mod m; =m N %; dem Koérper K; zugeordnete Ideal-
gruppe in k; mengentheoretisch in H,-(m) enthalten. Es ist also

(m) . pr(m;
n = [A(?’):H(fn)] = E;;(;n);g(;ni))gll :

Aus [A™ : H™)] < n folgt ohne weiteres [H™: H™] =1, d. h. es
gilt mengentheoretisch '

H(t?‘) — H(imi) .

Ferner folgt noch, dass die K; zugeordnete Idealgruppe in k; mod m;
erkldrbar ist, weil [A(™) . (™) =  ist. H™ ist also gleich der K;
zugeordneten Idealgruppe in %;, w. z. b. w. '

Satz 11. Isomorphiesatz. Es sei K ein Klassenkorper vom Grade
n uber k und H die K zugeordnete Idealgruppe in k. Dann ist die
Faktorgruppe A|H isomorph zur galois-chen Gruppe von K nach k.

Beweis. Nach dem obigen Hilfssatz existieren eine primitive Zahl
6 und ein passender Index I, derart dass filr jedes 1 =1 K; = k; (6)
abelsch vom Grade » iber k; ist. Dann ist offenbar die galoissche

Gruppe ® von K nach % isomorph zu der glaoisschen Gruppe &; von
K; nach k; (¢ =1): : _

G=0G;.
Es sei nun m ein Erkldrungsmodul von H. Dann ist die mod nt

K zugeordnete Idealgruppe H™ vom Index % in A™ - [A™ : M=y .
Wihlt man hierbei den Index I hinreichend gross, so wird fiir ¢ > 71

A/ = 4 [prm

wobei A{™ =A™ N k; und H™ = H™ A\ k; sind. Offenbar ist A™
die Gesamtheit aller zu m N k; primen Ideale aus %; und Hi(m) nach dem

Hilfssatz gleich der K; zugeordneten Idealgruppe in %;. Also gilt nach
dem bekannten Isomorphiesatz '

AW [ ~ g,
Hieraus folgt ohne weiteres '
A/H=AM/HEM = A0 /g0 ~ g~ @ |

d. h.
A/H=6 .
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Satz 12. Anordnungs- und Eindeutigkeitssatz. Es seien K, K’
Klassenkorper uber k und H, H' resp. die K, K' zugeordneten Ideal-
gruppen in k. Dann bedingen sich die Relationen

K&K und HZ=H'

gegenseitig. Insbesondere ist dann und nur dann K = K’, wenn H = H'
1st. ‘

Beweis. Wir nehmen einen gemeinsamen abgeschlossenen Erkla-
rungsmodul f von H und H’ und bezeichen mit HO, B resp. die
mod f erklirten Idealgruppen in H und H’,

Ist zuerst K < K’, so folgt leicht aus Definition mengentheoretisch
HO = g d.h '

H=H.

Ist aber umgekehrt H 2 H’, so ist nach Definition mengentheore-
tisch H? =2 H’® . Nach dem Hilfssatz konnen wir einen Index I mit
folgenden Eigenschaften bestimmen :

a) Zu einer primitiven Zahl 8 bzw. 6’ von K bzw. K’ existiert
ein passender Index I, derart dass fiir jeden Index i =1 K; = k; (0),
K/ = k; (0’) iiber k abelsch und [K; : k;] = [K : k], [K}: k] = [K': k] sind.

~b) H,-(” =HO Nk bzw. H 2(7)' = H'D N k; ist gleich der K; bzw.
K! zugeordneten Idealgruppe in k;.
Nach HD = H’® ist mengentheoretisch

H(I_) > H’g) .

Nach dem bekannten Anordnungssatz gilt also K; < K;’. Da offenbar
K= K;k und K' = K/ k sind, so folgt ohne weiteres

"KE K.

Nach dem obigen Anordnungsatz beweist man sofort den Eindeu-
tigkeitssatz.

Satz 13. Verschicbungssatz. Es sei K ein Klassenkorper iiber k
und H die K zugeordnete Idealgruppe in k. Ferner sei k' ein belie-
biger endlicher Erweiterungskorper iiber k. Dann ist das Kompositum
KEk' von K und k' ein Klassenkorper uber k' und die Kk' zugeordnete
Idealgruppe H in k' besteht aus allen derjenigen (zu einem Erklarungs-
modul von H primen) Ideale mit endlicher Basis, deren Normen nach
k in H hineinfallen. '



Klassenkorpertheorie tm Grossen fiir unendliche algebraische Zahlkorper 97

Beweis. Wir bezeichnen mit N* den unendlichen Bestandteil des
absoluten Grades von k. Da K iiber k& Klassenkorper ist, so ist nach
Satz 10 [K : k] prim zu N* und K iiber k abelsch. Hieraus folgt sofort,
dass Kk’ auch iiber k&’ abelsch und der Grad von Kk’ nach kK’ zum
unendlichen Bestandteile N’* des absoluten Grades von %k’ prim ist.
Denn [KFE’ : k'] ist ein Teiler von 7, ist also prim zu N'*, weil N* = N’*
ist.

Wir bezeichnen nun mit m einen Erklirungsmodul von H und mit
H™ die mod m K zugeordnete Idealgruppe in k: H= H™ . Ferner
bedeutet J™ die Gesamtheit aller derjenigen zu m primen Ideale mit
endlicher Basis in k’,.deren Normen nach % in H™ hineinfallen. Ist
dann A ein zu m primes Ideal aus Kk', so gilt

Ni(A) = NN A)) = NKk(NK(S)I)) e HM

wobei Nz (A), Nir (A), Nk (A) resp. Normen von A aus Kk’ nach k, &/,
K bedeuten. Hieraus folgt sofort, dass J (m) mengentheoretisch die
mod m Kk' zugeordnete Idealgruppe H™ enthalt, weil Ny () e H™
ist.

Ich will aber umgekehrt zeigen, dass ein Ideal aus J™ zq ™
gehort. Néimlich wir bezeichnen mit 6, 6’ resp. primitive Zahlen von
K, k' tber k: K=k (0), ¥ =k (6’). Dann kann man nach dem
Hilfssatz einen passenden Index I mit folgenden Eigenschaften finden:

1.) Fiir jeden Index ¢ >1T sind

a) K;=k; (0) iiber k; abelsch und [K;:k]=[K:k],
b) Kk, iiber k. abelsch und [K:k!: k] =[KKk': k'].

2.) H™ ist die Vereinigungsmenge von H™, H™, ..., H™, ....
Dabei ist Hi(m) mod m N k; = m; erklirt und gleich der K; zugeordneten
Idealgruppe in k;.

Wir betrachten nun ein Ideal a’ aus J™. Dann kann man in
einem passenden Approximationskorper k; mit ¢ = I ein Ideal qa; finden,
derart dass die Erweiterung von a! in %’ gleich a’ wird, und a} zu m;

prim ist. Da aber '
Nirik(a)o = Niwr(a)e H (i)

ist, so ist nach 2.) Ny, (ai) Ideal aus H™ . Da H™ die mod m; K;
zugeordnete Idealgruppe in k; ist, so besteht nach dem bekannten
Verschiebungssatz die mod m; Kik, zugeordnete Idealgruppe H{™ in
k; aus allen derjenigen zu m; primen Ideale aus k), deren Normen
nach k; in H{™ hineinfallen. Also gehort das obige Ideal o} zu H (ms)
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Wie man schon auf S. 84. gesehen hat, ist die Idealgruppe H H™
die Verelmgungsmenge von H{™' , H™) .. Damit ist gezeigt,
dass a’ zu Mm) gehort, d.h.

JTMW< g,
Es gilt also mengentheoretisch
H™ = gm w. z. b. w.

Satz 14. Existenzsatz. Es sei H eine K-G"ruppe von endlichem
Index in k. Dann existiert ein H zugeordneter' Klassenkorper.

Beweis. Nach Definition der K-Gruppe kann man sicher in einer
passend gewéihlten Korperkette von k& einen Approximationskérper k;
finden, derart dass fiir jeden Index % =1 und einen passenden Erkla-
rungsmodul m von H - '

H(‘m) = g™ N k;

gleich ist derjenigen Idealgruppe in k;, die aus allen zu m N\ k; = mys
primen Ideale aus k: besteht, deren Normen nach %; in H{™ hinein-
fallen. Dabei ist H™ die mod m erklirte Idealgruppe in H.

Nach dem bekannten Existenzsatz kann man iber k; den H; ™
zugeordneten Klassenkorper K; bilden.? Betrachtet man nun das
Kompositum K; = Kk; von Ky und k;, so ist K; nach dem bekannten
Verschiebungssatz und Eindeutigkeitssatz der Klassenkorper zu H{™ .
Wir bilden nun den Vereinigungskoérper K von Kr, ...., K;, .....
Dann kann man sicher einen passenden Index I, > I finden, derart dass
fir jeden Index ¢>1 [Ki: k] =[{K:%] und A™/H™ = 4™ g™
ist, wobei Agm) = A(_m) N k; ist. Es ist also

[A™ . g™ =[K:k].

Fir jeden Index =1, ist aber H{™ mod m; = m N\ k; erklirt und
infolgedessen die mod m; K; zugeordnete Idealgruppe in k; mengen-
theoretisch gleich zu H'™. Bezeichnet also H™ die mod m K zuge-
ordnete Idealgruppe in %k, so ist H ™) offenbar die Vereinigungsmenge
von H™, ..., H™,....,dh H™= H™ . H™ ist also die mod

(1) Genauer gesagt, ist Krder Klassenkorper von der Art, dass die Ky zugeordnete
Idealgruppe in kr zu H{™ gleich ist.
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m K zugeordnete Idealgruppe in k. Da aber [A™ : H™] = [K: k] ist,
so ist nach Definition K ein Klassenkorper zu H.

Es sei K ein Klassenkorper vom Grade = iiber k© und { der Fiihrer
von K nach . Dann kann man fiir eine primitive Zahl  von K iiber
k einen Approximationskorper kr finden, derart dass fiir jeden Index
121 K; = k; () iiber k; abelsch vom Grade n ist. Wahlt man hierbei
den Index I von vornherein hinreichend gross, so kann man nach dem
Zusatz zu Satz 6 annehmen, dass fir ¢ =1 f; = f N\ k; der Fiihrer von
K; nach k; ist. .

Ist nun p eine in f aufgehende Primstelle (d.h. p ist entweder ein
Primideal aus k& oder eine unendliche Primstelle in k), so ist offenbar
fi =1 N k; durch p N k; = p; teilbar (¢ =1I).

Zunichst sei p eine unendliche Primstelle in %. Dann ist offenbar
p: eine unendliche Primstelle in k;. Da aber p; im Fithrer von K;
nach k; aufgeht, so ist nach dem bekannten Fiihrer-Verzweigungssatz
p; in K; verzweigt d.h. es existieren n konjugierte komplexe Zahlkérper

KoV, ...., K; (%), , K{™ iiber dem p; entsprechenden konjugierten
Korper von k;. Dabel bedeutet K,-(%”) den zu K konjug.ierten kon-
jugiert-komplexen Korper (% __Z_jgl). Wir bezeichnen nun mit &k ®
den p entsprechenden konjugierten Korper zu k. Dann sind

EOR®, ... ,. EOK 512’*) S . , EP KM

alle vom Grade n iiber k. Denn sonst wiirde K vom kleineren Grade
als n sein. Da aber kWK!? der zu k"WK; (+2) konjugierte konjugiert-
komplexe Korper ist, so ist offenbar p in K verzweist.

Ist aber p ein Primideal aus %, welches in | aufgeht, so findet in
K folgende Primidealzerlegung statt :

pi=(Pa-eoennn. B)®  mit e >1.

Nach HERBRANDY muss dann e; fiir hinreichend grosses 7 stets einer
bestimmten Zahl e gleich sein, welche als der Exponent eines Prim-
teilers von p in K erwiesen wird. Da aber e; >1 ist, so muss auch
e¢>1 sein, d.h. p ist in K verzweigt. Damit ist bewiesen, dass jede
Primstelle, welche im Fiithrer von K nach k aufgeht, in K verzweigt
ist.

(1) HERBRAND, Théorie arithmetique des corps de degré infini. Extensions
algébriques finies des corps infinis, Math. Ann., Bd. 106 (1932).
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Ist umgekehrt in K eine unendliche Primstelle p in %k verzweigt,
so kann man leicht zeigen, dass fiir jeden hinreichend grossen Index
i p: = p'N k; im Fihrer f; = N\ k; von K; nach k; aufgehen muss. Da
aber f = lim f; ist, so geht p = 132 p; in f auf.

Ist aber p ein Primideal aus k£, welches in K verzweigt ist, so kann
man auch leicht zeigen, dass fiir hinreichend grosses 7 stets p; =p N\ k:
in f; aufgehen muss. Hieraus folgt auch, dass f durch p teilbar ist.
Hiernach beweist man leicht folgenden

Satz 15. Fiihrer-Verzweigungssatz. Alle Primstellen, welche im
Fliihrer eines Klassenkorpers K iiber k aufgehen, und nur solche, sind
verzweigt in K. Besonders besteht die Diskriminante von K nach k
aus allen derjenigen Primideale, welche im Fihrer von K nach k auf-
gehen.

Beweis. Die erste Hilfte dieses Satzes ist schon oben bewiesen.
Die letzte Hilfte folgt aber aus der von HERBRAND® bewiesenen Tat-
sache, dass dann und nur dann ein Primideal aus k4 in K verzweigt
ist, wenn es ein Diskriminantenteiler von K nach k ist.

Es ist wohl bekannt, dass allgemein in k£ Ideale ohne endliche Basis
existieren. Solche Ideale sind. aber bisher aus unserer Betrachtung
ausgelassen worden. Wenn wir also Primideale ohne endliche Basis
betrachten, dann konnen wir fiir solche Ideale das Zerlegungsgesetz
nicht mehr wie iblich formulieren. Trotzdem kann ich doch im fol-
genden einen Satz angeben, welcher einigermassen die Zerlegung der
Primideale aus k¥ in einem Klassenkdrper bestimmt. Der Satz lautet
folgendermassen :

Satz 16. Es set f der Fliihrer eines Klassenkorpers K iber k und
H die mod f K zugeordnete Idealgruppe. Ferner sei p etn Primideal,
welches in der Diskriminante D von K nach k nicht aufgeht. Ist dann
Sur fast alle Indizes © f die friheste Potenz von p;, derart dass die
erst nach Hg) Jallen, so ist der Grad jedes Primteilers von p in K gleich
S, und umgekehrt. Dabei ist p; das durch p teilbare Primideal in einem
Approximationskorper k; von k und Hi(f) der Durchschnitt von H®
mit ki.

_ Beweis. Ist @ eine primitive Zahl von K tber k, so kann man
einen passenden Index I finden, derart dass fiir jeden Index ¢>1
K; = K; (9) iiber k; abelsch und [K;: k] = [K : k] ist. Da p in der Diskri-
minante von K nach % nicht aufgeht, so besitzt p bekanntlich in K-

(1) HERBRAND, loc. cit.
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lauter Primteiler vom Exponenten 1. Wenn man also den oben be-
stimmten Index I von vornherein hinreichend gross wihlt, dann kann
man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass folgende
Tatsachen gelten :

1.) Fiir jedes ¢ =1 ist f; = f N\ k; der Fiihrer von K; nach k;, und

Hz-(f) = H® Nk, ist gleich der K; zugeordneten Idealgruppe in k; uud
mod f; erklart.

2.) Fiir i =1 findet in K; folgende Primidealzerlegung statt :

wobei B, ...., Bi verschiedene Primideale aus K; bedeuten und r
von ¢ unabhiingig ist. )

3.) Die Ordnung der Klasse p; H? nach H" ist gleich f, falls
2 =TI ist.

Aus 2.) folgt ohne weiteres, dass p; in der Diskriminante von K;
nach %; nicht aufgeht, also zum Fiihrer von K; nach k; prim ist. Dann
schliesst man aus 3.) nach dem bekannten Zerlegungsgesetz, dass

N E:(Pis) = P{

ist, wobei 1 <j<r ist. Dies bedeutet nach Definition des Grades,
dass jeder Primteiler von p vom Grade f ist.

Besitzt umgekehrt p Primteiler vom Grade f in K, so gilt nach
2.) in K; .

p: = ?B,'l ........ SB,-,- ’

weil p kein Diskriminantenteiler ist. Ferner kann man annehmen,
dass fiir jedes j

N K#(Pis) = vl

ist. Also geht p; in der Diskriminante von K; nach k; nicht auf, und
jeder Primteiler von p; in K; ist vom Grade f. Hieraus folgt nach
dem bekannten Zerlegungsgesetz, dass die Ordnung von piH,-(i) nach H,-m
gleich f ist. Damit ist der Beweis beendet.

Man kann noch einige bekannte Sitze aus der Klassenkorperper-
theorie im Grossen auch in unserem Fall beweisen. Auf Néheres will
ich aber hier nicht eingehen.



