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0-Introduction

Soit M une vari\’et\’e analytique r\’eelle \‘a bord, de dimension n et P un
op\’erateur diff\’erentiel du second ordre a coefficients analytiques sur M de
symbole principal r\’eel p . Soit \omega=\xi . dx la 1-forme canonique sur T^{*}M .
On suppose:

(0-1) dp , \omega sont lin\’eairement ind\’ependants.
(0-2) \partial M est non caract\’eristique pour P , et \omega|_{\partial T^{*}M\backslash 0} , dp|_{\partial TM\backslash 0}.

sont lin\’eairement ind\’ependants sur p^{-1}(O)\cap\partial T^{*}M\backslash 0 .

Alors pr\‘es d’un point x_{)}\in\partial M , on peut choisir des coordonn\’ees locales
x= (x_{1} , .. . x_{n})=(x’x_{n}) telles que M soit donn\’ee par x_{n}\geq 0 , et P s’\’ecrive
(modulo un facteur elliptique) :

P(x, D_{x})=D_{x_{n}}^{2}+R(x, D_{X’})

o\‘u R est de type principal r\’eel, avec symbole principal r(x, \xi’) . On pose:

r_{0}(x’. \xi’)=r(x’. 0, \xi’) , r_{1}(x’\xi’)=\partial_{x_{n}}r(x’\neg 0, \xi’) .

Suivant [Me-Sj] on d\’esigne par:

\mathscr{C} . (resp. \mathscr{H}), (resp. \mathscr{C} ) \subset T^{*}\partial M\backslash 0

les r\’egions elliptique (resp. hyperbolique), (resp. glancing) d\’efinies par
r_{0}(\chi_{-}’\xi’)>0 (resp. r_{0}(x’\xi’)<0), (resp. r_{0}(x’-\xi’)=0), et on pose:

\Sigma_{b}=\mathscr{H}\cup \mathscr{C}\cup(p^{-1}(T^{*}[mathring]_{M}\backslash 0)

Soit aussi bM Tespace topologique homog\‘ene obtenu de (T^{*}M\backslash 0)\backslash

T_{\partial M}^{*} en identiffant les points au-dessus de M qui ont m\^eme projection sur
T^{*}\partial M\backslash 0 , et

b : ( T^{*}M\backslash 0)\backslash T_{\partial M}^{*}arrow bM

la projection naturelle. On renvoie \‘a [Me-Sj] et [Sj]- 1 pour la d\’efinition

des rayons C^{\infty} et des rayons analytiques. Rappelons seulement que par
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chaque point de \sum_{b} , il passe un unique rayon C^{\infty}- mais il peut passer une
infinit\’e de rayons analytiques. Soit u\in \mathscr{D}’(M) une distribution prolongea-
ble v\^erifiant:

(0-3) Pu\in G^{s}(M)

(0-4) u|_{\partial M}\in G^{s}(\partial M)

o\‘u G^{s} d\’esigne la classe de Gevrey d’ordre s\geq 1 . Si u v\’erifie (0-3),
d\’esignant par \overline{u} le prolongement par 0 de u pr\‘es de \chi_{1} sur x_{n}\leq 0 , on d\’efinit
suivant G. Lebeau [Le] le spectre Gevrey d’indice s de u par:

SS_{b}^{s}u=b(SS^{s}\overline{u}\cap(T^{*}M\backslash 0)\backslash T_{\partial M}^{*})

o\‘u SS^{s}v est le spectre Gevrey d\’efini pour v\in \mathscr{D}’(R^{n}) . Le r\’esultat princi-
pal de [Le]-2 s’\’enonce en disant que pour tout s\geq 1 , SS_{b}^{s}u est r\’eunion de
rayons analytiques maximaux, alors que pour tout s\geq 3 , SS_{b}^{s}u est r\’eunion
de rayons C\infty maximaux. En particulier, soit \alpha_{0}=(x_{\acute{0}}, \xi_{\acute{0}})\in \mathscr{C} et
\gamma : [-\delta, \delta]arrow\Sigma_{b}(\delta>0)1 unique rayon C^{\infty} tel que \gamma(0)=\alpha 0 . Alors si s\geq

3 , sous les hypoth\‘eses (0-3) &(0-4), il est facile de voir que:

\gamma([-\delta, 0[)\cap SS_{b}^{s}u=\phi\supset\alpha_{0}\not\in SS_{b}^{s}u

tandis que ce r\’esultat est faux en g\’en\’eral pour s\in[1,3 [. Pour s=1 (clas-

se des fonctions analytiques), K. Kataoka a obtenu toutefois le r\’esultat
suivant. Soit

\mathscr{C}_{+}=\{(x’. \xi’)\in \mathscr{C}:r_{1}(x’. \xi’)<0\}

Tensemble des points strictement diffractifs. On a:

THEOREME 0-1 [K] : Supposons Pu\in G^{1}(M) et \alpha_{0}\in \mathscr{C}_{+} . A lors :
(\gamma([-\delta, 0[)\cup\gamma(]0, \delta]))\cap SS_{b}^{1}u=\phi\supset\alpha_{0}\not\in SS_{b}^{1}u .

Ce th\’eor\‘eme a \’et\^e g\’en\’eralis\’e par G. Lebeau [Le]-3 par des techniques
2-microlocales quand \gamma pr\’esente un contact d’ordre quelconque avec \partial M

en \alpha_{0} .
Le fait remarquable est que u n’a pas besoin de v\’erifier de conditions

aux limites. Ind\’ependammment, J. Sj\"ostrand [Sj]- 2 a obtenu, par des
m\’ethodes tout-\‘a-fait diff\’erentes, la conclusion du Th\’eor\‘eme 0-1 sous
1’hypoth\‘ese suppl\’ementaire u|_{\partial M}\in G^{1}(\partial M) .

On obtient les r\’esultats suivant :

THEOREME 0-2 : Soit \alpha_{0}\in \mathscr{C}+\cdot

(0-4) on a (pout tout s\geq 1):
A lors sous les hypoth\tilde{e}ses(0-3) et
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(\gamma([-\delta, 0[)\cup\gamma(]0, \delta]))\cap SS_{b}^{s}u=\phi\supset\alpha_{0}\not\in SS_{b}^{s}u .

Par contre:

THEoR\tilde{E}ME0-3 : Pour tout s>1 , la conclusion du Th\’eor\‘eme 0-2 est
fausse sous la seule hypothese (0-3).

On d\’emontre le Theoreme 0-2 en s’inspirant des techniques de [Sj]- 2 ,

convenablement adaptees aux classes de Gevrey suivant [Le]-l, 2. Le
Th\’eor\‘eme 0-3 s’obtient en construisant dans la r\’egion elliptique (zone

d’ombre) une solution de Pu\in G^{s}(M) singuli\‘ere sur le bord mais de classe
G^{s} \‘a l’int\’erieur. On utilisera un calcul de param\’etrix du \tilde{a} J. Sj\"ostrand
[Sj]- 4 , d\’evelopp\’e plus tard par P. Laubin [La] jusque dans sa forme 2-
microlocale.

Pour illustrer le Th\’eor\‘eme 0-3, on peut par exemple consid\’erer
P(x, D_{x})=D_{x_{n}}^{2}-x_{n}D_{x_{2}}^{2}-D_{x_{1}}D_{x_{2}} au point (0,\cdot dx_{2}) avec n\geq 3 . Dans ces con-
ditions, on v\’erifie ais\’ement que la fonction:

u(x)= \int_{0}^{+\infty}Ai(e^{-i\pi/3}\lambda^{2/3}(x_{n}-(\lambda+1)^{-8}))

\cross\exp(-\frac{2}{3}\lambda(\lambda+1)^{-38/2}+i\lambda(x_{2}-(\lambda+1)^{-8}x_{1}))d\lambda

o\tilde{u}\delta=\frac{2}{3}(1-\frac{1}{s})>0 , est de classe G^{s} dans x_{n}>0 , v\’erifie P(x, D_{x})u=0 mais

que (0: dxz)\in SS_{b}^{s}u . Notons toutefois qu’en abscence de la propri\’et\’e
d’\’equivalence des hypersurfaces glancing par transformation de contact
dans le cadre analytique (contre-exemple d’Oshima [O]), il n’est pas pos-
sible de r\’eduire le cas g\’en\’eral \‘a un tel exemple.

On remarquera enfin que la d\’emonstration du Th\^eor\‘eme 0-2 donne une
variante un peu plus simple de celle de [Sj]- 2 dans le cas s=1 . Dans un
prochain travail, on \’etudiera un autre cas de propagation consid\’er\^e dans
[Sj]- 3 lorsque s=1 .

L’auteur remercie G. Lebeau et J. Sj\"ostrand pour de fructueuses con-
versations qu’il a eues avec eux sur ce sujet, ainsi que le referee pour
avoir \’elimin\’e plusieurs erreurs de la premi\‘ere version du manuscrit, et
propos\’e le contre-exemple ci-dessus comme illustration au Theoreme 0-3.

1-Op\’erateurs int\’egraux de Fourier et spectres Gevrey.

Nous ferons dans ce paragraphe quelques rappels n\’ecessaires \‘a la
preuve du Th\’eor\‘eme 0-2, en suivant essentiellement [Le]-2 et [Sj]- 2 . Pour
all\’eger les notations, on remplacera x=(x’x_{n}) par (t, x) avec t\in R et
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x\in R^{n-1}\wedge

Pour \alpha=(\alpha_{x}, \alpha_{\xi})\in T^{*}R^{n-1} . a\in ] -1,1[et\Theta>0 , on pose:

\varphi(x, y, \alpha)=(x-y)\alpha_{\xi}+i\Theta((x-\alpha_{X})^{2}+2a(x-\alpha_{X})(y-\alpha_{X})+(y-\alpha_{X})^{2})

et:

\pi_{a}(x, y, \lambda)=(\frac{\lambda}{2\pi})^{3(n-1)/2}(4\Theta(a+1))^{n-1/2}e^{i\lambda\varphi}(\lambda\geq 1)

si bien que, identifiant un op\’erateur avec son noyau, on a formellement:

\int\pi_{a}d\alpha=I

Si \tilde{\pi}_{a}=\tilde{\pi}_{a}(\tilde{a},\tilde{\Theta}) , alors

\int\tilde{\pi}_{a}(x, z, \lambda)\tilde{\pi}_{a}(z, y, \lambda)dz=C(\frac{\lambda}{2\pi})^{n-1}\pi_{a}(x, y, \lambda)

o\‘u C est une constante et \pi_{a}=\pi_{a}(a, \Theta)aveca=\frac{\tilde{a}^{2}}{\tilde{a}^{2}-2} et \Theta=\tilde{\Theta}(1-\frac{\tilde{a}^{2}}{2}) .

Les \pi_{a} sont autoadjoints pour le produit L^{2}(R^{n-1}) : Lorsque a\neq 0 , la phase
\varphi(x, y, \alpha) d\‘efinit une transformation canonique \kappa_{a} dans T^{*}C^{n-1} telle que

x_{a}(y, - \frac{\partial\varphi}{\partial x})=(x, \frac{\partial\varphi}{\partial x}) et \pi_{a} est op\’erateur int\’egral de Fourier associ\’e. Si
\mu\in]0 , \mu_{0}] , on pose \lambda’=\lambda\mu . Un symbole analytique formel en \lambda^{r} est une
expression:

\sigma(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)=\Sigma\sigma_{k}(\chi_{ y, \alpha, \mu},)\lambda^{r-k}

o\‘u \alpha\in W ouvert de C^{2(n-1)} , les \sigma_{k} sont holomorphes sur
U_{r}=\{(x, y, \alpha)\in C^{4(n-1)} : |x-\alpha_{X}|<r, |y-\alpha_{X}|<r, \alpha\in W\}(r>0) .

et v\’erifient les in\’egalit\’es:

\forall(x, y, \alpha)\in U_{r} : |\sigma_{k}(x, y, \alpha, \mu^{)|\leq C^{k+1}k^{k}}

o\‘u C>0 est ind\’ependant de \mu\in ]0, \mu 0]. On appelle r\’ealisation du symbole
formel \Sigma\sigma_{k}\lambda^{r-k} toute fonction holomorphe \tilde{\sigma}(x, y, \alpha, \mu, \lambda’) d\’efinie sur U_{r}

telle que:

| \tilde{\sigma}-\sum_{k=0}^{N}\sigma_{k}(x, y, \alpha, \mu)\lambda^{r-k}|\leq\tilde{C}^{N+1}(N+1)^{N+1}\lambda^{r-(N+1)}(\tilde{C}>0)

uniform\’ement pour (x, y, \alpha)\in U_{r} , \mu\in]0 , \mu_{0}] . En particulier:

\tilde{\sigma}(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)=\sum_{0\leq k\leq\lambda’/eC}\sigma_{k}(x, y, \alpha, \mu)\lambda^{\prime-k}
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est une r\’ealisation de \sigma .
On dira qu’un symbole (formel) \sigma est elliptique si \sigma_{0}\neq 0 pour tous x,

y, \alpha dans U_{r} , uniform\’ement pour \mu\in ] 0 , \mu 0 ]. On a un r\’esultat de r\’educ-
tion analogue \‘a la Proposition (1-1) de [Sj]- 2 :

Soit \phi(x, y, \alpha) une fonction holomorphe d\’efinie sur U_{r} (d\’ependant
\’eventuellement d’autres param\‘etres) satisfaisant les hypoth\‘eses usuelles de
non-d\’eg\’enerescence:

d( \frac{\partial\phi}{\partial\alpha_{1}}) , \ldots .. . d( \frac{\partial\phi}{\partial\alpha 2n-2}) sont lin\’eairement ind\’ependantes sur
C_{\phi}=\{(x, y, \alpha)\in U_{r} : d_{a}\phi=0\} .

(Ici on a not\^e \alpha=(\alpha_{X} , \alpha_{\xi})=(\alpha_{1} , \ldots .. , \alpha_{2n-2}) ). On suppose de plus que C_{\phi}

est de la forme:

(x, y)=H(\alpha) , \alpha\in W’\subset C^{2n-2} . W’\subset W.
o\‘u H : W’arrow C^{2n-2} (d\’ependant \’eventuellement aussi d’autres param\‘etres)
est une fonction holomorphe.

Diminuant si n\’ecesaire U=U_{r} , on peut supposer que (z, \alpha)=(\phi_{\acute{a}}, \alpha)

sont des coordonn\’ees sur U et que U est de la forme ,\cdot

\alpha\in W’|z_{j}|<r(\alpha) , j=1 , \ldots , 2n-2 .

o\‘u r>0 est une fonction continue sur W’ Soit q(x, y, \alpha, \mu, \lambda’) un
symbole analytique formel elliptique en \lambda’ d\’efini sur U.

PROPOSITION 1-1 : Soit \phi, U et q comme ci-dessus, et a(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)

un symbole analytique formel en \lambda’ d\’efini sur U. Alors il existe des
symboles analytiques en \lambda’ . b(\alpha, \mu, \lambda’) sur W’ et c_{j}(x, y, \alpha, \mu, \lambda’) sur U,
j=1 , \ldots .. . 2 n-2, d’ordre 0, tels que :
(1. 1) (a(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)e^{i\lambda\phi(\chi,y,a)}-b(\alpha, \mu, \lambda’)q(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)e^{i\lambda\phi(x,y,a)}d\alpha

=d_{a}\lambda^{-1}c(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)e^{i\lambda\phi(\chi,y,a)} .

o\‘u: d\alpha=d\alpha_{1\wedge}\ldots\wedge d\alpha 2n-2 , c= \sum_{j=1}^{2n-2}c_{j}a(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)e^{i\lambda\phi(\chi,y,a)}d\alpha 1\wedge\cdots\hat{d\alpha}_{j\wedge\wedge}\ldots

d\alpha 2n-2 .

On d\’efinit \‘a pr\’esent la r\’ealisation d’une famille d’op\’erateurs int\’egraux
de Fourier. Soit \sigma la r\’ealisation d’un symbole analytique classique en \lambda’

d\’efini sur U_{r} , et x\in C_{0}^{\infty}(R^{n-1}) \’egale \‘a 1 pr\‘es de 0. De fagon un peu abu-
sive, si \chi,\tilde{\chi}\in C_{0}^{\infty}(R^{n-1}) sont \’egales \‘a 1 pr\‘es de 0, on dira \tilde{x}\subset\subset x si le
support de \tilde{\chi} est contenu dans la r\’egion o\‘u \chi v\^a t 1 . Pour \alpha\in W_{R}=W\cap

R^{2n-2} voisiriage de \alpha_{0} , on d\’esigne par (\chi\pi_{a}\sigma\chi) l’op\’erateur de noyau:
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k_{a}(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)=\chi(x-\alpha_{X})\pi_{a}(x, y, \lambda)\sigma(x, y, \alpha, \mu, \lambda’)\chi(y-\alpha_{X}) .

Si \sigma’ est une autre r\’ealisation de \sigma , le noyau k_{\acute{a}}=(\chi\pi_{a}(\sigma-\sigma’)\chi) est \‘a

d\’ecroissance exponentielle en \lambda’ dans C_{0}^{\infty}(R^{2n-2})uniform\vec{e}ment pour \alpha\in

W On notera k_{\acute{a}}=\mathscr{O}_{\infty}(e^{-8\lambda’}) . De m\^eme, le choix de \chi modifie seulement
(_{X}\pi_{a}\sigma\chi) par un terme \mathscr{O}_{\infty}(e^{-8\lambda}) d\’ecroissance exponentielle en \lambda dans
C_{0}^{\infty}(R^{2n-2}) . Pour le calcul des op\’erateurs int\’egraux de Fourier analytiques,
on se refere \‘a [Sj] , [Le], et aussi l ’auteur dans [R] .

Suivant [Le], on dira qu ’un symbole \sigma est strictement positif s ’il existe
m>0 tel que Re \sigma\geq m pour (x, y, \alpha)\in U_{r} , \mu\in]0 , \mu_{0}] , et \lambda’>\lambda_{\acute{0}} . On a
alors la:

PROPOSITION 1-2 [Le] : Soit \sigma un symbole analytique en \lambda strictement
positif sur U_{r} . Alors il existe un voisinage \overline{W}\subset\subset W de \alpha_{0} , un r\’eel \tilde{r}

v\’erifiant 0<\tilde{r}<r et un symbole analytique strictement positif \tilde{\sigma} defini sur
U_{\overline{r}}, tels que pour tout u\in \mathscr{D}’(R^{n-1}) :

\lambda^{n-1}Re((\chi\sigma\pi_{a}\chi)u|u)=||(\tilde{\chi}\tilde{\sigma}\tilde{\pi}_{a}\overline{\chi})u||_{L^{2}(R^{n-1})}^{2}+(R_{a}u|u)

o\‘u R_{a} est un op\’erateur \‘a noyau dans \mathscr{O}_{\infty}(e^{-8\lambda}) , uniform\’ement pour \alpha\in\overline{W},
0\tilde{u}\pi_{a} et \tilde{\pi}_{a} sont d\’efinis comme avant, et \overline{\chi}\subset\subset x sont \‘a supports assez
petits. Ici U_{r} est d\’efini \tilde{a} partir de \overline{W} et de \tilde{r} comme U_{r}\tilde{a} partir de W

et de r.

II est connu-voir [Li] -que le spectre Gevrey est caract\’eris\’e par des
transformations du type \pi_{a} . Soit \Omega un ouvert de \overline{R_{+}^{n}}=\{(t, x) : t\geq 0 , x\in

R^{n-1}\} et \alpha_{0}\in T^{*}R^{n-1}\backslash 0 tel que (0, \alpha_{0,X})\in\Omega . Soit W\in C^{n-1} un voisinage
de \alpha 0 et \sigma un symbole analytique en \lambda’ d\’efini dans U_{r} . Si u(t, x)\in \mathscr{D}’(\Omega)

comme dans Tintroduction est solution de Pu\in G^{s}(\Omega) , on rappelle la:

PROPOSITION 1-3 [Le] : Si \alpha_{0}\not\in SS_{b}^{s}u, alors pour tout j\in N, il existe
k>0 et un voisinage de \alpha_{0} not\’e encore W tels que:

|(\chi\pi_{a}\sigma\chi)\partial_{t}^{j}u(t, x, \mu, \lambda’)|=\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1/S}}) , \delta>0

uniform\’ement pour \alpha\in W, t\in[0, k] , x\in R^{n-1} , \mu\in]0 , \mu_{0}] et \lambda’>\lambda_{\acute{0}} .

R\’eciproquement, si \sigma est un symbole strictement positif et s ’il existe W’
voisinage r\’eel de \alpha_{0} , k>0 et \mu_{0}>0 tels que:

1_{0}^{to_{dt\int_{W}d\alpha||(\chi\pi_{a}\sigma\chi)u||_{L^{2}(R^{n-1})(t,\alpha,\mu 0\lambda^{(1-s)/s}}^{2}}}, \lambda’)=\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1lS}})

alors \alpha_{0}\not\in SS_{2}^{s}u .



Quelques remarques sur un th\’eor\‘eme de K. Kataoka 369

2-Preuve du Th\’eor\‘eme 0-2.

On garde les notations du 1^{o} Comme dans [Sj]- 2 , en vertu des
r\’esultats connus sur la propagation des singularit\’es Gevrey \tilde{a} l’int\’erieur de
\Omega , il suffit de montrer le:

THEOREME 2-1 : Soit P=D_{t}^{2}+R(t, x, D_{x}) un op\’erateur diff\’erentiel du
second ordre \tilde{a} coefficients analytiques sur \Omega avec symbole principal p=\tau^{2}+

r(t, x, \xi) . Supposons que.r soit \‘a valeurs r\’eelles et que r=0, \partial_{t}r<0 au
point (0, x_{1}, \xi_{0})=\alpha_{0}\in R^{n}\cross R^{n-1} . Pour \epsilon>0 , soit M=\{(t, x)\in R^{n} : 0\leq t<\epsilon ,
|x-x_{)}|<\epsilon\} et supposons que u\in \mathscr{D}’(M) satis/ait (0-3) et (0-4). S’il existe
un voisinage v\subset p^{-1}(0) de (0, x_{)}, 0, \xi_{0}) tel que SS^{s}(u|M)\cap V=\phi , alors \alpha 0

\not\in SS_{b}^{s}u .

Pour la preuve, on peut supposer que M=\overline{R_{+}^{n}} . On choisit des coor-
donn\’ees locales (s_{1}, \ldots S_{n-2}) sur T^{*}R^{n-1} centr\’ees en \alpha_{0}\cdot Si\alpha a pour coor-
donn\’ees s , on d\’efinit la fonction poids:

\psi(\alpha, t)=t-\epsilon_{0}s^{2}+\epsilon_{0}^{2} .

comme dans [Sj]- 2 . Si V est comme dans le Th\’eor\‘eme 2-1, on choisit
\epsilon_{0}>0 assez petit pour que

(2-1) \{(t, x, \tau, \xi)\in p^{-1}(0) : (x, \xi)\in W, t^{2}=\epsilon_{0}\}\subset V si
W=\{\alpha:\psi(\alpha, \epsilon_{0}^{2})\geq-\epsilon_{0}^{2}\} .

Comme dans [Sj]- 2 , on commence par faire les calculs au niveau for-
mel, i . e . en ignorant les restes exponentiellement petits dOs aux r\’ealisa-
tions des symboles et les int\’egrations par parties en \alpha comme dans la
Proposition 1-1. On utilisera librement les notations de [Sj]- 2 .

Soit a^{(0)}(t, \alpha, \mu, \lambda’) un symbole analytique en \lambda’ que l’on choisira
ult\’erieurement (d’ordre 0) et:

(2-2) Q= \int e^{\lambda\mu\psi/2}(a^{(0)}-2\tilde{D}_{t})e^{\lambda\mu\psi/2}\pi_{a}d_{a}

Ici \tilde{D}_{t}=\frac{1}{\lambda}D_{t} . On pr\’ecisera ult\’erieurement le domaine d’int\’egration.

Ecrivons Q=T_{1}-T_{2}-T_{2}^{*} avec:

T_{1}= \int e^{\lambda\mu\psi}a^{(0)}\pi_{a}d\alpha

T_{2}= \int e^{\lambda\mu\psi}\pi_{a}d\alpha\tilde{D}_{t}

et calculons:



370 M. Rouleux

(2-3) T_{3}= \frac{1}{i}(P^{*}Q-QP)=[\frac{1}{i}(D_{t}^{2}+R), Q]+ \frac{1}{i}(R^{*}-R)Q

On a:

[ \frac{1}{i}R, T_{2}]= \lambda^{2}\mu\int e^{\lambda\mu\psi}a^{(1)}\pi_{a}d\alpha\tilde{D}_{t}+\lambda\int e^{\lambda\mu\psi}a^{(4)}\pi_{a}d\alpha

[ \frac{1}{i}R, T_{1}]= \lambda^{2}\mu\int e^{\lambda\mu\psi}a^{(2)}\pi_{a}d\alpha+\lambda\int e^{\lambda\mu\psi}a^{(3)}\pi_{a}d\alpha

\frac{1}{i}(R^{*}-R)T_{1}=\lambda\int e^{\lambda\mu\psi}a^{(5)}\pi_{a}d\alpha

\frac{1}{i}(R^{*}-R)T_{2}=\lambda\int e^{\lambda\mu\psi}a^{(6)}\pi_{a}d\alpha\tilde{D}_{t}

o\‘u les a^{(j)}=a^{(j)}(t, \alpha, \mu, \lambda’) sont des symboles analytiques en \lambda’ de degr\’e 0,
avec symbole principal:

ab^{1)}(t, \alpha, \mu)=-H_{r}\psi(t, \alpha)+\mathscr{O}(\mu)

ab^{2)}(t, \alpha, \mu)=ab^{0)}(t_{ \alpha, \mu},)at^{1)}(t, \alpha, \mu)

a8^{3)}(t_{ \alpha, \mu},)=-H_{r}ab^{0)}(t, \alpha, \mu^{)+\mathscr{O}(_{\mu})}

(2-4)
a8^{4)}(t, \alpha, \mu^{)=\partial_{t}r(t,\alpha)+\mathscr{O}(_{\mu})}

a8^{5)}(t, \alpha, \mu)=k(t, \alpha)ab^{0)}(t, \alpha, \mu)+\mathscr{O}(\mu)

a\{_{)}^{6\rangle}(t, \alpha, \mu)=k(t, \alpha)+\mathscr{O}(\mu)

Ici k(t^{ }, \cdot ) est le symbole principal r\’eel homog\‘ene de \frac{1}{i}(R^{*}-R) . On a

\^elimin\’e les variables x et y au moyen de la Proposition (1. 1) appliqu\’ee \‘a

la phase \phi=\varphi(x, y, \alpha)-i\mu\psi(t, \alpha) . Posons:

(2-5) A=a^{(0)}-2\tilde{D}_{t} .

Un calcul simple de commutateurs montre que:

[ \frac{1}{i}D_{t}^{2} , Q]=- \lambda^{2}\mu\int e^{\lambda\mu\psi/2}(\tilde{D}A+A\tilde{D}_{t})e^{\lambda\mu\psi/2}\pi_{a}d\alpha+

- \lambda\int e^{\lambda\mu\psi/2}(\partial_{t}a^{(0)}\tilde{D}_{t}+\tilde{D}_{t}\partial_{t}a^{(0)})e^{\lambda\mu\psi/2}\pi_{a}d\alpha+

- \frac{1}{2i}\lambda^{22}\mu\int e^{\lambda\mu\psi/2}Ae^{\lambda\mu\psi/2}\pi_{a}d\alpha .

Substituant:
\tilde{D}A+A\tilde{D}_{t}=|a^{(0)}|^{2}-\overline{2a^{(0)}}\tilde{D}_{t}-\tilde{D}_{t}a^{(0\rangle}+a^{(0)}\tilde{D}_{t}-A^{*}A ,

on obtient finalement:

T_{3}= \lambda^{2}\mu\int e^{\lambda\mu\psi/2}A^{*}Ae^{\lambda\mu\psi/2}\pi_{a}dd+
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+ \lambda\int e^{\lambda\mu\psi/2}\{[\lambda\mu(\tilde{D}_{t}(a^{(0)}-\overline{a^{(1)}}))+\lambda\mu^{(a^{(2)}-|a^{(0)}|^{2}-\frac{\mu}{2i}a^{(0)})+}

(2-6) +\lambda\mu 2 Im a^{(1)}+a^{(3)}+a^{(5)}-2 Re a^{(4)}+\mu Im a^{(6)}-( \tilde{D}_{t}a^{(6)})-\frac{1}{\lambda i}\partial_{t}^{2}a^{(0)}]+

+ [ 2\lambda\mu (\overline{a^{(0)}}+\frac{\mu}{2i}- Re a^{(1)})-2 Re a^{(6)}-2\partial_{t}a^{(0)} ] D\sim t\}e^{\lambda\mu\psi/2}a^{(0)}\pi_{a}d\alpha .

(On a not\’e \overline{a^{(j)}} l’extention holomorphe de \overline{a^{(j)}} \‘a partir du r\’eel). Rappelons
[Sj]- 2 que ab^{1)} est \‘a valeurs r\’eelles pour \alpha\in W_{R}=W\cap R^{n-1} . On cherche
alors \‘a annuler le coefficient de \tilde{D}_{t} dans le second menbre de (2-6), ce qui
se ram\‘ene \‘a r\’esoudre la suite d’\’equations:

a b^{0\rangle}={\rm Re} ab^{1)}+\frac{\mu}{2i}=a8^{1)}+\frac{\mu}{2i} .
(2-7)

a9^{0\rangle}={\rm Re} a t^{1)}+{\rm Re} a9_{-1}^{6)}+\partial_{t}at_{-1}^{0)}+\frac{\mu}{2i}(k\geq 1)

II est clair que le symbole a^{t0)}(t, \alpha, \mu, \lambda’)=\sum_{k\geq 0}a\S^{0)}(t_{ \alpha, \mu},)\lambda^{r-k} ainsi d\’eter-

min\’e est un symbole analytique en \lambda^{f} pour \alpha\in W, |t| et \mu assez petits. La
formule (2-6) se r\’eduit alors \‘a :

(2-8) T_{3}= \lambda^{2}\mu\int e^{\lambda\mu\psi/2}A^{*}Ae^{\lambda\mu\psi/2}\pi_{a}d\alpha+\lambda\int e^{\lambda\mu\psi}a^{(7)}\pi_{a}d\alpha .

o\‘u a^{(7)} est un symbole analytique en \lambda’ V\’erifions que a^{(7)} est un symbole
strictement positif; comme \partial_{t}r(\alpha_{0})<0 par hypoth\‘ese, on voit que -2 Re
a8^{4)}(t_{ \alpha, \mu},)>0 pour \alpha\in W_{R}, t\leq\epsilon_{0}^{2} et \mu\in ]0, \mu 0 ] si W , \epsilon_{0} et \mu 0 sont assez
petits. II suffit alors de montrer que tous les autres termes du symbole
principal de a^{(7)} peuvent \^etre rendus arbitairement petits en diminuant s’il
le faut W \epsilon 0 et \mu 0 . Chacun des termes de la somme:

\lambda\mu(\tilde{D}_{t}(a8^{0)}-\overline{ab^{1)}}))+\mu Im a b^{6)}-(\tilde{D}_{t}ab^{6)})-\frac{1}{\lambda i}\partial_{t}^{2}ab^{0)}

ne pose pas de probl\‘eme, si \lambda est assez grand. Comme ab^{1)} est r\’eel on a
\lambda\mu 2 Im ab^{1)}=\mathscr{O}(\mu) . D’apr\‘es (2-4) et la premi\‘ere des \’equations (2-7) on
a:

ab^{3)}(t, \alpha, \mu)=H_{r}^{2}\psi(t, \alpha)+\mathscr{O}(\mu)

qui est une quantit\’e n\’egligeable si on choisit W et \epsilon_{0} assez petits (on

rappelle ici que H_{r} agit dans les variables (x, \xi) et que \psi est une l\’eg\‘ere
perturbation dans la topologie C^{2} de la fonction t). II en est de m\^eme

pour:
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ab^{5)}(t, \alpha, \mu)=-k(t, \alpha)H_{r}\psi+\mathscr{O}(\mu)

Reste le terme \lambda\mu(a^{(2)}-|a^{(0)}|^{2}-\frac{\mu}{2i}a^{(0)}) . On a d’apr\‘es la deuxi\‘eme des
\’equations (2-7) :

a^{(2)}-|a^{(0\rangle}|^{2}- \frac{\mu}{2i}a^{(0)}=a8^{0)}(a8^{1)}-\overline{ab^{0)}}-\frac{\mu}{2i})+

+ \frac{1}{\lambda’}(a1^{2)}-ab^{0)}\overline{a1^{0)}}-a1^{0)}\overline{ab^{0)}}-\frac{\mu}{2i}ai^{0)})+\mathscr{O}(\frac{1}{\lambda’ 2}) .

La premi\‘ere \’equation (2-7) montre que le premier terme au membre de
droite est nul. Compte-tenu des remarques ci-dessus, le terme dominant

dans l’expression \lambda’(a^{(2)}-|a^{(0)}|^{2}-\frac{\mu}{2i}a^{(0)}) ne peut \^etre que af^{2)} : or il est fac-

ile de voir que celui-ci ne fait intervenir essentiellement que H_{r}\psi et H_{r}^{2}\psi,
et done peut \^etre rendu n\^egligeable. On a done montr\’e que a^{(7)} est un
symbole strictement positif pour \alpha\in W_{R} , 0\leq t<\epsilon_{0}^{2} , \mu\in ] 0 , \mu 0 ] et \lambda^{r}\geq\lambda_{\acute{0}} .

On termine alors la preuve comme dans [Sj]- 2 et [Le]-2. Choisissant
des repr\’esentants de tous les symboles analytiques en \lambda’ (modulo des
erreurs \mathscr{O}_{\infty}(e^{-8\lambda’})) , on d\’efinit une r\’ealisation de Q en posant:

Q^{W}= \int_{W}e^{\lambda\mu\psi/2}(a^{(0)}-2\tilde{D}_{t})e^{\lambda\mu\psi/2}\chi(x-\alpha_{X})\chi(y-\alpha_{X})\pi_{a}d\alpha

o\‘u \chi\in C_{0}^{\infty}(R^{n-1}) vaut 1 pr\‘es de 0 et W d\’esigne d\’esormais W\cap R^{n-1}\wedge On
pose \‘a pr\’esent:

\mu=\mu 0\lambda^{(1-S)/S}

de sorte que \lambda’=\mu_{0}\lambda^{1/s} . D’apr\‘es Thypoth\‘ese sur Pu, si \epsilon_{0}>0 est assez
petit, on a (Proposition 1-3):

(2-9) \frac{1}{i}((Q^{W}u|Pu)-(Q^{W}Pu|u))=\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1lS}})

Ici (\cdot|\cdot) d\^esigne le produit L^{2} sur \{(t, x)\in R^{n} : 0\leq t<\epsilon_{0}^{2}\} . Supposant pour
simplifier que u(0, x)=0, on obtient apr\‘es int\’egrations par parties:

(2-10)
( \frac{1}{i}([P, Q^{W}]+(R^{*}-R)Q^{W})u|u)=\frac{1}{i}(Q^{W}u|Ru)-\frac{1}{i}(Q^{W}Pu|u)+

+(Q^{W}u|D_{t}u)_{0}-(Q^{W}u|D_{t}u)_{\epsilon_{0}^{2}}-(D_{t}Q^{W}u|u)_{\epsilon_{0}^{2}}

(On a not\’e ( \cdot |\cdot ) le produit L^{2} dans la variable x \‘a t fix\’e) La relation
(2-1) et la Proposition 1-3 montrent que les deux derniers termes de
(2-10) sont \mathscr{O}(e^{-8\lambda^{11S}}) , avec \delta>0 . La condition de Dirichlet, les formules



Quelques remarques sur un th\’eor\‘eme de K. Kataoka 373

(2-2), (2-9), (2-10) montrent alors que:

2 \lambda^{-1}\int_{W}e^{\lambda\mu\psi(a,0)}(\pi_{a}\chi D_{t}u|\chi D_{t}u)_{0}d\alpha

(2-11)
+( \frac{1}{i}([P, Q^{W}]+(R^{*}-R)Q^{W})u|u)=\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1lS}}) .

On veut appliquer (2-8) : pour rendre cette formule rigoureuse, il faut
tenir compte de tous les restes introduits par: (1) la r\’ealisation des
symboles analytiques en \lambda\sim (erreurs \‘a d\’ecroissance exponentielle en \lambda’),
(2) les d\’eriv\’ees des fonctions de troncature \chi(x-\alpha_{X}) et \chi(y-\alpha_{X}) dans
des r\’egions loin du point critique de \varphi (erreurs \‘a d\’ecroissance
exponentielle en \lambda ), (3) les termes au bord dOs aux int\^egrations en \alpha sur
a W (Proposition 1-1). Ces erreurs sont aussi \mathscr{O}(e^{-8\lambda^{11S}}) , car \psi(\alpha, t)<0

pour \alpha\in\partial W-0\leq t\leq\epsilon_{0}^{2} . Substituant alors (2-8) dans (2-11) on a alors:

2 \lambda^{-1}\int_{W}e^{\lambda\mu\psi(a,0)}(\pi_{a}\chi D_{t}u|\chi D_{t}u)_{0}d\alpha+

+ \mu\lambda^{2}\int_{W}(\pi_{a}A\chi e^{\lambda\mu\psi/2}u|A\chi e^{\lambda\mu\psi/z}u)d\alpha+

+ \lambda\int_{W}(e^{\lambda\mu\psi}\pi_{a}a^{(7)}\chi u|\chi u)d\alpha=\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1lS}}) .
Les deux premiers termes sont positifs, \‘a une erreur \‘a d\^ecroissance

exponentielle en \lambda^{1/S} pr\‘es. On obtient done: :

(2-12) \int_{W}e^{\lambda\mu\psi}(a^{(7)}\pi_{a}\chi u|\chi u)d\alpha=\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1lS}}) .
Le symbole a^{(7)} \^etant strictement positif, on peut trouver, d’apr\‘es la PropO-
sition 1-2, un symbole elliptique a^{(8)} tel que:

\lambda^{n-1}{\rm Re}(a^{(7)}\pi_{a}\chi u|\chi u)=||a^{(8)}\tilde{\pi}_{a}\tilde{\chi}u||^{2}+\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1lS}}) .
Prenant la partie r\^eelle de (2-12) on a done: :

\int_{0}^{\epsilon_{0}^{2}}dt[_{W}e^{\lambda\mu\psi}||a^{(8)}\tilde{\pi}_{a}\tilde{\chi}u||^{2}d\alpha|_{\mu=\mu 0\lambda^{(1-s)lS}}=\mathscr{O}(e^{-8\lambda^{1lS}}) .

avec \overline{W}\subset\subset W Comme \psi(\alpha_{0},0)>0 on conclut, gr\^ace \‘a la Proposition
(1-3), que aO&SSlu, ce qui ach\‘eve la preuve du Th\’eor\‘eme. \square

3-Preuve du Th\’eor\‘eme 0-3:

On utilisera librement dans cette section les calculs de [Sj]- 4 et [La]-l,
2 en les pr\’ecisant ou simplifiant parfois. On revient aux notations x=
(x’x_{n}) d\’effinies dans Tintroduction. R(x, D_{x^{r}}) \’etant de type principal, on
peut supposer pour se fixer les id\’ees que \partial_{\text{\’{e}} 1}r_{0}(x_{\acute{0}}, \xi_{\acute{0}})\neq 0 avec x’=(x_{1}, x’) .
Soit \Theta_{\acute{0}}=(-1, \xi_{\acute{\acute{0}}}) . Pour \mu dans un voisinage complexe de 0, soit
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\psi_{\mu}(x’, \Theta’) la solution des \^equations d’Hamilton-Jacobi:

(3-1) \{

r_{0}(x’, \partial_{X’}\psi_{\mu})+\mu^{2}\Theta_{1}=0

\psi_{\mu}(0, x’, \Theta’)=x^{r} \Theta’

\partial_{X’}\psi \mathfrak{v}(x_{\acute{0}}, \Theta_{\acute{0}})=\xi\acute{0} .
(Par une translation, on s’est ramen\’e \‘a x_{\acute{0}}=(0, x_{\acute{\acute{0}}})). \psi_{\mu}(x’. \Theta’) est
holomorphe au voisinage de \mu=0 , (x’, \Theta’)=(x_{\acute{0}}, \Theta_{\acute{0}}) et ne d\’epend de \mu que
par l’interm\’ediaire de \mu^{2}\Theta_{1} . Une situation analogue se pr\’esente dans
[La]-2 pour la construction d’une param\’etrix 2-microlocale de P(x, D_{x})

dans la r\’egion glancing; nous suivrons de pr\‘es ses notations. On se pr0-
pose de construire une solution de Pu\in G^{s}(M) \‘a support microlocal pr\‘es
de \alpha_{0}=(x_{\acute{0}}, \xi_{\acute{0}}) dans la r\’egion elliptique (ou “ zone d’ombre ”) \mathscr{C}=\{\mu^{2}\Theta_{1}<

0\} et singuli\‘ere sur le c\^one de lumi\‘ere (pour la distance sur le bord)
\mu^{2}\Theta_{1}=0 . Soit d’abord:

(3-2) p(x, \varphi_{\acute{X}})=0 \varphi|_{x_{n}=0}=\psi_{\mu}(x’, \Theta’)

l’\’equation ei’konale pour P . Comme la vari\’et\’e int\’egrale associ\’ee pr\’esente
une singularit\^e de type pli (qui est simple, \’etant donn\’e que Tobstacle est
strictement convexe au point (x_{1}, \xi_{0})) , on ne r\’esout pas (3-2) directement.
Soit d’abord H\mu(x’\xi_{n}, \Theta’t) la solution du probl\‘eme:

(3-3) \{

\frac{\partial H_{\mu}}{\partial t}+\xi_{n}^{2}+r (x’ . - \frac{\partial H_{\mu}}{\partial\xi_{n}}, \frac{\partial H_{\mu}}{\partial x’})=0

H_{\mu}|_{t=0}=\psi_{\mu}(x’\Theta’)

d\’efinie et holomorphe au voisinage de t=0, \mu=0 , (x’, \Theta’)=(x_{\acute{0}}, \Theta_{\acute{0}}) et \xi_{n}=

0 . Comme \psi_{\mu} , H_{\mu} ne d\’epend de \mu que par l’interm\’ediaire de \mu^{2}\Theta_{1} . Par
un d\’eveloppement de Taylor \‘a l’ordre 5 de H_{\mu} pr\’es de t=0 on obtient, en
notant, pour j\geq 0 :

r_{j}=r_{j}(x’, \partial_{X}, \psi_{\mu})=\frac{\partial j_{r}}{a_{xn}^{j}}(x, 0, \partial_{X’}\psi_{\mu})

\tilde{H}_{r_{J}}=\frac{a_{r_{f}}}{\partial\xi’}(x’\partial_{X’}\psi_{\mu})\frac{\partial}{\partial x’}

et en remarquant que r_{0}=-\mu^{2}\Theta_{1} d’apr\‘es (3-1):

H_{\mu}(X_{\backslash }’\xi_{n}, \Theta_{P}’t)=\psi_{\mu}(x’. \Theta’)-t(\xi_{n}^{2}-\mu^{2}\Theta_{1})-t^{2}r_{1}\xi_{n}+

+ \frac{t^{3}}{3!} (-2r_{1}^{2}+2(\tilde{H}_{ro}r_{1})\xi_{n}-4r_{2}\xi_{n}^{2})+

(3-4) + \frac{t^{4}}{4!}(6r_{1}(\tilde{H}_{ro}r_{1})-2(10r_{1}r_{2}+(\tilde{H}_{ro}^{2}r_{1}))\xi_{n}+

+4(3(\tilde{H}_{r_{1}}r_{1})+(\tilde{H}_{ro}r_{2}))\xi_{n}^{2}-8r_{3}\xi_{n}^{3})-
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- \frac{t^{5}}{5!}(32r_{1}^{2}r_{2}+r_{1}(\tilde{H}_{ro}^{2}r_{1})+(\tilde{H}_{ro}r_{1})^{2}+\mathscr{O}(\xi_{n}))+\mathscr{O}(t^{6}) .

Par le th\’eor\‘eme des fonctions implicites, il existe au voisinage de t=0
une fonction holomorphe \tilde{t}(x’, \xi_{n}, \mu^{2}\Theta_{1}, \Theta’) telle que:

\partial^{2}{}_{t}H(x’\xi_{n}, \Theta’,\tilde{t}(x’. \xi_{n}, \mu^{2}\Theta_{1}, \Theta^{rr})=0,\tilde{t}(x’, 0_{ \mu}^{2},\Theta_{1}, \Theta’)=0 .

et la th\^eorie d’Hamilton-Jacobi montre facilement ( [Sj]- 4 , [La]-D:

(3-5) \partial {}_{t}H\mu(x’. \xi_{n}, \Theta’, t)|_{t=\overline{t}}=\mu^{2}\Theta_{1} .

Le d\’eveloppement (3-4) fournit alors:

\tilde{t}(x’\xi_{n}, \mu^{2}\Theta_{1}, \Theta’)=-r_{1}^{-1}\xi_{n}+\frac{1}{2}r_{1}^{-3}(\tilde{H}_{r_{0}}r_{1})\xi_{n}^{2}+

(3-8)
-( \frac{1}{3}r_{1}^{-3}r_{2}+\frac{11}{12}r_{1}^{-5}(\tilde{H}_{r_{0}}r_{1})^{2}+\frac{5}{12}r_{1}^{-4}(\tilde{H}_{r_{0}}^{2}r_{1}))\xi_{n}^{3}+\mathscr{O}(\xi_{n}^{4}) .

au voisinage de \xi_{n}=0 . On observe que \tilde{t} est r\^eel quand toutes les autres
variables le sont. Le th\’eor\‘eme de division de Weierstrass montre qu’il
existe au voisinage de t=0, \xi_{n}=0 , \mu=0 et (X^{r}-\Theta’)=(x_{\acute{0}}, \Theta_{\acute{0}}) deux fonc-
tions holomorphes t_{\pm}(\chi_{r}’. \xi_{n}, \sqrt{\mu^{2}O_{1}}, \Theta’) telles que \partial_{t}H(x’. \xi_{n}, \Theta’. t_{\pm})=0

avec:

t_{\pm}=\tilde{t}(x’. \xi_{n}, \mu^{2}\Theta_{1}, \Theta’)\mp\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}b(x’, \xi_{n}, \mu^{2}\Theta_{1}, \Theta’)+

(3-7)
+\mu^{2}\Theta_{1}c(x’. \xi_{n}, \mu^{2}\Theta_{1}, \Theta’)

et t_{+}|\xi_{n}=\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}=0 . Les fonctions b et c sont holomorphes et \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} d\’esigne
Tune des racines carr\’ees de \mu^{2}\Theta_{1} , que l’on choisira plus tard, mais que
l’on fixe une fois pour toutes. On a:
(3-8) b(x’, 0,0, \Theta^{rr})=-(r_{1}(x’, 0, \partial_{X’}, \psi))^{-1}-

Posons:

G_{\mu}(x’\xi_{n}, \Theta’)=H_{\mu}(x’, \xi_{n}, \Theta’, t_{+}(x’, \xi_{n}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’))

si bien que G_{\mu} v\’erifie le syst\‘eme:

(3-9) \{

\xi_{n}^{2}+r(\chi_{-}’-\frac{\partial G_{\mu}}{\partial\xi_{n}}, \frac{\partial G_{\mu}}{\partial x’})=0

G\mu|_{\xi_{n}=\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}}=\psi_{\mu}(x’, \Theta’) .

L\‘a encore, G_{\mu} ne d\’epend de \mu que par l’interm\’ediaire de \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} Sub-
stituant (3-7) dans (3-5) on trouve:
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(3-10) \frac{\partial G_{\mu}}{a\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}}|\mu^{2}’\Theta_{1}=0=0 .

Substituant (3-7) dans (3-4), compte-tenu du d\’eveloppement (3-6)

on obtient apr\‘es un peu de calcul:

G_{\mu}(x’. \xi_{n}, \Theta’)=\psi_{\mu}(x’. \Theta’)+\mu^{2}\Theta_{1}\tilde{t}-b(1-\frac{1}{3}r_{1}^{2}b^{2})(_{\mu^{2}}\Theta_{1})^{3/2}+\mathscr{O}(_{\mu^{4}})+

+ \xi_{n}(\frac{2}{3}(\tilde{H}_{ro}r_{1})b^{3}(\mu^{2}\Theta_{1})^{3/2}+\mathscr{O}(\mu^{4}))+

(3-11) - \frac{1}{3}\xi_{n}^{2}b^{3}((8r_{2}+\frac{1}{3}r_{1}^{-2}(\tilde{H}_{ro}r_{1})^{2}+r_{1}^{-1}(\tilde{H}_{ro}^{2}r_{1})(\mu^{2}\Theta_{1})^{3/2}+\mathscr{O}(_{\mu^{4}}))+

+ \xi_{n}^{3}(\frac{1}{3}r_{1}^{-1}-\frac{1}{3}b^{2}r_{1}^{-1}(8r_{2}+\frac{1}{4}r_{1}^{-2}(\tilde{H}_{ro}r_{1})+

+ \frac{7}{4}r_{1}^{-1}(\tilde{H}_{ro}^{2}r_{1}))\mu^{2}\Theta_{1}+\mathscr{O}(\mu^{3}))+\mathscr{O}(\xi_{n}^{4}) .

Compte-tenu de (3-8) on peut aussi \^ecrire:

(3-12) 1- \frac{1}{3}r_{1}^{2}b^{2}=\frac{2}{3}+\mathscr{O}(\xi_{n})+\mathscr{O}(_{\mu^{2}})

On d\’eduit de (3-1) et (3-9) que \partial_{\xi n}^{2}G_{\mu}=0 sur une hypersurface de la
forme \xi_{n}=\tilde{\xi}_{n}(x’, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’) et le d\’eveloppement (3-11) donne :

(3-13) \tilde{\xi}_{n}(x’, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)=-\frac{1}{2}r_{1}^{-3}(\tilde{H}_{ro}r_{1})\mu^{2}\Theta_{1}+\mathscr{O}(\mu^{3}) .

On observe ici aussi que Im \tilde{\xi}_{n}(x’. \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)=\mathscr{O}(\mu^{3}) quand toutes les
variables sont r\’eelles. On a:

(3-14) - \tilde{x}_{n}=\partial_{\xi n}G_{\mu}(x’\tilde{\xi}_{n}, \Theta’)=a(x’, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)\mu^{2}\Theta_{1}

o\‘u a est une fonction holomorphe telle que:

(3-15) a(x’, 0, \Theta’)=-(r_{1}(x’, 0, \partial_{X’}, \psi_{0}))^{-1} .

Le th\’eor\‘eme de division de Weierstrass montre encore qu’il existe dans un
voisinage de \xi_{n}=0 , x=(x_{\acute{0}}, 0) , \Theta’=\Theta_{\acute{0}} et \mu=0 deux fonctions holomorphes
\xi_{n}^{\pm}(x’. \sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’) telles que \xi_{n}^{\pm} soient les points critiques de la
fonction:

\xi_{n^{-}}x_{n}\xi_{n}+G_{\mu}(x’, \xi_{n}, \Theta’) .

Plus pr\’ecis\’ement:

(3-16) x_{n}+\partial_{\xi n}G_{\mu}=A(x’. \xi_{n}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)(\xi_{n}-\xi_{n}^{+})(\xi_{n}-\xi_{\overline{n}})
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avec A holomorphe et:

(3-17)

\xi_{n}^{\pm}=\tilde{\xi}_{n}(x’\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}. \Theta’)\pm\sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}}\sqrt{Y(x’.\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}},\Theta^{rr})}

+(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})X(x_{f}’\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)

\xi_{n}^{+}|_{x_{n}=0}=\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}\iota

L\‘a aussi \sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}} est Tune des racines carr\^ees de x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1} que 1’on
choisira ult\’erieurement, mais dont la d\’etermination, a priori, peut \^etre

diff\’erente de celle de \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} ; les fonctions X et Y sont holomorphes au
voisinage de (x_{\acute{0}}, 0, 0, \xi_{\acute{\acute{0}}}) . Identifiant les deux premi\‘eres d\’eriv\^ees de
(3-16) en \xi_{n}=\tilde{\xi}_{n} on obtient:

X= \frac{1}{2}A^{-2}\partial_{\xi n}A|_{\xi n=\overline{\xi}n}

(3-18)
Y=\frac{1}{4}A^{-4}(\partial_{\xi n}A)^{2}(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})-A^{-1}|_{\xi n=\overline{\xi}n}

Pour calculer A , on \’evalue les d\^eriv\^ees d’ordre 2 et 3 de (3-16) par
rapport \‘a \xi_{n} pour \xi_{n}=\tilde{\xi}_{n} et x_{n}=-a\mu^{2}\Theta_{1} . Il vient:

A|_{\xi n=\overline{\xi}nx_{n}=-a\mu\Theta_{1}},2= \frac{1}{2!}\partial_{\xi n}^{2}(x_{n}+\partial_{\xi n}G_{\mu})|_{\xi n=\overline{\xi}nx_{n}=-a\mu\Theta_{1}},2

= \frac{1}{2!}\partial_{\xi n}^{3}G_{\mu}|_{\xi n=\overline{\xi}n}

\partial_{\xi n}A|_{\xi n=\overline{\xi}nx_{n}=-a\mu\Theta_{1}},2=\frac{1}{3!}\partial_{\xi n}^{3}(x_{n}+\partial_{\xi n}G_{\mu})|_{\xi n=\overline{\xi}n’ x_{n}=-a\mu\Theta_{1}}2

= \frac{1}{3!}\partial_{\xi n}^{4}G_{\mu}|_{\xi n=\overline{\xi}n} .

Les formules (3-10) et (3-13) montrent alors facilement (et c’est la
un point crucial de notre argument):

(3-19) Im X=\mathscr{O}(_{\mu^{3}}) , Im Y=\mathscr{O}(\mu^{3})

quand toutes les variables sont r\’eelles (la partie imaginaire provenant de
\sqrt{\mu^{2}O_{1}}) . Pour x_{n}=0 , \mu=0 , on a \tilde{\xi}_{n}=0 . Les expressions (3-11) et (3-13)
donnent alors:

(3-20) Y(x’, 0,0, \Theta’)=-r_{1}(x’, 0, \partial_{X’}\psi o(x’, 0, \Theta’)).>0

ce qui montre que Y est elliptique au voisinage de (x_{\acute{0}}, 0,0, \xi_{\acute{0}}) . Dans
(3-17), \sqrt{Y} d\’esigne la racine positive de Y quand Y est r\^eel.

Les valeurs critiques \varphi de la fonction: \xi_{n}-x_{n}\xi_{n}+G_{\mu}(x’, \xi_{n}, \Theta’) satis-
font 1’\’equation eikonale (3-2). Posons:
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(3-21)
\varphi_{\mu}(x, \Theta’)=_{\varphi}(_{X^{r}-}\sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)=

=x_{n}\xi_{n}^{+}(_{X^{r}}. \sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}}, \sqrt{\mu^{2}O_{1}}, \Theta’)+G_{\mu}(_{X_{\backslash }’}\xi_{n}^{+}"\Theta’) .

Comme dans M. Taylor [T], on d\’ecompose \varphi_{\mu} suivant sa partie paire
et impaire relativement \tilde{a} l’involution qui \’echange deux points du pli de
m\^eme projection sur la base. L’ensemble des points doubles se projette en
une hypersurface d’\’equation: x_{n}+a(x’, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’))\mu^{2}\Theta_{1}=0 (la caustique).

Soit:

\varphi_{1,\mu}(x, \Theta’)=\frac{1}{2}[_{\varphi}(x’. \sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}

’
_{\Theta^{rr})}

\dagger \varphi^{(x_{J}’}-\sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}},\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}J\Theta’)]

\varphi,\mu(x, \Theta’)=\frac{1}{2}[_{\varphi}(_{X^{r}\tau},\sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}. \Theta’)

-\varphi^{(\chi’}-\sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}},\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} .\Theta’)]

Par un d\’eveloppement de Taylor \tilde{a} l’ordre 3 autour de \xi_{n}=\tilde{\xi}_{n}(x’ ,
\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} , \Theta’) et compte-tenu de (3-11), (3-17) on obtient:

\varphi_{1,\mu}(x, \Theta’)=x_{n}\tilde{\xi}_{n}+G_{\mu}(_{X’-},\tilde{\xi}_{n}, \Theta’)

(3-21)
+(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})^{2}f(x’. x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}, \sqrt{\mu^{2}O_{1}}’ \Theta’)

o\‘u f est la fonction enti\‘ere de X, Y et x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1} d\’efinie par:

f= \sum_{j\geq 3}\frac{1}{j!}\partial_{\xi n}^{j}G_{\mu}(x’,\tilde{\xi}_{n}, \Theta’)\sum_{0\leq k\leq[j]/2}(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})^{j-k}(_{2k}^{j})X^{j-2k}Y^{k}

Lorsque toutes les variables sont r\’eelles, (3-10), (3-13) et (3-19) don-
nent:

Im f(x’, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)=\mathscr{O}(_{\mu^{3}}) .

On calcule de m\^eme:

(3-23) \varphi,\mu(x, \Theta’)=\frac{2}{3}(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})^{3/2}e(x’x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}. \Theta’)

o\‘u e=e(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’) est la fonction holomorphe d\’efinie dans un voisinage
convenable de (x_{\acute{0}}, 0, 0, \xi_{\acute{\acute{0}}}) par:

e= \frac{3}{2}\sqrt{Y}(1+\sum_{j\geq 3}\frac{1}{j!}\partial_{\xi n}^{j}G_{\mu}(x’,\tilde{\xi}_{n}, \Theta’)

\Sigma (\chi_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})^{j-k-1(_{2k+1}^{j})X^{j-2k-1}Y^{k)}} .
0 \leq k\leq[\frac{j-1}{2}]
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Les formules (3-10), (3-13) et (3-19) montrent encore que:

Im e(_{X}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)=\mathscr{O}(_{\mu^{3}}) .

quand toutes les variables sont r\’eelles. De plus, (3-20) et (3-11) don-
nent:

(3-24) e(x_{7}’0,0, \Theta^{rr})=(-r_{1}(x’, 0, \partial_{X’}\psi))^{1/2} .

Choisissant la d\’etermination principale de la puissance 2/3 on pose:

(3-25) \psi_{2,\mu}(x, \Theta’)=(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})[e(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}},’\Theta’)]^{2/3}

Les \’egalit\’es (3-9) et (3-17) montrent enfin que \varphi_{\mu} v\’erifie la condition
limite:

(3-26) \varphi_{\mu}(x’, 0, \Theta’)=\psi_{\mu}(x’, \Theta’) .

R\’esumons ces observations dans le:

LEMME 3-1 : La fonction :

\varphi_{\mu}(x, \Theta’)=\varphi_{1,\mu}(x, \Theta’)+\frac{2}{3}(\psi_{2,\mu}(x, \Theta’))^{3/2}

o\‘u \varphi_{1,\mu} et 1h,\mu sont donn\’es par (3-22), (3-23) et (3-25), holomorphe dans
les variables (x’. x_{n}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’) au voisinage de (x_{\acute{0}}, 0,0,0, \Theta_{\acute{0}})

satisfait l ’\’equation eikonale (3-2). Ici \sqrt{\mu^{2}O_{1}} et \sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}} sont des d\’eter-
minations quelconques de la radne carr\’ee sur la surface de Riemann de
C\backslash 0 au voisinage de 0. De plus, lorsque les variables x=(x’x_{n}) et \Theta’=

(\Theta_{1}, \Theta’) sont r\’eelles, pour tout t>0 assez petit, on a :

Im \varphi_{\mu}=x_{n}\mathscr{O}(_{\mu^{3}})+(\frac{2}{3}(r_{1}(x’, 0, \partial_{X’}, \psi))^{-1}+o(1)) Im (\mu^{2}\Theta_{1})^{3/2}

+(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})^{3/2}\mathscr{O}(\mu^{3})

uniform\’ement pour |x’-x_{\acute{0}}| , |x_{n}-t| , |\Theta’-\Theta_{\acute{0}}| et \mu>0 assez petits.

D’autre part, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Levinson (voir par exemple [H\"o]

Th\’eor\‘eme 7-5-13), il existe une fonction analytique v=v(\xi_{n} ; x’ . \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} ,
\Theta’) telle que:

(3-27) x_{n} \xi_{n}+G_{\mu}(x’. \xi_{n}, \Theta’)=-\frac{1}{3}v^{3}+\psi_{2,\mu}v+\varphi_{1,\mu} .

L’application \xi_{n^{-}}v r\’ealise un diff\’eomorphisme analytique d’un
voisinage de \xi_{n}=0 sur un voisinage de v=0 et:
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(3-28) v(\xi_{n}’. x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)=(-r_{1}+\mathscr{O}(\mu^{2}))^{-1/3}\xi_{n}+\mathscr{O}(\xi_{n}^{2})+\mathscr{O}(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})

Ayant d\’etermin\’e les fonctions phase on construit pour \lambda\geq 1 au
voisinage de \mu=0 , \xi_{n}=0 , (\chi_{\backslash }’\Theta’)=(x_{\acute{0}}, \Theta_{\acute{0}}) un symbole analytique classi-
que a^{(0)}(x’, \xi_{n}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’\wedge\lambda) en \lambda tel que formellement:

(3-29) \{

e^{-i\lambda G(\chi’,\xi n,\Theta’)}P\mu(_{X’-}-\tilde{D}_{\xi n},\tilde{D}_{X’}, \xi_{n}, \lambda)[e^{i\lambda c_{\mu}}a^{(0)}]=0

a^{(0)}(x’, 0, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’. \lambda)=1

Ici P(x’. -\tilde{D}_{\xi n},\tilde{D}_{X’}, \xi_{n}, \lambda)=\lambda-2P(x’-D_{\xi n}, D_{X’}, \xi_{n}) est consid\’er\^e
comme op\’erateur pseud0-diff\’erentiel \‘a grand param\tilde{e}tre d’ordre 0 au sens
de [Sj], et \tilde{D}_{x}=\lambda^{-1}D_{x} . D’autre part, on peut trouver (voir par exemple
[La] ) un symbole analytique classique en \lambda , a^{(1)}(x’, \xi_{n}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’. \lambda) au
voisinage de (x’, \Theta’)=(x_{\acute{0}}, \Theta_{\acute{0}}) , \xi_{n}=0 , et \mu=0 , v\’erifiant au niveau formel:

e^{-i\lambda(xn\xi n+G_{\beta})}P(x,\tilde{D}_{x}, \lambda)(e^{i\lambda(xn\xi n+c_{\mu})}a^{(0)})=

=e^{-i\lambda c_{\mu}}P(x’-\tilde{D}_{\xi n\prime}\tilde{D}_{X’}, \xi_{n}, \lambda)(e^{i\lambda c_{\mu}}a^{(0)})+

+e^{-i\lambda(Xn\xi n+c_{\mu})}\tilde{D}_{\xi n}(e^{i\lambda(x_{n}\xi n+c_{\mu})}a^{(1)}) .

Choisissant des r\^ealisations des symboles a^{(0)} et a^{(1)} , on obtient done,
d’ apr\tilde{e}s(3-29) :

e^{-i\lambda(x_{n}\xi n+c_{\mu})}P(x,\tilde{D}_{x}, \lambda)(e^{i\lambda(x_{n}\xi n+G\mu)}a^{(0)})=

(3-30)
=e^{-i\lambda(Xn\xi n+c_{\mu})}\tilde{D}_{\xi n}(e^{i\lambda(x_{n}\xi n+c_{\mu})}a^{(1)})+\mathscr{O}(e^{-8\lambda})(\delta>0)

uniform\’ement pour \mu assez petit et (x’, \Theta’, \xi_{n}) voisin de (x_{\acute{0}}, 0, \Theta_{\acute{0}}, 0) .
Soit alors \Gamma le contour compos\’e des segments [Re^{-i\pi/6},0] et [0, Re^{i\pi/2}] ,

o\tilde{u}R>0 est choisi assez petit pour que l’on puisse d\’efinir toutes les fonc-
tions de \xi_{n} ci-dessus dans le disque de centre 0 et de rayon R , mais ind\’e-
pendant de \mu , x , et \Theta’ dans des voisinages convenables de 0, \chi) et \Theta_{\acute{0}} .
Pour \lambda\geq 1 , on pose:

(3-31) U(x, \Theta’, \mu, \lambda)=\frac{\sqrt{\lambda\mu}}{2i\pi}\int_{\Gamma}e^{-i\lambda(Xn\xi n+G\mu)}a^{(0)}(x’, \xi_{n}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}^{ O^{1}},\cdot\prime\prime, \lambda)d\xi_{n} .

On v\’erifie facilement que Im (x_{n}\xi_{n}+G\mu)\geq\delta>0 pour \xi_{n}=Re-i\pi/6 et
\xi_{n}=Re^{i\pi/2},- uniform\’ement par rapport aux autres variables x , \mu , \Theta’ dans
des voisinages assez petits de x), 0 et \Theta_{\acute{0}} . D’ apr\tilde{e}s(3-30) on a done:
(3-32) P(x,\tilde{D}_{x}, \lambda)U(x, \Theta’, \mu, \lambda)=\mathscr{O}(e^{-8\lambda})(\delta>0)

uniform\^ement pour x , \mu , \Theta’ comme ci-dessus et \lambda\geq 1 . Dans 1’int\’egrale
(3-31) on fait le changement de variables (3-28) ; modifiant un peu les
limites du contour d’int\’egration en v , compte-tenu de ce que Arg v reste
voisin de Arg \xi_{n} lorsque |\xi_{n}|=R , on obtient:
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U(x, \Theta’, \mu, \lambda)=\frac{\sqrt{\lambda\mu}}{2i\pi}\int_{\Gamma_{1}}e^{-i\lambda(-\frac{1}{3}v^{3}+\psi_{2\mu}v+\varphi 1\mu)}

a^{(2)}(x, v, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}\Theta’\lambda)dv+\mathscr{O}(e^{-8\lambda}) .

o\tilde{u}\Gamma_{1} est le chemin (orient\’e) constitu\’e des segments [R_{1}e^{-i\pi/6}.0] et
[0, R_{1}e^{-i\pi/2}] (R_{1}>0) et:

a^{(2\rangle}(x, v, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’. \lambda)

=a^{(0)}(_{X’}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta^{rr}. \lambda)\frac{\partial\xi_{n}}{\partial v}|_{\xi n=\xi n(v,x,\prime 2}\mu\Theta_{1},\Theta’)

est un symbole analysique classique d’ordre 0. Par le th\’eor\‘eme de divi-
sion pour les symboles analytiques, (voir par exemple [Le]-l, Lemme
3-5), il existe trois symboles analytiques classiques a((3) x,\sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’\lambda) ,

a^{(4)}(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’. \lambda) et a^{(5)}(x, v, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’\lambda) d’ordre 0 tels que formelle-
ment:

a^{(2)}(x, v, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’. \lambda) exp (i \lambda(-\frac{1}{3}v^{3}+\psi_{2,\mu}v))=

=[a^{(3)}(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’-\lambda)+a^{(4)}(\chi, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta^{r}\lambda)v]

exp (i \lambda(-\frac{1}{3}v^{3}+\psi_{2,\mu}v))

+\tilde{D}_{v} [ a^{(5)} (x , v , \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} , \Theta’ , \lambda ) exp (i \lambda(-\frac{1}{3}v^{3}+\psi_{2,\mu}v)) ].

En outre, a^{(3)} a pour symbole principal (d’apr\‘es (3-28) et (3-29)):

(3-33) ab^{3)}(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)=(-r_{1}+\mathscr{O}(\mu^{2}))^{-1/3}+\mathscr{O}(x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1})

Par d\’efiniton de la fonction d’Airy on a:

\frac{1}{2i\pi}\int_{+\infty e^{-i\pi l6}}^{+\infty e^{i\pi 12}}e^{-i\lambda(az-\frac{1}{3}z^{3})}dz=\lambda^{-1/3}e^{i\pi/6}Ai(\alpha\lambda^{2/3}e^{-i\pi/3})

\frac{1}{2i\pi}\int_{+\infty e^{-i\pi 16}}^{+\infty e^{i\pi l2}}e^{-i\lambda(az-\frac{1}{3}z^{3})}zdz=\lambda^{-2/3}e^{-2i\pi/3}Ai’(\alpha\lambda^{2/3}e^{-i\pi/3})

pour tout \alpha\in C et tout \lambda>0 . Compte-tenu du comportement de Im (- \frac{1}{3}v^{3}

+\psi_{2,\mu}v) le long des rayons [0, +\infty e^{-i\pi/6}] et [0, +\infty e^{i\pi/2}] on obtient
facilement:

e^{-i\lambda\varphi\mu}U(x, \Theta’, \mu, \lambda)=

=\lambda^{1/61/2}\mu e^{i\pi/6}a^{(3)}(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’\lambda)e^{\frac{2}{3}i\lambda(\psi_{2}\mu)^{3l2}}Ai(\lambda^{2/3}e^{-i\pi/s}\psi_{2,\mu})

+\lambda^{-1/61/2}\mu e^{-2i\pi/3}a^{(4\rangle}(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’, \lambda)e^{\frac{2}{3}i\lambda(\psi_{2}\mu)^{3l2}}Ai’(\lambda^{2/3}e^{-i\pi/3}\psi_{2,\mu})
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+e^{-i\lambda\varphi\mu}\mathscr{O}(e^{-8\lambda}) (\delta>0) .

Rappellons que:

Ai(z)=( \exp-\frac{2}{3}z^{3/2})\Phi(z)

o\tilde{u}z^{1/2} est la d\’etermination principale de la racine carr\’ee, et \Phi est une
fonction holomorphe dans tout domaine:

Z_{\epsilon}=\{z\in C:|z|\geq\epsilon>0, -\pi+\epsilon\leq Argz\leq\pi-\epsilon\}

\Phi admet le d\’eveloppement asymptotique complet:

(3-34) \Phi(z)\sim\sum_{j=0}^{\infty}\alpha_{j}z^{-1/4-3j/2}

uniform\’ement pour z\in Z_{\epsilon} . La suite des \alpha_{j} d\’efinit un symbole analytique
classique, au sens 0\tilde{u} :

|\alpha_{j}|\leq C^{j+1}j^{j} (C>0) .

On a done:
e^{-i\lambda\varphi\mu}U(x, \Theta’, \mu, \lambda)=

=\lambda^{1/61/2i\pi/6}\mu ea^{(3)}(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’, \lambda)\Phi(\lambda^{2/3}e^{-i\pi/3}\psi_{2,\mu})

(3-35)
+\lambda^{-1/61/2}\mu e^{-2i\pi/3}a^{(4)}(x, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’\wedge\lambda)\Psi(\lambda^{2/3}e^{-i\pi/3}\psi_{2,\mu})

+e^{-i\lambda\varphi\mu}\mathscr{O}(e^{-8\lambda}) (\delta>0) .
o\tilde{u}\Psi(z)=\Phi’(z)-z^{1/2}\Phi(z) .

Fin de la d\’emonstration du Th\’eor\‘eme 0-3:

Pour s>1 on pose \tilde{a} pr\’esent:

\mu=\mu 0\lambda^{(1-s)/3s} (\lambda\geq 1)

avec \mu_{0}>0 assez petit, et on choisit pour \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}} et \sqrt{x_{n}+a\mu^{2}\Theta_{1}} la d\’etermi-
nation principale. En particulier, \sqrt{\mu^{2}O_{1}}=i\mu (-\Theta_{1})^{1/2} si \Theta_{1}<0 . Soit:

u(x)= \int_{1}^{\infty}\int_{\Omega}U(x, \Theta’, \mu, \lambda)d\Theta’\lambda^{n-1}d\lambda

o\tilde{u}\Omega est un voisinage r\’eel de \Theta_{\acute{0}} assez petit pour que toutes nos construc-
tions soient valables dans \overline{\Omega} .

On remarque d’abord que d’apr\‘es (3-32), P(x, D_{x})u est analytique au
voisinage de (x_{\acute{0}}, 0)=x_{1} , et done dans G^{s} . Soit ensuite t>0 assez petit; le
Lemme 3-1 et 1’ hypoth\tilde{e}se que (x_{)}, \xi_{0}) est un point strictement diffractif
(r_{1}(x_{\acute{0}}, \xi_{\acute{0}})<0) montrent alors que l’on peut trouver des constantes C(t)>0



Quelques remarques sur un th\’eor\‘eme de K. Kataoka 383

et \lambda(t)\geq 1 telles que pour \lambda\geq\lambda(t) :

Im \varphi_{\mu}(x, \Theta’)\geq C(t)\lambda^{(1-s)/s}

si x est dans un voisinage r\^eel de (x_{\acute{0}}, t) , uniform\’ement pour \Theta’\in\Omega .
D’autre part, \’etant donn\’ee l’expression de \tau h , \mu les d\’eveloppements (3-34)

et (3-35) montrent que:

e^{-i\lambda\varphi\mu(\chi,Q’)}U(x, \Theta’, \mu, \lambda)=a^{(6)}(x, \Theta’, \mu, \lambda)+\mathscr{O}(e^{-8\lambda})

o\tilde{u}a^{(6)} est un symbole analytique classique (en \lambda ) pour x voisin de
(x_{\acute{0}}, t) ; il est alors clair que u est de classe G^{s}pr\tilde{e}s de tout point (y\’o,k)

v\’erifiant: |y_{\acute{0}}-x_{\acute{0}}|<\epsilon et 0<k<\epsilon si \epsilon>0 est assez petit, c’est-\‘a-dire (locale-

ment) \‘a l’int\’erieur de M .
Consid\^erons enfin la trace de u sur x_{n}=0 . D’apr\‘es (3-26) on a

\varphi_{\mu}(x’, 0, \Theta’)=\psi_{\mu}(x’, \Theta’) . D’autre part,

\psi_{2,\mu}(x’, 0, \Theta’)=a(x’, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)\mu^{2}\Theta_{1}[e(x’, a\mu^{2}\Theta_{1}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}’ \Theta’)]^{2/s}

(3-35) montre que a^{(6)}(x’, 0, \Theta’, \mu, \lambda) est un symbole analytique classique
en \lambda’=\lambda^{3}\mu=^{3}\mu_{0}\lambda^{1/s} au sens du Chapitre 1. On v\’erifie aussi facilement que:

a^{(6)}(x’, 0, \Theta’, \mu, \lambda)=C(-a\Theta_{1})^{-1/4}[e(\chi_{\backslash }’a\mu^{2}\Theta_{1}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}’ \Theta’)]^{-1/6}

[ab^{3)}(x’, 0, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta^{rr})-e^{i\pi/s}ab^{4)}(x’, 0, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’)

(e(x’. a\mu^{2}\Theta_{1}, \sqrt{\mu^{2}\Theta_{1}}, \Theta’))^{1/3}\sqrt{a\mu^{2}\Theta_{1}}+\mathscr{O}(\lambda^{\prime-1})]

avec C\neq 0 , ce qui, compte-tenu de (3-33), montre que a^{(6)} est elliptique au
voisinage de (x_{\acute{0}}, \Theta_{\dot{0}}) quand x_{n}=0 . Les \’equations (3-1) montrent alors
que (x_{\acute{0}}, \xi_{\acute{0}})\in SS^{s}u|_{x_{n}=0} , ce qui ach\‘eve la preuve du Theoreme. \square
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